BLEDY OBLICZEN NUMERYCZNYCH

o btedy zaokraglen

skonczona liczba cyfr (bitdbw) w reprezentacji numerycznej

o btedy obciecia
rozwiniecia w szeregi i procesy iteracyjne -

w praktyce muszg by¢ skonczone

o btedy metody

przyblizone rozwigzania problemu

pozatym:
* bledy modelu
* bledy danych wejsciowych
* pomyiki

Zaokraglenia

1. nieskonczone reprezentacje dziesietne

2. nieskonczone reprezentacje binarne
skonczonych reprezentacji dziesietnych, np.:

(0.1)1 = (0.000110011001100110011001100 ... ),

0.09999999 ...
(0.000110011),; -> 0.099609375
przyktad:



zmiennoprzecinkowa reprezentacjaw IBM 370
(najlepsza maszyna obliczeniowa w latach 70-tych)

32-bitowe stowo

/ cecha mantysa (24 b)
bit
Zhaku

podstawa systemu liczenia - 16

rozpatrzmy liczbe, ktérej reprezentacja ma postac

0 1000010 101100110000010000000000

wyktadnik podstawy: [ (1000010), =66]—64
(cecha bez znaku — odejmowanie 64 zapewnia zakres wartosci cechy:

od -64 do +63
wartos¢ (uwzgl. posta¢ znormalizowang)
L = m*p®©

[(1/2)* + (1/2)% + (1/2)* + (1/2)" + (1/2)® + (1/2)*1*160%*Y = 179.015625

minimalnie wieksza wartosc¢ rézniaca sie 1 bitem
0 1000010 101100110000010000000001
179.0156097412109375
minimalnie mniejsza wartos¢ réznigca sie 1 bitem:
0 1000010 101100110000001111111111



179.0156402587890625

porownajmy:
179.0156097412109375
179.015625
179.0156402587890625
1) oznacza to, ze reprezentacja
0 1000010 101100110000010000000000

odpowiada
nieskonczonej ,ilosci” liczb rzeczywistych z polowy
powyzszego przedziatu

2) maksymalnie 7 znaczacych cyfr 10-tnych

przy 24 znaczacych bitach reprezent. maszynowej

3) najwieksza mozliwa liczba

0 1111111 111111111111111111111111 ~ 16% = 10"
najmniejsza

0 0000000 00010000000000000000000 = 16~ 10"®

(najmniejsza mozliwa mantysa znormalizowana = 1/16 = 16" ,

najmniejsza mozliwa cecha)

rozwazmy bardziej przyziemny przykitad:
reprezentacja REAL w PASCALU (PC — stowo jednobajtowe)



(tu arytmetyka jest dwojkowa)

g m c

39 8
cecha bez znaku: wartos¢ wyktadnika = ¢-129 [binarnie] gdy ¢>0
np.: ¢ = 10000000 = 2" =128 => warto$¢ wyktadnika = -1
¢ =00011001 = 25 => wartos¢ wyktadnika = -104

obliczenie wartosci:

e jesli ¢=00000000 => L=0
(oznaka najmniejszego mozliwego wyktadnika = -129, a zatem
najmniejsza mozliwa liczba, co do wartosci bezwzglednej =0 )

e jesli 0<c<256 => L =(-1)°-2"9.1m

(zauwazmy, ze tu zawsze dodawane jest 1 do mantysy)

najmniejsza mozliwa liczba ujemna, ré6zna od zera ma zatem postaé:
100000000000000000000000000000000000000000000001

i wynosi -2 ~ -2.9*10% (sprawdz kalkulatorem)

a dodatnia

000000000000000000000000000000000000000000000001

ale w PAO bedzie wygladata tak:
000000010000000000000000000000000000000000000000
..PROGRAM REAL_MIN...(przesuwa 1 co bajt)

a najwieksza ujemna
1111111211212112121212121212121121211211212121211111211

i wynosi ~ -2+2?%5129) = 127 _ 1 7% 10%



w PAO, reprezentacja wyglada inaczej gdyz

z pamieci kolejne BAJTY sczytywane sa sekwencyjnie (od lewej) i

,ustawiane” w rejestrze , poprawnie” —od prawej ... zatem:
c S
| |
najmiodszy 7 bitdw
bajt hajstarszego
bajtu

program REAL_BIN —reprezentacja REAL w PAO (..dla +/- 0.5)
program MAX_REAL - znajdowanie bitu znaku

utrata dokladnosci

e operacja dodawania wymaga wyréwnania cech

(wykonajmy dodawanie na cyfrach, a nie na bitach i zatézmy
ze mamy tylko 7 dostepnych cyfr na mantyse)

0.1460071 x 10° ---> 0.0000015 x 10°
+  0.2389034 x 10°
a prébujac dodaé np. 0. 1460071 x 10" do 0.2389034 x 10°
w wyniku otrzymamy 0.2389034 x 10°

a co jeslido 0.2389034 x 10° mieliby$my dodaé¢ 100 milionéw_ takich
0. 1460071 x 10™ liczb?
dodajac je sukcesywnie, wcigz mielibysmy w wyniku 0.2389034 x 10°

ale dodajgc wpierw do siebie 100 miliondw (10°) razy 0. 1460071 x 10™
dostaniemy 0. 1460071 x 10’
a nastepnie dodajac to do 0.2389034 x 10° dostaniemy 0.2535041 x 10°

e odejmowanie liczb bliskich (a-b)*c



a = 0.2356073 x 10°
b = 0.2356102 x 10°

- 0.2900000 X 10" (bo zawsze postaé znormalizowana)
¢ =0.1112050 x 10*

wynik
0.3224945 x 10*

| $mieci |

mowimy, ze p* jest zmiennoprzecinkowym przyblizeniem
do p z dokladnoscig do t cyfr znaczacych jesli t
jest najwiekszg nieujemng liczbg catkowitg taka, ze

kel |<5><1O_t
| p|

Przykiad

rozwigzanie robwnania

d2y(x)
dx 2

C - rzeczywiste

= c2y(x),

np. réwnanie SchrOodingera dla czastki wewnatrz bariery

y(x)=Ae“*+B e



. . . . — J —
zadamy rozwigzania, ktore y(O)—l, )4 (O)— -C
— A CX
2  y(X)=e
jesli chcemy numerycznie znalezc to rozwigzanie np. w przedziale [0,P],
czyli dla wielu arg. x, to musimy nadac¢ warto$¢ szykanego rozwigzania w x=0

a nastepnie ,,znajdowac” numeryczne y(x) w kolejnych ,weztach” dyskretnej siatki zmiennej

X W przedziale [0,P]; czyli -

zadajemy 1 oraz C w x=0 i numerycznie szukamy wartosci Y dla x>0

rozwigzujgc numerycznie na dyskretnej siatce weztéw:
1 (edynka) oraz C
sg okreslone (zaokraglone) z numeryczna doktadnoscia &

-CX CX
= Ynumeryczne ~ € T €€

juzw X=0 bedzie zawierato domieszke rozwigzania

e (z wagq rzedu & - rzedu doktadnosci numerycznej )
. . . . . . CX o
dla duzych i dodatnich X “eksplodujace” rozwigzanie € zdominuje

numeryczne rozwigzanie Ynum

bledy obciecia

pewne wielkosci wyliczane sg zawsze
z nieskonczonych sum, szeregoéw czy iteracji

np:



sin(x) = X — 3 + =T +...

przykiad unikania utraty dokladnosci

f(x) = x - sin(x)

dla x #0 x #~ sin(x) (bliskie wartosci)

numeryczne sumowanie szeregu 1/(n°)

-w przod i w tyt

...program... suma_szeregu

METODY N UMERYCZNE =

sposoby przyblizonego rozwigzywania zagadnien

o dyskretyzacja
e aproksymacija

e propagacja btedéw i numeryczna niestabilnos¢

np. przykiad (prawo rozpadu promieniotworczego)



dy (t
Ty
rozwigzanie rownania dt
metoda Eulera (poznamy poézniej)
rozwigzaniem Scistym jest y(t) = exp(-At)

(dla A >0 wartosci Y(t) powinny monotonicznie male¢ w czasie)

na siatce punktéw { i}, ti+1 -ti=h

ion tM v Svi+hY = (- an)Y,
metoda jest niestabilna
jesli
h>2/4
...program EULER_GR ....
problemy zle uwarunkowane

(przy zadanej doktadnosci numerycznej)
np.:
uklad réwnan
6.025 x + 109.774y = 4.12
14.054 x + 256.125y = 10.50

ma rozwigzanie:



X =-250.15 y =13.77 ;

jesli dysponujemy doktadnoscig do 2 miejsc po kropce
i wyniki posrednich operacji zaokraglamy do 2 miejsc po
kropce, to rozwigzaniem jest
X =-44.33 y =247
powod:
rownania ”prawie” zalezne (niezalezne na granicy doktadnosci)

y

\\




