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Wstep

Skrypt ten powstal na bazie moich notatek, ktére przygotowywalem prowadzac od
2011 roku wyktad z ¢wiczeniami pt. “Jezyki formalne i automaty” dla studentow
kierunku informatyka stosowana na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Sto-
sowanej UMK. Pierwotny program tego kursu budowalem opierajac sie na o bardzo
dobrym podreczniku An Introduction to Formal Languages and Automata autor-
stwa P. Linza, [7], skad pochodzi w szczegolnosci wiele wykorzystanych tu zadar.
Uktad tresci, ktory przyjatem jest typowy dla wiekszosci ksigzek nt. teorii jezykow
formalnych. Prezentacja rozwijana jest od najwezszej kategorii jezykow regularnych,
przez bardziej ogolne jezyki i gramatyki bezkontekstowe i kontekstowe, zgodnie z
hierachizacja wprowadzong przez N. Chomsky’ego. Osobny rozdziat poswiecony jest
maszynom Turinga i jezykom rekursywnie przeliczalnym, ktére zgodnie z hipoteza
Churcha-Turinga stanowia najogo6lniejsza klase jezykéw formalnych, wyczerpujacych
intuicyjnie rozumiang kategorie wszelkich efektywnie wykonalnych procedur algo-
rytmicznych. Dyskusja obejmuje w szczegdlnosci formalne ujecie zagadnienia nie-
rozstrzygalnosci, przyktady klasycznych probleméw nierozstrzygalnych i przyktad
dowodu nierozstrzygalnosci pewnego problemu w klasie jezykéw bezkontekstowych.

Polska wersja skryptu poszerzona zostala o dwa zagadnienia, ktore z powodu
ograniczen czasowych nie mieszcza sie w programie wykladu. Chodzi o tzw. klasy
LL(k) jezykow deterministycznych (podrozdzial TV.2.2) oraz o zagadnienia z za-
kresu teorii ztozonosci obliczeniowej (rozdzial VII). Poniewaz literatura w jezyku
polskim, w odré6znieniu od angielskojezycznej, jest w tym zakresie stosunkowo ubo-
ga, zdecydowalem si¢ na opisanie tych zagadnien dla wygody stuchaczy kursu.

Mitosz Michalski
Zaktad Fizyki Matematycznej [F UMK
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Rozdzial 1

Podstawowe pojecia matematyczne

Rozdzial niniejszy zawiera przeglad i przypomnienie podstawowych poje¢ i faktow
matematycznych, ktorych uzywac¢ bedziemy w dalszej czesci skryptu. Znaczna czesé
prezentowanego tu materialu pojawia si¢ takze w kursach analizy matematycznej,
algebry i matematyki dyskretnej.

1.1 Zbiory, relacje, funkcje, grafy
Zbiory

Zbiory uwazane sa za najbardziej fundamentalne pojecie matematyczne. Najczesciej
okreslamy je przez charakteryzacje ich elementéw. Na przyktad formuta

A = {neN: n=2k dlapewnego ke N}

okresla A jako zbior liczb parzystych. Zwroémy uwage, ze definicja zbioru odwotuje
sie mniej lub bardziej jawnie do pewnego uniwersum, ktérym w naszym przyktadzie
sa liczby naturalne N. Chodzi o to, by okregli¢ jakiego typu obiekty stanowi¢ beda
elementy definiowanych zbioréw: czy beda to np. liczby naturalne, liczby rzeczy-
wiste, trojkaty na plaszczyznie, skonczone ciagi zbudowane z liter ‘a’ i ‘b’ itp. W
szczegblnosci operacja dopelnienia zbioru, A€, nie bedzie jednoznaczna dopoki nie
okre$limy wzgledem jakiego uniwersum ma by¢ obliczana.

Zbiory skoriczone okre§lamy przez wypisanie ich elementow, np. B = {2,4,8,16}.
Zbior pusty oznaczamy symbolem ). Ogolnie rzecz biorac, zbiory opisywane sg przez
formuly ®(z) zwane w logice funkcjami zdaniowymi, zawierajace jedng lub wiecej
zmiennych z, ktore to formuty staja sie zdaniami prawdziwymi lub falszywymi po
podstawieniu w miejsce x obiektu z sensownie wybranego uniwersum 2. Mamy wiec

A={zeQ: o)},

co wyrazamy stownie mowiac, ze A jest zbiorem tych i tylko tych obiektow x (typu
), ktore posiadaja wlasno$¢ ® lub — réwnowaznie — ktore spelniaja formule
®(x). W poprzednio rozwazanym przykladzie w roli & uzylisSmy funkcji zdaniowej
rownowaznej stwierdzeniu, ze “n jest podzielne przez 2”.

W precyzyjnym, aksjomatycznym sformutowaniu teorii mnogosci méwi sie o ogra-
niczeniach jakie muszg spetnia¢ formuly, by budowane przy ich pomocy definicje

7



8 ROZDZIAL I. PODSTAWOWE POJECIA MATEMATYCZNE

zbioroéw nie prowadzily do logicznych paradoksow. Sa to jednak sytuacje, z ktorymi
raczej nie spotkamy sie w praktycznych zastosowaniach.

Stwierdzenie, ze a jest elementem zbioru A, w zapisie a € A oznacza, ze a spelnia
funkcje zdaniowa ®(z) definiujaca zbior A, a wiec, ze zdanie ®(a) jest prawdziwe.
Procz tego okreslamy relacje zawierania i réwnosci zbiorow:

ACB wtedy i tylko wtedy, gdy reA = z€B
wtedy i tylko wtedy, gdy o(x) = VY(x),

gdzie formuta ® definiuje zbior A, a ¥ — zbiér B. Ponadto
A=B wtedy i tylko wtedy, gdy ACB i1 BCA.
Piszemy takze
ACB wtedy i tylko wtedy, gdy ACB lub A=B.

Symbol “C” jest co prawda logicznie rownowazny symbolowi “C”, jednak pozwala na
wprowadzenie nieco bardziej precyzyjnej notacji. Bowiem jesli chcemy podkreslié¢, ze
zawieranie zbioréw jest wlasciwe, to znaczy, ze A C B, ale A # B, piszemy wowczas
A G B. Zapis A ¢ B oznacza natomiast, ze A nie zawiera si¢ w B.

Relacje “C” i “Q” miedzy zbiorami pelnia wiec role analogiczna do relacji “<”
oraz “<” miedzy liczbami. O ile jednak zbior liczb rzeczywistych jest uporzadkowany
liniowo, to znaczy, ze miedzy dwiema dowolnymi liczbami jaka$ relacja porzadku
zawsze zachodzi, bo albo a < b albo b < a, o tyle relacja zawierania opisuje tzw.
czeSciowy porzgdek wsrdd zbiordow: w gruncie rzeczy wiekszosci par zbioréw nie wigze
ani relacja A C B, ani tez B C A.

Zwroémy uwage, ze zbiory same moga byé elementami innych zbioréw, czesto
nazywanych rodzinami zbioréow, np.

X = {(a,b): a,b € R, a<b}

jest rodzing ograniczonych przedzialow otwartych zawartych w R. Szczeg6lnie wazny
jest tzw. zbidr potegowy zbioru A,

P(A) L {X: X C A},
bedacy, zgodnie z okresleniem, rodzing wszystkich podzbiorow zbioru A, wlaczajac
zbiér pusty O i sam zbior A. W szczegblnych okolicznosciach, gdy zalezy nam na
wyodrebnieniu jedynie skorczonych podzbioréw A, piszemy

F(A) 4 {X: XCA i X ma skoriczenie wiele elementow} .

FLatwo przekonac sie, 7ze A jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy P(A) = F(A),
por. Zad. 3 d.

Operacje mnogosciowe

Przyjmijmy, ze A = {z € Q: ®(z)} oraz B = {z € : ¥(x)}. Logiczne operacje



koniunkeji i alternatywy oznaczamy tradycyjnie symbolami “A” oraz “V”. Ponadto
“=" oznacza logiczna negacje. Przypomnijmy definicje podstawowych operacji na
zbiorach:

AUB = {z€Q: d(z)VVY(r)} = {re€Q: z€ AVvr e B}

oraz

ANB ={z€Q: ®(2)ANVY(z)} = {xr€Q: € ANz € B}.

Mamy takze
A = {zeQ: =0(x)} = {zeQ: x¢ A}.

Dodatkowo wprowadzamy operacje réznicy i roznicy symetrycznej zbiorow:
A—B ={z€Q: ®(x)A-V(x)} = {re€eQ: xe ANz ¢ B} = ANB°
oraz

AoB = (A-B)U (B—A) = (AUB) — (AN B)
= (A°UB) U (AU B°°. (1.1)

Operacje na dwoch zbiorach uogélniamy na dowolne rodziny zbioréw:

UJA = {2: F3A€A takize z€ A}
(A = {z: VA€ A zachodsi z € A}.

Zauwazmy w szczegolnosei, ze | JP(A) = A, suma mnogosciowa jest wiec w pewnym
sensie operacja odwrotng do potegowania zbioru.

Uogo6lnione sumy i przekroje najczedciej pojawiaja sie w szczegdlnej postaci, gdy
rodzina A jest indeksowang rodzing zbioréw, to jest gdy elementy A odrézniamy
poprzez przyporzadkowane im indeksy « z pewnego zbioru indeksow I:

A ={A,: ael}.
Piszemy wowczas

UA = UAQ = {z: Jael takaze z€A,}

acl

i podobnie dla () A. Gdy I = N stosujemy znajoma notacje

(o] o
U A, oraz n A, .
n=1 n=1

Zarowno dla skoniczonych jak i nieskoriczonych rodzin zbiorow zachodza prawa
de Morgana:

<UAQ>C = (A4,  oraz (ﬂAa>c = [ J4.

acl ael ael ael
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Innym rodzajem operacji na zbiorach jest mnozenie kartezjanskie, ktore tworzy
zbiory uporzadkowanych par elementéw swoich czynnikow,

Ax B = {(a,b): a€ ANbe B}.

W parach uporzadkowanych, jak to sugeruje nazwa, istotna jest kolejnos¢ elementow,
awiec (a,b) # (b, a), chyba ze a = b. Istnieje formalna definicja pary uporzadkowanej
podana przez K. Kuratowskiego, redukujaca to pojecie do zwyktych zbiorow:

(a,0) £ {a,{a,b}}.

Zauwazmy, ze istotnie (a,b) # (b,a), bo zbiory {a,{a,b}} i {b,{a,b}} roinia sie
pierwszym elementem gdy tylko a # b.

Podobnie, A x B x C jest zbiorem uporzadkowanych trojek (a,b,c) elementow
odpowiednio zbiorow A, B i C. W przypadku gdy A = B, piszemy krotko A% zamiast
A x A, A3 zamiast A x A x A lub ogblnie A" na oznaczenie n-elementowych ciggéw
utworzonych z obiektow a € A. W ten sposob obiekt

UA":AUAQUA?’U...
n=1

jest zbiorem wszystkich skoriczonych ciaggéw zbudowanych z elementéw zbioru A.

Relacje

DEFINICJA 1.1 Relacjg R miedzy elementami zbiorow A i B nazywamy dowolny
podzbior iloczynu kartezjariskiego A x B, a wiec R C A x B. Jesli para (a,b) € R
mowimy tez, ze miedzy elementami a i b zachodzi relacja R.

Stosujemy takze bardziej naturalng notacje infiksowa a ~g b, nie zmienia to jednak
faktu, ze relacja formalnie rzecz biorac odpowiada zbiorowi par (a,b) € A x B
obiektow nig powiazanych. Gdy A = B, moéwimy o relacji w zbiorze A. Przykladem
relacji w zbiorze liczb rzeczywistych jest relacja porzadku a < b. Relacja podzielnosci
k|n wiaze ze soba niektore pary liczb naturalnych. Relacja podobienstwa kojarzy ze
soba pary trojkatow na plaszczyznie. Jak wspomnieliSmy wyzej, relacja inkluzji C
jest relacja w zbiorze potegowym P(A) dowolnego zbioru A.
Oto niektore z czesto uzywanych wlasnosci relacji.

DEFINICJA 1.2 Definiujemy nastepujgce wtasnosci relacji R okreslonej w A:

a) zwrotnosé:¥Ya € A (a,a) € R;

b) spdjnosé:¥V a,b € A (a,b) € R lub (b,a) € R;

c¢) symetria: (a,b) € R = (b,a) € R;

d) antysymetria: jesli (a,b) € R, wowczas (b,a) ¢ R;

e) staba antysymetria: jesli (a,b) € R i (b,a) € R, wowczas a = b;

f) przechodniosé (tranzytywnos$é): jesli (a,b) € R i (b,c) € R, to takze (a,c) € R.
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Kazdg relacje, ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia nazywamy relacjg row-
nowazno$ci w A. Czesciowy porzgdek w A jest relacjg o wltasnosciach zwrotnosci,
stabej antysymetrii i przechodnio$ci. Jesli jest on dodatkowo relacjq spojng, wowczas
nazywamy go porzgdkiem lintowym.

Inkluzja jest porzadkiem czeSciowym na zbiorach potegowych, natomiast zwykta
relacja “<” jest porzadkiem liniowym w zbiorze liczb rzeczywistych. Oto przyktad
nietrywialnej relacji réwnowaznosci w zbiorze liczb catkowitych. Niech p bedzie usta-
lona liczba naturalng. Okreslmy relacje “~,” nastepujaco:

m e, n wtedy i tylko wtedy, gdy m—mn =0 (modp).

Innymi stowy m ~, n oznacza, ze liczby m i n daja identyczng reszte z dzielenia
przez p. Fakt, ze jest to relacja rownowaznosci powinien by¢ teraz oczywisty.

Kazda relacja rownowaznosci okre$lona na zbiorze jednoznacznie dzieli ten zbior
na roztaczne podzbiory elementéw wzajemnie wzgledem niej réwnowaznych.

DEFINICJA 1.3 Klasq abstrakcji elementu a € A wzgledem relacji rownowaznosci
R okreslonej na A nazywamy zbior

[alg = {be A: b~pga}

1 mowimy, ze a jest reprezentantem tej klasy. Zbior klas abstrakcji relacyi rownowaz-
nosci R,

R = {la]gp:a € A},
nazywamy zbiorem ilorazowym A wzgledem R i oznaczamy symbolem A/R.

Jak tatwo sprawdzi¢, kazdy element a € A nalezy do dokladnie jednej klasy abs-
trakcji wzgledem R. Jesli a ~r b wowczas [a]gr = [b]gr, klasa abstrakcji nie zalezy
wiec od szczegbdlnego wyboru swojego reprezentanta.

Opisana w definicji konstrukcja ilorazowa A/R jest jedna z najwazniejszych tech-
nik definiowania nowych obiektow w matematyce. Pozwala ona utozsamié ze sobg te
elementy wyj$ciowego zbioru, ktore uznajemy za réwnowazne ze wzgledu na relacje
R. W przypadku relacji ~, na Z opisanej wyzej, zbior ilorazowy to

Z/p:{[()],[l],...,[p—l]} o {0,1,...p—1},

gdzie przez symbol podwojnej strzalki rozumiemy tu wzajemnie jednoznaczng re-
prezentacje zbioru ilorazowego Z/p przez skoriczony zbior liczb {0,1,...,p — 1}, a
wiec zbior reszt z dzielenia przez p.

Dla dowolnej relacji R w zbiorze A mozna skonstruowac¢ tzw. tranzytywne do-
mkniecie R.

DEFINICJA 1.4 Tranzytywnym domknieciem relacji R na zbiorze A nazywamy nag-
mmniejszq w sensie inkluzji relacje przechodnig R C A x A takg, ze R C R.

Konstrukeyjnie, tranzytywne domkniecie relacji R polega na dodaniu do niej pewnej
liczby par (z,y) € A x A tak, aby wynikowy zbiér R spetnial warunek przechodnio-
Sci f) z Definicji 1.2.
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Funkcje

Funkcje sg szczegdlnym przypadkiem relacji.

DEFINICJA 1.5 Relacje F C A x B nazywamy funkcjq, gdy zachodzi warunek
(a,b) e F i (a,c)eF = b=c.

Funkcja jest wiec relacja, ktora w sposob jednoznaczny wigze z elementem a € A
pewien element b € B. W tradycyjnej notacji napiszemy b = F(a) i powiemy, ze
wartosci funkcji obliczaja sie jednoznacznie.

Naduzywajac notacji funkcyjnej do relacji, moglibySmy napisa¢ b = R(a), gdy
(a,b) € R, ale poniewaz relacja R moze w ogolnosci wiaza¢ wiecej niz jeden element
b 7 a, prowadzitoby to do niezrecznego zapisu np. b = R(a) = ¢, cho¢ b # c. Bardziej
trafiona bytaby w tej sytuacji nastepujaca notacja: R(a) = {b,c}. W istocie jest
to zalazek konstrukeji, ktora wykorzystamy w niedalekiej przysztosci. Wyznaczmy
zbiory

VacA Rla) L {beB: (ab) € R}.
Dla pewnych a mozliwe jest, ze R(a) = ), ale to w niczym nie psuje naszej kon-
strukeji. Okreslmy teraz nowa relacje R C A x P(B) przez

R = {(a,R(a)): ac A}. (1.2)

Jak latwo sprawdzi¢, R jest juz funkcja. Funkcja ta niesie taka sama informacje o
powiazaniach elementéw A z elementami B.

W przypadku gdy relacja F' C A x B jest funkcja, dla uproszczenia przyjmiemy
konwencje, ze F' okre§lona jest dla kazdego a € A. Wrocimy wowczas do tradycyjnej
notacji F': A — B i nazwiemy A dziedzing funkcji F', D(F') = A, natomiast B —
jej przeciwdziedzing, W (F') = B. W przypadku gdy F' nie jest okreslona na calym
zbiorze A, moéwimy o funkcji czesciowej, co zapisujemy symbolicznie F' : A - B.
Wowezas oczywiscie D(F) C A. Gdy wyjatkowo chcemy podkresli¢, ze F' nie jest
czesciowa, wowczas mowimy, ze jest funkcja totalng (choé oczywiscie w przyjetej tu
konwencji oznacza to ni mniej nie wiecej niz to, ze F jest po prostu funkcja).

Dwa uzyteczne pojecia zwigzane z funkcjami to obraz zbioru U C A przez F :
A e B,

FU) L {(beB: JacU takieze b= F(a)}
oraz przeciwobraz zbioru V' C B przez F,
F'V) £ {acA: Fla)eV}.
Dla dowolnych zbiorow U C AiV C B mamy
FU) CW(F) oraz FY(V)C D(F),

a w szczegblnosci F~1(B) = D(F).
Dla dwoch czesciowych odwzorowan F': A o B i G : B - C mozemy okresli¢
ich ztozenie H = Go F : A o C za pomoca wzoru
H(a) = G(F(a)),

jesli tylko speliony jest warunek kompatybilnosci: F'(A) N D(G) # O. Dziedzina
zlozenia jest wowczas zbior D(H) = F~'(F(A) N D(G)).
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Rys. 1.1: Ztozenie H = G o F' czesciowych odwzorowan F' : A e Bi G : B e C.
U=F(A)ND(G) oraz D(H) = F~Y(U), H(A) = G(U).

DEFINICJA 1.6 Dla funkcji F': A — B okreslone sq nastepujgce wtasnosci:

a) réinowartosciowosé: jesli a # b, wowczas takze F(a) # F(b)
b) wtasnosé “‘na” Wb € B Ja € A takie, ze b= F(a);

¢) wzajemna jednoznaczno$é: F jest réznowartosciowa i “na’.

Funkcje typu a) nazywamy injekcjami, typu b) — surjekcjami, natomiast odwzoro-
wania wzajemnie jednoznaczne okreslamy mianem bijekcyi.

Grafy

DEFINICJA 1.7 Grafem nazywamy strukture G = (V, E) sktadajqcq sie ze skoriczo-
nego zbioru wierzchotkow V' @ skorniczonego zbioru krawedzi tgczgcych ze sobq pary
wierzchotkow. Krawedzie grafu utozsamiamy z nieuporzgdkowanymi parami wierz-
chotkow, e = {u,v}, u,v € V.

Grafem skierowanym lub digrafem nazywamy podobng strukture, w ktorej krawe-
dzie sq parami uporzgdkowanymi, e = (u,v), a wiecc E CV x V.

Digraf jest wiec w istocie pewna relacja na zborze wierzchotkow. Jesli w grafie nie-
skierowanym potraktujemy kazda krawedz {u,v} jako reprezentacje obydwu par
uporzadkowanych (u,v) i (v,u) na raz, wowczas graf ten mozna utozsamiac¢ z pewna
relacja symetryczna.

Istnieje prosta i uzyteczna reprezentacja graféw w postaci diagramow, p. Rys. 1.2.

DEFINICJA 1.8 Sciezkq miedzy wierzchotkamiu iv w grafie G = (V, E) nazywamy
skoriczony cigg krawedzi ey, ... e, € E, taki ze e; = {u, w1}, eos = {wy,ws}, ...,
er—1 = {wg_2, w1} oraz ey, = {wg_1,v}.
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Rys. 1.2: Graf nieskierowany i graf skierowany.

Podobnie definiujemy $ciezke w grafie skierowanym (istotna jest wowczas orienta-
cja krawedzi). Sciezkq prostg nazywamy Sciezke, ktora nie przechodzi wielokrotnie
przez te same wierzchotki. Cykle s to Sciezki zamkniete, tj. takie ze u = v. Cykle
skierowane i cykle proste definiuje sie analogicznie.

Graf nieskierowany nazywamy spojnym jesli miedzy kazda para jego wierzchot-
kow istnieje $ciezka. W digrafie spojnym dla kazdej pary wierzchotkéw istnieje co
najmniej jedna ze $ciezek skierowanych: z v do v lub z v do u. Jesli zawsze istnieja
obie takie §ciezki, digraf nazywamy wowczas silnie spajnym.

Tranzytywne domkniecie grafu G jest to najmniejszy (w sensie liczby krawedzi)
graf G = (V, E) taki, ze E C E oraz ze relacjana V, ktora opisuje G jest przechodnia.
Rys. 1.3 przedstawia przyktad digrafu i jego tranzytywnego domkniecia.

Rys. 1.3: Graf i jego tranzytywne domkniecie. Dodane krawedzie oznaczono szarym
kolorem.

Korzysta¢ bedziemy takze z grafow etykietowanych, G = (V, E,n). Dodatkowym
elementem jest tu funkcja n : E — X przyporzadkowujaca krawedziom grafu “ety-
kiety” ze zbioru X. Jak sie przekonamy dalej, grafy etykietowane stanowia bardzo
wygodny sposOb reprezentacji automatow.

Szczegblnym rodzajem grafow sa drzewa, Rys. 1.4.

DEFINICJA 1.9 Drzewem nieskierowanym nazywamy graf, w ktorym miedzy kazdg
parg wierzchotkow istnieje doktadnie jedna Sciezka prosta.

Alternatywnie, graf nieskierowany G spetniajacy dowolny z ponizszych warunkow
jest drzewem:
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— G jest grafem spojnym bez cykli;

— G nie zawiera cykli, lecz dodanie do niego dowolnej krawedzi zamyka doktadnie
jeden cykl prosty;

— @ jest minimalnym grafem spojnym (t.j. usuniecie dowolnej krawedzi powoduje
rozspojnienie G);

— G posiada n wierzchotkow i n — 1 krawedzi.

() (7)
O—Q < OO O®
® ® ® » O

Rys. 1.4: Drzewo nieskierowane i skierowane.

Istnieja roézne warianty definicji drzewa skierowanego, dla naszych celéw jednak
przydatne bedzie nastepujace okreslenie.

DEFINICJA 1.10 Drzewem skierowanym nazywamy digraf D, w ktorym istnieje je-
den wyrozniony wierzchotek r zwany korzeniem, a kazdy inny wierzchotek jest osig-
galny z niego doktadnie jedng $ciezka skierowang. Odlegto$é (mierzong liczbg krawe-
dzi) wierzchotka v od korzenia r nazywamy poziomem v w drzewie D. Zbior wierz-
chotkow tego samego poziomu m nazywamy m-tym pietrem drzewa D. Wierzchotki
konicowe Sciezek w D nazywamy lisémi.

I.2 Moc zbioréw: zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

Jedyna wtasnoscia, ktora posiadaja wszystkie zbiory i ktora jest catkowicie nie-
zalezna od charakteru ich elementow, jest ich moc czyli liczba zawartych w nich
elementow. Chodzi o to, ze np. zbiory {5,10,15,20} i {#,Q, <>, &} sa podobne lub
wrecz nierozroznialne gdy abstrahujemy od tego czym sa ich elementy. Obydwa
te zbiory sa elementami klasy abstrakcji wszystkich zbioréw 4-elementowych. Moc
zbioru A oznaczamy symbolem |A|. Zajmiemy sie obecnie rozroznieniem pewnych
klas zbiorow nieskoriczonych.

DEFINICJA 1.11 O dwdch zbiorach X i Y mowimy, Ze s¢ rownoliczne jesli istnieje
bijekcja F' - X —'Y, a wiec odwzorowanie roznowartoSciowe i “na”, ustalajgce miedzy
ich elementami wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé. Piszemy wowczas X ~Y .

Jak mozna sie przekonaé, rownolicznosé zbiorow jest relacja rownowaznosci. Jest ona
zwrotna, bo kazdy zbiér X jest rownoliczny z samym soba przez bijekcje identyczno-
Sciowa F'(z) = z. Jest réwniez symetryczna bo odwzorowanie odwrotne do bijekcji
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jest takze bijekcja. W koncu, jest to relacja przechodnia dzieki temu, ze zlozenie
bijekcji jest bijekcja. Rownolicznosé kategoryzuje wiec zbiory na klasy abstrakeji
zbioréw o identycznej mocy. Liczby naturalne 1,2,3,...uwaza¢ mozna za reprezenta-
cje klas abstrakcji zbioréw skoriczonych o 1, 2, 3 itd. elementach. Dodatkowo liczba
0 reprezentuje klase abstrakcji zbioru pustego.

Podobnie, mozemy okresli¢ relacje X <Y, ktora oznacza, ze X jest co najwyzej
tak liczne jak Y, gdy istnieje odwzorowanie r6znowartosciowe F': X — Y. Mozna
latwo przekona¢ sie, ze jesli zarowno X <Y i Y < X, wowczas X ~ Y. Ponadto
w celu wykazania réwnolicznosci pewnych zbioréw czesto uzywa sie nastepujacego
argumentu:

Jesli X <Y <SZ oraz X ~Z7 wowezas X ~Y ~ 7. (1.3)

PRZYKEAD 1.1 Jesli zbior A ma n elementéw, moc jego zbioru potegowego P(A)
wynosi 2". 7Z tej przyczyny zbiér potegowy oznaczany jest czesto symbolem 24.
Znajdziemy bijekcje miedzy zbiorem I, ztozonym ze wszystkich n-elementowych
ciggow zero-jedynkowych a zbiorem P(A). Ustalmy ponumerowanie elementow A =
{ai,as,...,a,}. Dowolny zbiér U € P(A) zakodujemy ciagiem binarnym w taki
sposOb, ze w ciaggu tym na i-tym miejscu stoi cyfra 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
a; € U. Zatem gdy a; ¢ U w kodujacym ciggu na i-tej pozycji pojawi sie 0. Zbior
pusty reprezentowany jest przez ciag zlozony z samych zer, za$ sam zbior A — przez
ciag jedynek. Oczywiste jest, ze nasze kodowanie ustala wzajemnie jednoznaczng
odpowiednio$¢ miedzy ciggami binarnymi a réznymi podzbiorami A: kazdy ciag
reprezentuje unikalny podzbioér i kazdemu podzbiorowi odpowiada doktadnie jeden
ciag. Stad zbior P(A) jest rownoliczny 7 I,, a liczba elementow tego ostatniego
wynosi 2".

Zbior X nazywamy przeliczalnym, jesli jest on rownoliczny ze zbiorem liczb na-
turalnych N. Istnienie bijekcji F' : N — X oznacza po prostu, ze elementy zbioru
X mozna unikalnie ponumerowad, a wiec ustawi¢ w ciag, w ktérym kazdy element
X wystepuje dokladnie 1 raz, X = {x1,x9,...}. Zbior, ktory jest skonczony lub
przeliczalny nazywamy co najwyzej przeliczalnym.

PRZYKEAD 1.2 Zbior liczb catkowitych jest przeliczalny. Przekonamy sie o tym,
jesli wskazemy sposob kompletnego ponumerowania wszystkich liczb catkowitych.
Mozna to zrobi¢ w sposob zilustrowany na Rys. 1.5: liczba 0 otrzymuje numer 1,
liczba 1 numer 2, liczba -1 numer 3 itd.

Zwroémy uwage na fakt, ze pomimo tego iz N ¢ Z, zbiory te sa rownoliczne. Wta-
snos¢ tego typu nie zachodzi z pewnoscig dla zbioréw skonczonych: kazdy podzbior
wlasciwy skonczonego zbioru A ma z pewnoscia mniej elementow niz A. Musimy
przyzwyczaié¢ sie jednak do zupelnie nieintuicyjnych faktéw, gdy badamy relacje
miedzy zbiorami nieskoriczonymi.

PRZYKEAD 1.3 Zbior liczb wymiernych jest przeliczalny. By sie o tym przekonac,
zacznijmy od ponumerowania punktéw o wspotrzednych catkowitoliczbowych (m,n)
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\/

Rys. 1.5: Spos6b numeracji liczb catkowitych.

na plaszczyznie. Rys. 1.6 pokazuje wlasciwy sposob numeracji: punkt (0,0) otrzymu-
je numer 1, punkt (1,0) numer 2, punkt (1,1) numer 3 itd. zgodnie ze wskazaniami
strzalek. W ten sposob kazdy punkt (m,n) otrzymuje unikalny numer N i wszyst-
kie liczby naturalne sa wykorzystane w tej numeracji. Zatem zbior punktow Z x Z
jest rownoliczny z N. Z kolei liczby wymierne reprezentowane sa przez nieskracal-

'
(%)

Ot O O——
€

Rys. 1.6: Spos6b numeracji punktow o wspotrzednych catkowitoliczbowych na plasz-
czyznie.

ne utamki ™, m,n € Z. Przyjmijmy przy tym, ze liczby catkowite reprezentujemy

jako utamki 2 (w szczegolnosci 0 = 9), a w przypadku utamkoéw ujemnych, minus

znajduje sie w liczniku. Przy tych ustaleniach funkcja ® : QQ — Z x Z postaci

m
P (—) = (m,n
") = ()
jest injekcja odwzorowujaca liczby wymierne w punkty o wspotrzednych catkowito-
liczbowych na ptaszczyznie. Procz tego odwzorowanie ¥ : N — Q zadane wzorem
U(n) = % takze jest injekcjg. Oznacza to, ze N jest co najwyzej tak liczne jak Q,
natomiast QQ co najwyzej tak liczne jak Z x Z. Mamy wiec N < Q < Z x Z oraz
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N ~ Z x Z, co wykazalismy przed chwila. Zatem na podstawie (1.3) wnioskujemy,
ze Q ~ N.

Ten wynik jest prawdopodobnie jeszcze bardziej zaskakujacy niz przeliczalnoscé
zbioru Z, poniewaz w kazdym — niewazne jak malym — przedziale znajduje sie
nieskonczenie wiele r6znych liczb wymiernych.

Udowodnimy teraz jeszcze jeden fakt o przeliczalnosci zbioréw powstajacych jako
sumy zbiorow przeliczalnych. Pokazemy mianowicie, ze suma przeliczalnej liczby
zbiorow przeliczalnych,

S = QAH, A, ~N Vn,

jest zbiorem przeliczalnym. Poniewaz kazdy zbior A,, jest przeliczalny, jego elementy
mozna ustawi¢ w ciag

An = {anh Ap2, Ap3, - - } )

gdzie pierwszy indeks n wskazuje do ktorego zbioru naleza te elementy. Jesli teraz
wypiszemy nasze ciagi kolejno wzgledem n w postaci nieskoniczonej tabeli,

aij; Q12 a3
A21 Q22 (A23
az1 asz ass

mozemy systematycznie ponumerowac¢ wszystkie wypisane elementy, traktowane te-
raz jako elementy sumy S. Element a;; otrzymuje numer 1, a;5 numer 2, z kolei
as; numer 3, az; numer 4, age numer 5, a;z numer 6, itd. zgodnie ze wskazanym
sposobem przechodzenia przez tabele. W ten sposob wnioskujemy, ze S ~ N.

Podamy teraz przyktad zbioru nieprzeliczalnego. Jest nim zbior liczb rzeczywi-
stych R. W dowodzie tego faktu postuzymy sie tzw. metodq przekgtniowq, ktora
okaze sie uzyteczna w naszej analizie wtasnosci jezykow formalnych w dalszej czesci
skryptu.

PRZYKEAD 1.4 Ograniczymy sie na poczatek do przedziatlu (0,1): kazda liczbe
x € (0,1) zapiszemy w postaci dziesietnego utamka z na ogol nieskoriczona liczba
cyfr,

r = 0.x12023 ...

Jesli rozwiniecie dziesietne x jest skoriczone, dopelniamy je nieskoniczong liczba zer.
Zauwazmy przy tym, ze liczby z cyfra ‘9" w okresie sg identyczne z odpowied-
nimi liczbami, w ktorych ostatnia cyfra rézna od ‘9’ jest powiekszona o 1, np.
0.34999... = 0.35 = 0.35000 ... Wykluczamy wiec liczby z ‘9’ w okresie by unikna¢
niejednoznacznej reprezentacji liczb z (0, 1).

Przypusémy, ze przedziat (0,1) jest przeliczalny. Istnieje wiec sposob ustawienia
wszystkich liczb 0 < x < 1 w ponumerowany ciag, {z™, 2@ 2G) 1. Wypiszmy
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rozwiniecia dziesietne kolejnych liczb z*) w formie tabelarycznej

z = 0. x&l) xgl) xgl)
z® = 0. x&z) xg) xgz)
z® = 0. x&g) xég) xé?’)

gdzie xz(k) € {0,1,...,9}. Skonstruujemy obecnie liczbe z € (0, 1), ktora z pewnoscia
nie znajduje sie wérod elementow ciagu %), a tym samym zaltozenie o uwzglednieniu
w nim wszystkich bez wyjatku liczb x € (0, 1) musi by¢ fatszywe. Tym samym (0, 1)
nie moze by¢ zbiorem przeliczalnym. Konstrukcja kolejnych cyfr rozwiniecia liczby
z =10.21 22 23 ... jest nastepujaca:
Jesli xl(f) =0 wowczas zp =1, w przeciwnym razie z, = 0.

Widzimy, ze z rézni sie od k-tej liczby 2*) na k-tym miejscu po kropce. Tym samym
2 r6zni sie od wszystkich liczb ciagu z*).

W koricu nieprzeliczalnosé zbioru R uzyskujemy pokazujac istnienie bijekcji f :
(0,1) — R. Przykladem takiej funkcji jest y = tanw(z — 1). (0,1) i R sa wiec
rownoliczne.

Metoda przekatniowa bierze swoja nazwe od sposobu, w jaki elementy z przekat-
nej tabeli wykorzystywane sa w konstrukcji nowego obiektu, z gwarancja, ze jest on
rozny od wszystkich wystepujacych w tabeli. Oto inny wazny przykltad zastosowania
tej metody.

TWIERDZENIE 1.1 Zbior potegowy zbioru przeliczalnego jest nieprzeliczalny.

DowOD. Do dowodu twierdzenia wykorzystamy metode przekatniowa i kodowanie
podzbiorow przez ciagi binarne. Niech wiec X = {z1, 9, z3,...}. Z kazdym podzbio-
rem U € P(X) wiazemy jednoznacznie nieskoriczony ciag binarny {b;, b, b3, ...}, w
taki sposob, ze

b, — 0 gdy x, ¢ U
o 1 gdy z,€U.

Przypusémy teraz, ze P(X) jest zbiorem przeliczalnym, to znaczy 7e istnieje sposob
ponumerowania liczbami naturalnymi wszystkich bez wyjatku podzbiorow U C X.
Odpowiada to identycznej numeracji ciaggdéw binarnych reprezentujacych podzbiory.
Wypiszmy wiec te ciagi kolejno w tabeli:

bgl) bgl) bg(J,l)
ng) b§2) b§’2)
bg?)) bgﬂ) bg‘%)
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Podobnie jak poprzednio, mozemy teraz utworzyé¢ ciag {c,}, ktory rozni sie od
wszystkich uwzglednionych w tabeli. Ciag ten reprezentuje wiec podzbidr nieuje-
ty w numeracji. Zatozenie o przeliczalnosci P(X) musi by¢ wiec falszywe. Mamy

0 gdy b =1
Gk = (k)
1 gdy b =0

co konczy nasz dowod. a

7 twierdzeniem powyzszym zwigzana jest stynna hipoteza continuum sformuto-
wana przez G. Cantora w I pol. XIX wieku. Stwierdza ona, ze nie istnieja zbiory
o mocy istotnie wiekszej niz N, a jednoczesnie istotnie mniejszej od R. Po okoto
100 latach, w roku 1963 amerykanski matematyk P. Cohen udowodnit, ze hipoteza
continuum jest niezalezna od aksjomatéw tradycyjnej teorii mnogosci. Oznacza to,
ze nie mozna na gruncie tej teorii udowodnié¢ ani prawdziwosci hipotezy Cantora ani
tez prawdziwodci jej zaprzeczenia. Hipoteza continuum przyjmowana jest wiec jako
dodatkowy aksjomat przy formutowaniu podstaw matematyki.

I.3 Notacja asymptotyczna Bachmanna-Landaua

Niemieccy matematycy P. Bachmann i E. Landau na przetomie XIX i XX wieku
wprowadzili uzyteczng notacje pozwalajaca w prosty sposob charakteryzowac klasy
funkcji liczbowych o podobnym tempie wzrostu. Dzi§ notacja ta wykorzystywana
jest intensywnie w teorii ztozonosci obliczeniowej przy poréwnywaniu efektywno-
Sci réznych metod algorytmicznych rozwiazujacych podobne problemy obliczeniowe.
Stwierdzenie, iz pewna metoda obliczeniowa jest klasy O(f(n)) oznacza, ze jesli
przetwarzane dane sktadaja sie z n obiektow, algorytm produkuje rozwiazanie po
wykonaniu “okolo” f(n) elementarnych krokow. Np. naiwne metody sortowania po-
rzadkuja ciag n liczb wykonujac O(n?) poréwnan i przestawien, natomiast metody
bardziej zaawansowane sa w stanie wykona¢ to samo zadanie w liczbie krokow rzedu
O(nlog,n). Przektada sie to na szybszy czas dzialania metod o nizszej ztozono-
sci. Przyktadowo sortowanie stu tysiecy liczb z zastosowaniem najprostszych metod
wymaga kilku miliardéw operacji, podczas gdy bardziej zaawansowane algorytmy
potrzebuja okoto miliona krokow, a wiec wykonajg to samo zadanie kilka tysiecy
razy szybciej. Ma to niebagatelne znaczenie w przypadku przetwarzania danych,
ktorego wyniki oczekiwane sa w rzeczywistym czasie: dla rozwazanego wyzej przy-
ktadu sortowania réznica w czasie bylaby taka, jak miedzy sekunda a godzina!
Zdefiniujemy obecnie szczegdétowo symbole Bachmana-Landaua.

DEFINICJA 1.12 Niech f(n) i g(n) beda dwoma funkcjami f : N — R takimi, Ze
lim,, o f(n) = lim, .« g(n) = co.

1) Méwimy, ze f jest klasy O(g), jesli istniejg N € N oraz M € R takie, zZe dla
wszystkich n > N spetniona jest niercunosé f(n) < M - g(n).

2) Stwierdzenie, ze f jest klasy o(g) oznacza, Ze lim% =0.

3) Mcowimy, zZe f jest klasy Q(g), jesli istniejg N € N oraz M € R takie, Ze dla
wszystkich n > N spetniona jest nierdwnosé f(n) > M - g(n).
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4) Mdowimy, ze [ jest klasy w(g), jesli lim 4 o ; =0.

5) Okreslenie, ze f jest klasy ©(g) oznacza, Ze istniejq state My, My > 0 oraz
N €N, takie ze Mig(n) < f(n) < Myg(n) dla wszystkich n > N.

Sens tych definicji wystowimy w bardziej przystepny sposob, moéwiac odpowied-
nio, ze

1) f(n) rosnie wraz z n co najwyzej tak szybko jak g(n);
2) f(n) rosnie wraz z n wolniej niz g(n);
3) f(n) rosnie wraz z n co najmniej tak szybko jak g(n);
4) f(n) rosnie wraz z n szybciej niz g(n);
5) f(n) rosnie wraz z n asymptotycznie w tym samym tempie co g(n).

Naduzywajac nieco notacji piszemy czesto f € O(g) lub f = O(g) na oznaczenie,
iz f jest klasy O(g) i podobnie dla pozostatych symboli.

Zwroémy uwage, ze choé¢ stwierdzenie, ze f = O(g) jest mniej precyzyjne od
f = ©(g), tym niemniej to pierwsze jest bardziej praktyczne w zastosowaniu do
algorytmow, ktorych doktadna zlozono$¢ moze by¢ bardzo trudna do oszacowania.
Jesli bowiem pewna funkcja f(n) jest np. klasy O(n?), to jest takze, zgodnie z de-
finicja, klasy O(n?®), O(n'?) lub O(2"), zwykle jednak staramy si¢ poda¢ mozliwie
najdoktadniejsze oszacowanie tempa wzrostu f. W przypadku mnozenia macierzy
n xn ztozonos¢ bezposredniej, znanej z algebry liniowej metody jest klasy O(n?), ist-
nieja jednak metody lepsze, np. algorytm Strassena o ztozonosci ograniczonej przez
O(n?#7), lub obecnie najszybszy w tej klasie ulepszony algorytm Coppersmitha i
Winograda o przyblizonej ztozonosci O(n?3™). W tym wypadku jednak podanie
doktadnego rzedu metody ©O(n”) jest zadaniem tylez skomplikowanym co i nieprak-
tycznym. W notacji f = O(g) chodzi bowiem o to by oszacowaé¢ tempo wzrostu
skomplikowanej funkcji f przez mozliwie proste, przemawiajace do wyobrazni wy-
razenie g, a wiec np. potegowe O(n?).

Przypomnijmy na koniec dwa powiazane ze soba fakty, znane z analizy matema-
tycznej, ktore tatwo wyrazi¢ w notacji Bachmanna:

log, n = o(n") dla dowolnych  a>1, v>0

oraz
n? = o(a") dla dowolnych v>0, a>1.

1.4 Zadania do Rozdzialu 1

Zadanie 1

Udowodnié¢ zachodzenie praw de Morgana dla rodzin zbiorow:
n=1

(ﬂ An> = 4.
n=1
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Zadanie 2

a) Wyrazi¢ przekroj, roznice i roznice symetryczng zbiorow A i B przez operacje
sumy i dopelnienia.

b) Wyrazi¢ przekroj zbiorow A i B przez operacje roznicy.

c) Wyrazi¢ przekroj zbioréw A i B przez operacje sumy i roznicy symetrycznej.

Zadanie 3

Pokazac, ze

a) AC B wtedy i tylko wtedy, gdy AU B = B;
b) A= B wtedy i tylko wtedy, gdy A& B = 0;
c) ANB =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A= (AUB) — B;
d) A jest skoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy P(A) = F(A).

Zadanie 4

Niech z,y oznaczaja liczby rzeczywiste, a m,n — liczby naturalne. Zbadaj, ktore
z podanych relacji S sg relacjami rownowazno$ci odp. w R lub N. W przypadku
pozytywnej odpowiedzi, opisz klasy abstrakcji wzgledem S.

a) S={(z.y): 2*=y’}

b) S={(x,y): wy>0}

c) S=A{lzy): lr—yl <1}

d) S={(m,n): mn jest parzyste }

e) S={(m,n): mn jest nieparzyste }

f) S={(m,n): 2m+ 3n dzieli si¢ przez 5} .
Zadanie 5

Relacja miedzy punktami P i () na plaszczyznie okre$lona jest jako P ~ @ jesli
|PO| = |QO|, gdzie |PO| oznacza odlegtos¢ punktu P od ustalonego punktu O
na tej plaszczyznie. Udowodnij, ze jest to relacja rownowaznosci i opisz jej klasy
abstrakcji.

Zadanie 6

W zbiorze X = {0,1,2,...,6} okreslmy relacje: m ~ n jesli 2m + 3n = 1 (mod 7).
Zbudowac graf tej relacji, a nastepnie jej tranzytywne domkniecie. Czy to domkniecie
jest relacja rownowaznosci? Jesli tak, okresli¢ jej klasy abstrakeji.
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Zadanie 7

W zbiorze X = {0,1,2,...,11} okreslmy relacje: m ~ n jesli m? = n? (mod 12).
Sprawdzi¢, ze jest to relacja réwnowaznosci i opisac jej klasy abstrakeji.

Zadanie 8

Obliczy¢ moc zbioru X jesli

a) X jest zbiorem wszystkich funkcji f: A — B, jesli |A| = m oraz |B| = n;
b) X jest zbiorem wszystkich injekcji f : A — B, jesli |[A] =m < n = |B|;
¢) X jest zbiorem wszystkich bijekcji f : A — B, gdy |A| = |B| = n.

Zadanie 9

Liczby algebraiczne sa to liczby rzeczywiste, bedace pierwiastkami pewnego wielo-
mianu o wspotezynnikach catkowitych. Liczba algebraiczna jest np. v/2 poniewaz
jest rozwigzaniem réwnania wielomianowego 22 —2 = 0. Podobnie proporcja zlotego
podziatu 25 jest liczba algebraiczna jako pierwiastek réwnania 22 — z — 1 = 0.

2
W szczegblnosei kazda liczba wymierna 2 jest algebraiczna jako pierwiastek row-

nania nr — m = 0. Przykladem bardziej skomplikowanej liczby algebraicznej jest
V2 + 3v/5 jako pierwiastek t® — 4t — 41 = 0. Udowodnié¢, ze zbior liczb algebraicz-
nych jest przeliczalny.

m i e sa przykladem liczb nie-algebraicznych, zwanych przestepnymi. To one
sprawiaja, ze zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny.
Zadanie 10

Pokaza¢, ze zachodza nastepujace relacje asymptotyczne:

n? + 2ny/n — 5logn = O(n?)

3" =0(n!)

n?2" = 0(3")

n!=0(n")

1+2+---n=0(n?

12422 +...n2 = 0(n?)

log2 +1log3+---+logn = O(nlogn)

h) /nl=0(n).

a

a2 o o

= @

a2

)
)
)
)
)
)
)
)
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Rozdziat 11

Jezyki formalne

Jezyki formalne pojawiaja sie wérod fundamentalnych poje¢ logiki, matematyki i
informatyki, a takze teoretycznej lingwistyki. Historycznie pojecie to uzyte zostalto
po raz pierwszy w pismach niemieckiego matematyka i filozofa Gottloba Frege (1848—
1920) juz w II polowie XIX wieku. Teoria jezykoéw formalnych we wspotczesnym
rozumieniu zostata sformutowana i usystematyzowana pod koniec lat 50-tych XX w.
przez Noama Chomsky’ego, amerykanskiego lingwiste, logika i filozofa. Stworzona
przez niego hierarchia jezykow formalnych bedzie gléwnym przedmiotem naszego
zainteresowania w niniejszym podreczniku.

II.1 Motywacje

W praktyce programistycznej czesto poréwnujemy miedzy soba rézne metody roz-
wigzania tego samego problemu, oceniajac je pod katem czaso- lub pamieciochton-
nosci. Za “lepsze” uwazamy zwykle te algorytmy, ktore dziataja szybciej dla podob-
nych danych lub tez angazuja mniej pamieci operacyjnej komputera. Na przyktad
popularne metody sortowania operujace na tablicach poréwnuja miedzy soba ich
elementy i ewentualnie zamieniaja je miejscami. I tak sortowanie metoda babelko-
wa, wykonuje okolo n?/2 poréwnan oraz pewna, zalezng od poczatkowego utozenia
ciagu, liczbe przestawienn jego elementéw. W najgorszym wypadku liczba przesta-
wien takze wynosi okolo n?/2. Z kolei sortowanie stogowe wykonuje na tych samych
danych okolo nlogn poréwnan i przestawien, a wiec gdy np. n = 105, dziala ono
mniej wiecej 50000 razy szybciej. Gdy przetwarzamy duze zbiory danych, pytanie o
czasochlonno$¢ zastosowanej metody staje sie bardzo istotne.

Stawiamy takze pytanie ogolniejsze, ktore dotyczy samego problemu sortowania,
a nie jedynie jego konkretnych algorytmicznych rozwiazan: jaka jest minimalna licz-
ba poréwnan i zamian elementéw niezbedna do uporzadkowania dowolnego ciagu
o dhugosci n? Staramy sie tu ocenié¢ stopienn trudnosci samego zadania, inherentnie
w nie wpisany, poprzez okreslenie najmniejszego niezbednego naktadu pracy, ktory
musi wykonaé¢ kazda specyficzna metoda jego rozwigzania. Latwo zauwazy¢é, ze sor-
towania n elementow nie mozna zrealizowa¢ w serii krétszej niz n operacji, podobnie
jak nie mozna uporzadkowaé rozdanych podczas gry w brydza kart bez odkrycia kaz-
dej z nich. Liczba n jest wiec dolnym ograniczeniem na liczbe operacji w sortowaniu.
Bardziej wnikliwa analiza pokazuje jednak, ze wszystkie metody porzadkowania ba-

25
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zujace na poroOwnywaniu elementéw wymagaja nie mniej niz n log n operacji. Dzieki
temu oszacowaniu mozemy wnioskowaé o optymalnosci sortowania stogowego.!

Podobnie mozemy sie zastanawia¢ nad ztozono$cia pamieciowa okreslonych za-
dan obliczeniowych. Jesli np. rozwazymy prosty problem wyznaczania $redniej aryt-
metycznej n liczb, tatwo przekonamy sie, ze do jego realizacji nie jest wymagane
przechowanie wszystkich tych liczb w pamieci podczas obliczen. Wystarczy bowiem
czyta¢ z wejscia kolejne liczby i sumowac je w pojedynczej zmiennej S oraz zliczaé
przy pomocy drugiej zmiennej n ile ich byto. Obliczenie wyniku S/n angazuje wiec
jedynie 2 zmienne niezaleznie od dlugosci ciagu danych. Z kolei wyznaczenie me-
diany tego samego ciggu wymaga wczeSniejszego posortowania jego elementow, a
wiec angazuje n komorek pamieci komputera. W tym sensie obliczanie mediany jest
zadaniem bardziej kosztownym.

Wyznaczanie precyzyjnych oszacowan minimalnej liczby operacji lub objetosci
pamieci roboczej niezbednych do rozwigzania okreslonego zadania jest na ogo6t trud-
ne. Znajomo$¢ takich ograniczenn pozwala nam jednak poréwnywac¢ miedzy soba
zadania obliczeniowe pod wzgledem stopnia ich ztozonosci, niezaleznie od tego, ze
specyfika tych zadan moze byé¢ bardzo rozna. Na wspolnej skali “obliczeniowej trud-
nosci” mozemy uszeregowaé w ten sposob zadania o tak roznej naturze, jak np. wspo-
mniane sortowanie, rozwigzanie uktadu rownan, wyznaczanie podzielnikéw zadanej
liczby, czy tez poszukiwanie zamknietej marszruty konika szachowego odwiedzajacej
kazde pole szachownicy n X n dokladnie jeden raz.

Wspomniana przed chwilg klasyfikacja zadan obliczeniowych uzyskuje rygory-
styczng i jednolitg reprezentacje na gruncie teorii automatow i jezykoéw formalnych.
Jezyki rozumiane sa jako zbiory stow, czyli napisow zbudowanych z liter pewnego
alfabetu. Z kazdym jezykiem zwigzany jest unikalny problem obliczeniowy, polega-
jacy na rozstrzygnieciu czy dane stowo jest elementem tego jezyka, czy tez nie. Na
przyktad, jesli jezyk okreslony jest jako zbior ciagéw zawierajacych p jedynek, gdzie
p jest liczba pierwsza,

L = {11, 111, 11111, 1111111, 11111111111, ...},

wowczas problem obliczeniowy reprezentowany przez ten jezyk polega na stwier-
dzeniu czy dtugosé¢ danego stowa 11...1 nie posiada nietrywialnych podzielnikow.
Skojarzony z jezykiem automat (algorytm) czyta ciag wejSciowy i po osiagnieciu
jego konca sygnalizuje odpowiedz “tak” lub “nie”. Rozstrzygniecie czy stowo a € L
pod wzgledem trudno$ci jest wiec réwnowazne problemowi badania czy dana liczba
jest pierwsza.

Jak jednak reprezentowaé zadania polegajace na wyznaczeniu wartosci pewnej
funkcji? Wezmy przyktadowy problem znajdowania najwiekszego wspolnego podziel-
nika dwoch liczb, & = NWP(m, n). Definiujemy jezyk

L= {a™b"c* . k=NWP(m,n)},

gdzie przez a™ oznaczyliémy skrotowo ciagg m liter a. Pytanie czy a™b"c* € L roz-
strzyga sie przez sprawdzenie rownosci k = NWP(m, n). Scisle rzecz biorac zadanie

Tstniejg algorytmy sortowania nie wykonujace bezposrednich poréwnan, ktére realizujg zadanie
w okoto n krokach, jednak nie sa one w pelni uniwersalne, korzystaja bowiem z pewnej dodatkowej
wiedzy o rozktadzie i zakresie zmiennosci porzadkowanych danych.



27

polegajace na sprawdzeniu czy k jest najwiekszym wspolnym podzielnikiem liczb m
i n jest nieco inne niz obliczenie takiego k. Jednak mozna udowodnié, ze obydwa
zadania posiadaja doktadnie taki sam stopien trudnosci, to jest do ich rozwigzania
trzeba zaangazowaé jednakowe zasoby obliczeniowe. W ten sposob jezyk L repre-
zentuje problem wyznaczania NWP.

W kolejnych rozdziatach niniejszego skryptu zajmiemy sie okresleniem i bada-
niem roznych klas jezykow o coraz to wyzszej zltozonosci. Jezyki tej samej klasy
reprezentuja wowcezas zadania obliczeniowe o podobnym stopniu trudnoéci. W ostat-
nim rozdziale bedziemy w stanie wyznaczy¢ takze granice miedzy problemami al-
gorytmicznie rozwigzalnymi, a zadaniami nierozstrzygalnymi, ktoére nie posiadaja
og6lnych algorytmicznych metod rozwigzania.

I1.2 Alfabet i jezyk nad alfabetem
Rozpocznijmy od wprowadzenia kilku podstawowych definicji.

DEFINICJA 2.1 Alfabetem nazywamy dowolny lecz skoniczony zbior. Elementy tego
zbioru okreslamy mianem liter lub symboli. Stowa nad danym alfabetem sq skonczo-
nymi ciggams liter.

Przyktady alfabetow to np. A = {a,b,c} lub B = {0,1}. Przykladami stow sa
w szczegOlnosci o = aabac lub 5 = 101010. Z formalnego punktu widzenia stowa
utozsamia¢ mozna z elementami odpowiednich poteg kartezjanskich alfabetu, np.

aabac € A® oraz 101010 € BS.

Dodatkowo przyjmujemy konwencje, ze A° = {\}, gdzie \ oznacza slowo puste,
sktadajace sie z 0 liter. Wowczas

A g DA"

n=0

jest zbiorem wszystkich sléw nad alfabetem A. Zwrdéémy uwage, ze jesli a € A*,
oznacza to, ze istnieje liczba n taka, ze « € A", a wiec A* nie zawiera nieskonczonych
ciggow liter. Istnieje naturalny sposob uporzadkowania stéow w A* pod warunkiem,
ze ustalimy porzadek liter w alfabecie A. Wowczas porzadek w zbiorze A* odpowia-
da intuicyjnie rozumianemu uporzadkowaniu alfabetycznemu stéow. W matematyce
uporzadkowanie tego typu nazywamy leksykograficznym.

DEFINICJA 2.2 Porzgdkiem leksykograficznym na A* nazywamy relacje o < 3 dla
= a10y...0y, B ="0bby...b, okreslong warunkiem: istnieje 1 < k < m takie, ze
a;,=b; dlai=1,....k—1 oraz albo a;, < by, albo k =m < n.

Konkatenacja jest operacja sklejania stow w zbiorze A*, np. jesli o = abc, § =
bbaa, woéwczas ich konkatenacja a8 = abcbbaa, podobnie jak fa = bbaaabc. Stowo
puste A pelni role elementu neutralnego konkatenacji (przez analogie do mnozenia
liczb zwanego tez “jednoscig”): dla dowolnego stowa o mamy

a\ = o = «.
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Piszemy takze o™ = aa...a (n-krotnie) oraz a® = \. Zauwazmy, ze konkatenacja
jest dzialaniem tacznym w A*: (af8)y = a(B7). Dlatego A* jest wzgledem konkate-
nacji potgrupg z jednodcia, czyli tzw. monoidem.

W dalszej czesci skryptu uzywaé bedziemy czesto nastepujacych oznaczen:

|a| = dlugosé stowa «

oraz
|a|, = liczba liter a w stowie «.

DEFINICJA 2.3 Jezykiem L nad alfabetem A nazywamy dowolny podzbior L C A*.

Zauwazmy, ze o ile A* jest zbiorem przeliczalnym, liczba roznych jezykow (za wiec
elementow zbioru potegowego P(A*)) jest nieprzeliczalna. Przejdzmy do omoéwienia
kilku przyktadow jezykow.

PRZYKEAD 2.1 Przyjmijmy, ze A = {a,b}.

Ly = {ab": n>0} = {a,ab,abb,abbb,...}

Ly = {a"b": n>0} = {\, ab,aabb, aaabbb, ...}

Ly = {a€ A" |a|, = |als} = {\ ab,ba, aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa, . . .}
Ly = {aa: a€ A"} = {\ aa,bb,aaaa, abab, baba, bbbd, . . .}

Ly = {a"b"a": n >0} = {\ aba,aabbaa, ...}

Zalozmy, ze automat, a wiec np. program komputerowy, ma rozstrzygnaé¢ czy dane
stowo o € A* jest elementem jezyka L;, czy tez nie. Charakterystyczne dla automatu
jest to, ze bedzie on analizowat « litera po literze, od lewej do prawej strony, widzac w
danym momencie tylko jedna — kolejna litere. To tak, jak gdyby$my ogladali stowa
a przez kartke papieru z wycietym otworem, odstaniajac w danym momencie tylko
pojedyncza litere, jednoczesnie przystaniajac pozostate. Zupelnie inaczej do tego
zadania podchodzi nasz mozg, ogladajac stowa w calosci i analizujac np. powtorzenia
dostrzeganych w nich wzorcow.

Zwroémy w tym kontekscie uwage na istotne roznice miedzy jezykami np. L; a
Ly lub L. O ile w przypadku jezyka L, gdy ogladamy stowa « litera po literze,
wystarczy zapamieta¢ fakt wystgpienia poczatkowej litery a, a nastepnie sprawdzi¢
czy kolejne odstaniane litery to wytacznie b, o tyle w przypadku L, konieczne jest
zapamietanie ile liter a widzieliémy, by nastepnie sprawdzi¢ czy liczba liter b jest
zgodna. Poniewaz n moze by¢ dowolnie duze, musimy tym samym dysponowa¢ nie-
ograniczong pamiecia na zapamietanie tej liczby. W przypadku jezyka L3 automat z
prostym licznikiem mogtby dodawac¢ do niego 1 przy napotkaniu kolejnej litery a lub
odejmowac 1 gdy kolejng litera jest b. Osiagniecie 0 jako koricowego stanu licznika
byloby réwnoznaczne z zaakceptowaniem stowa « jako elementu Ls.

Zwykly licznik nie wystarczy do badania czy a € L,. Stowa L, skladaja sie za-
wsze z dwoch identycznych czesci, ktore nalezy w jakis sposob poréwnac, jesli jednak
analizujemy je litera po literze, gtbwnym problemem staje sie poprawne zidentyfiko-
wanie punktu podzialu stowa na te 2 czesci. O ile automatom analizujacym jezyki
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1-3 wystarczy jednokrotny skan o od lewej do prawej i jednoczesne operacje na licz-
niku, tym razem konieczne jest wielokrotne przegladanie stowa « lub rownowaznie,
mozliwos¢ cofania sie czytnika liter w lewo.

Nasze obserwacje sugeruja, ze w obecnym przyktadzie mamy do czynienia z jezy-
kami, ktorych analiza wymaga coraz to bardziej ztozonych zasobow. Choé¢ zapewne
w tej chwili nie bedzie to oczywiste, pod wzgledem stopnia skomplikowania jezyk
Ls jest blizszy L4 niz pozornie podobnemu jezykowi Ls.

PRZYKELAD 2.2 Jezyk moze by¢ zbiorem skoriczonym, np. L = {aa, bb, abb, baa}.
Nalezy odroznia¢ jezyk jednoelementowy L = {A} od jezyka pustego L = O.

PRZYKELAD 2.3 Oto kilka innych przyktadowych jezykow.

L1 = {a: n>0} = {\ a,aqaq, acaaaacaa, . ..}

Ly = {a": n>0} = {a,aa,aqaqaaa,...}

Ly = {d”: pjest liczba pierwsza} = {aa,aaa,acqaa, ...}

Ly = {a"W¢: z,y,2€ N i 2°+¢y* =22} = {a®b*c®,a’b" %3, a0, .. )
Ly = {a"Vca": z,y,z,n€Z, n>3 i a"+y"=2"}

Przyktady te ilustruja, ze w postaci jezyka zakodowaé¢ mozna rozmaite procedury
obliczeniowe o dowolnym stopniu skomplikowania. To czy jezyk Ls jest pusty czy
tez nie, zalezy od prawdziwosci Wielkiego Twierdzenia Fermata, fascynujacej zagad-
ki matematycznej, ktora czekata na rozwiazanie ponad 350 lat: od roku 1637, gdy
zostala sformulowana przez francuskiego matematyka-samouka Pierre’a de Fermat
(byl on z wyksztalcenia prawnikiem), do roku 1994, gdy angielski matematyk An-
drew Wiles podal jej ostateczne rozwigzanie. Tak wiec od okoto 20 lat wiemy, ze
Ls = 0.

I1.3 Operacje na jezykach

Jako zbiory, jezyki podlegaja operacjom mnogosciowym: sumom, przekrojom, do-

petnieniom, r6znicom i roznicom symetrycznym. Powstaja w ten sposob nowe jezyki.
Zdefiniowana w poprzednim rozdziale operacje konkatenacji stéw mozna takze

okresli¢ na ich zbiorach:

XY ={{af: acX i peY}

oraz X" = XX ... X ={ay...a,: o € X}. Symbol X* oznacza tym razem tzw.
domkniecie konkatenacyjne zbioru X,

X* = D X",
n=0

a wiec zbior napisoéw, ktore mozna utworzy¢ sklejajac ze soba skoriczenie wiele stow
(oraz ich kopii) z X. Idac tym tropem mozemy okresli¢ operacje konkatenacji je-
zykow, L. = L;L, i domkniecie konkatenacyjne jezyka L*. Wroémy na chwile do
jezykow z Przyktadu 2.1. Mamy np.

LiLy = {ab™a™b" : m,n > 0}.
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Czytelnik zechce sie przekonaé, ze o ile Ly # LyL4, podobnie jak Ly # A*A* = A*,
to np. Lg = L3L3.

Operacje “dzielenia” stow sa w pewnym sensie odwrotne do konkatenacji. Tym
razem chodzi o usuniecie pewnego podstowa z o € A*, przewaznie jego koncowego
lub poczatkowego fragmentu. Prawostronnym ilorazem jezyka L, przez Ly nazywa-
my zbior stow

Li/Ly = {a€ A" : af € L; dlapewnego (€ Ly}.
Np. jesli ponownie wziaé¢ Ly i Lo z Przyktadu 2.1 otrzymamy
Ly/Ly = {\} oraz  Ly/L; = {a": n>0}.
Jesli zas L = {b" : n > 0}, wowczas
Ly/L = {a"b™: n>m > 0}.
Podobnie definiujemy iloraz lewostronny jezyka L, przez Lo
Lo\Ly = {f€ A" : af € L; dlapewnego «€ Ly}.

Proponujemy czytelnikowi samodzielne wyznaczenie ilorazow Li\Ls i Lo\L; dla
Ly, Ly 7z Przyktadu 2.1.

Jesli w roli dzielnika L, w powyzszych definicjach uzyjemy jezyka pelnego A*,
otrzymamy operacje Head oraz Tail, a wiec “glowe” i “ogon” dla danego jezyka L.
Sa to oczywiscie zbiory dopuszczalnych poczatkow i odp. zakoriczen stow w L:

Head(L) = {a« € A*: af € L dla pewnego € A"}

oraz

Tail(L) = {f€ A*: af € L dlapewnego o€ A*}.

Jesli za$ dzielnik L jest jezykiem jednoelementowym, Ly = {3}, otrzymujemy tzw.
prawo- i lewostronne pochodne L w punkcie f3,

dL

Cw—Jr:{aEA*:&ﬁEL} oraz

d
— ={a€A": fa€e L}. 2.1
=1 facL}. (21)

W teorii jezykow formalnych rozwaza sie ponadto wiele innych, specyficznych
typow operacji nad slowami, ktore rozcigga sie nastepnie na g’gzyki. Wymienimy
tylko trzy najwazniejsze. Jedna z nich jest tzw. lustrzane odbicie L . Dla stow odbicie
definiuje sie nastepujaco:

i

&a = adow dla a€ A, ae€A".

Polega wiec ono na odwrdceniu porzadku liter w stowie, na ktorym dziata. Wowcezas
dla jezyka L mamy:

< —

L ={a:a€cl}.
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Druga wazna operacja, ktora opiszemy obecnie jest tzw. homomorficzny obraz je-
zyka. Jesli A oraz B sa alfabetami, wowczas funkcja h : A — B* definiuje homomor-
fizm konkatenacyjny h* miedzy zbiorami A* i B*. Jesli bowiem a = aqas ...a; € A*,

wOWCZzas

h(a) L ha)h(as). .. hiay)

jest stowem nad B. Operacje takie znamy z codziennej praktyki: A moze by¢ zbiorem
znakow drukarskich, a B = {0, 1}. Przykladem funkcji h jest wowczas kod ASCII,
przyporzadkowujacy poszczegdlnym znakom 8-bitowe kody. Dziatanie homomorfi-
zmu polega wowczas na zamianie tekstu na odpowiednia reprezentacje binarng. Jesli
wiec L jest jezykiem nad alfabetem A oraz h : A — B*, homomorfizm h* okresla
obraz L w zbiorze B*, a wiec jezyk nad B,

W(L) = {h*(a): acL} C B*.

Na ogot opuszczamy gwiazdke przy symbolu homomorfizmu, piszac po prostu h(L),
poniewaz nie prowadzi to do niejasnosci.

W literaturze spotka¢ mozna takze tzw. operacje podstawienia, ktora jest nieco
ogoblniejsza niz homomorfizm. Niech L bedzie jezykiem nad alfabetem A. Ponadto
niech dla kazdego a € A okreslony bedzie pewien jezyk L, nad alfabetem B, (w
ogolnosci zaréwno alfabety B, jak i jezyki L, moga by¢ zupelnie rézne). Tak wiec
mamy tu pewna funkcje y : A — £ o warto$ciach w klasie £ zawierajacej wszystkie
jezyki L,. Przez analogie z homomorfizmem napiszemy

X (L) = Ux*(a) = U{Blﬁg...ﬁk: Bi € Lq,, gdzie ajas...a, =a}. (2.2)

a€cl ael

X*(L) jest wiec suma rozmaitych konkatenacji jezykow L, tworzonych wg. wzorcow
a € L. Jak poprzednio, dla wygody opuszczamy czesto gwiazdke, piszac po prostu
x(L).

Zauwazmy, ze operacja podstawienia uogoélnia wiele innych prostszych dzialan
na jezykach. Gdy np. kazdy z jezykoéw L, jest jednoelementowy, L, = {f,}, nad
wspoOlnym alfabetem B, podstawienie staje sie zwyklym homomorfizmem. Gdy z
kolei L = {ab} oraz x(a) = Ly i x(b) = Ls, podstawienie realizuje konkatenacje
Ly Ly, natomiast gdy L = {a, b}, podstawienie staje sie suma L; U Ly. W koricu dla
L = {a}* obraz x(L) jest rowny Lj.

II.4 Metody definiowania jezykéw

Wyrazenia regularne

Uzytkownicy systemu Unix korzystaja czesto z tzw. wyrazen regularnych do sys-
tematycznego przeszukiwania duzych plikow tekstowych w celu znalezienia wierszy
zawierajacych okreslone stowa. Np. polecenie

grep ’"“From: .*umk\.pl’ mybox

znajduje wszystkie wiersze pliku mybox rozpoczynajace sie stowem ’From: ’, po
ktorym nastepuje dowolny ciagg znakéw zakoriczony literami ’umk.pl’. Wyrazenia
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regularne sg rowniez bardzo przydatne podczas edycji plikow tekstowych, gdy np.
zalezy nam za szybkiej, systematycznej zamianie pewnej grupy napisOw innymi na-
pisami w obrebie calego tekstu. Wyrazenia te petnia role wzorcow dopasowywanych
do rzeczywistych ciggéw znakéw w przetwarzanym tekscie. Uzywane sa takze sys-
temach programowania np. w C++ lub w Javie, podobnie jak wyzej do okreslania
wzorcow tancuchow znakowych.

Istnieje wiele standardoéw okreslajacych skladnie wyrazen regularnych. Jedng z
bardziej rozpowszechnionych postaci jest ta opisana w standardzie POSIX.? I tak
np. wyrazenie

[ABClxxx [0-9]+\. [~efg]
okresla klase napisow, ktore

— rozpoczynaja sie litera >A’, B’ lub C
— kolejne 3 litery to ’xxx’
— dalej nastepuje niepusty ciag cyfr dowolnej dtugosci zakoniczony kropka

— po kropce nie wystepuje zadna z liter ’e?, £’ ani ’g’.

Nie bedziemy w tym miejscu dtuzej skupiaé¢ sie na skladni wyrazen regularnych
tego lub innego standardu, wystarczy jesli zauwazymy, ze wyrazenia takie moga
by¢ wygodna forma okreslania jezykow. Je$li bowiem w jest takim wyrazeniem,
napiszemy

L(w) = {a € A" : « pasuje do wzorca w}.

W istocie okreslimy niebawem wyrazenia regularne jako jednag z alternatywnych
metod definicji pewnej klasy jezykow formalnych.

Gramatyki

Gramatyki stanowiag poreczng forme definiowania poprawnych strukturalnie elemen-
tow danego jezyka. Cho¢ pierwotnie jest to pojecie z zakresu lingwistyki zajmujacej
sie badaniem i opisem struktury jezykow naturalnych, jednak okazalo sie ono nie-
zwykle przydatne w informatyce do definiowania sktadni jezykéw programowania.
Strukturalny opis gramatyczny jezyka programowania jest bardzo pomocny przy
projektowaniu efektywnych algorytmoéw kompilacji, wykrywajacych w szerokim za-
kresie ewentualne bledy sktadniowe popelniane przez programistow.

Gramatyka zawsze sklada sie ze skoriczonego zbioru regut, ktére — stosowa-
ne iteracyjnie — generuja klase poprawnych formut danego jezyka. W opisie jezy-
kow programowania stosowana jest czesto gramatyczna notacja BNF (Backus-Naur
form), ktorej przyktad podajemy nizej.

PRZYKLAD 2.4 Przytoczymy fragment opisu BNF skladni wyrazen arytmetycz-
nych. Sktadnia ta obowiazuje w wiekszosci jezykow programowania. W notacji Bac-
kusa-Naura uzywane s nastepujace symbole pomocnicze: nawiasy metajezykowe
“(...)7, symbol definicji “::=" oraz symbol alternatywy “ | 7. Wszystkie inne znaki
oznaczajg same siebie.

2Portable Operating System Interface for Unix
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(wyrazenie) = (wyrazeniel) | (add)(wyrazeniel )
(wyrazeniel ) == (sktadnik) | (sktadnik)(add)(wyrazeniel)
(sktadnik) == (czynnik) | (czynnik )(mul)(sktadnik)
(czynnik) == (stala) | (zmienna) | ({ wyrazenie))

(add) == + |-
(mul) == x|/

Lewa strona wraz z kazda z alternatywnych postaci po prawej stronie stanowi tu
osobna regulte gramatyczng zwana tez produkcjg. Symbol “ | ” pozwala na bardziej
zwiezle zapisanie kilku produkeji na raz w jednym wierszu. Wyprowadzenie kon-
kretnego wyrazenia arytmetycznego z regut skladniowych polega na stopniowym
zastepowaniu obiektéw metajezykowych innymi, zgodnie z zasada, ze lewa strona
produkcji zamieniana jest przez forme po jej prawej stronie. I tak np.

(wyrazeniel ) — (sktadnik ) — ( czynnik ) (mul)(sktadnik )
(zmienna )({mul)(sktadnik ) — a * (skladnik)

ax (czynnik) — a * ((wyrazenie) ) — a * ((wyrazeniel ) )
a * ( (skladnik)(add)(wyrazeniel ) )

a x E (czynnik )(add ) (skladnik) )

a * E (zmienna)(add )(skladnik) ) — a = (b+ (skladnik) )

( wyrazenie )

R A

a x (b+ (czynnik) ) —a = (b+ (stala) ) = a = (b + 1)

Dla kompletnosci opisu nalezaloby podac jeszcze precyzyjne okreslenia klas me-
tajezykowych (stala) i (zmienna). Pominiemy to jednak w tym miejscu z uwagi na
oczywistosé tych definicji.

W przypadku gramatyk jezykow formalnych stosujemy bardziej zwiezta notacje,
rozrozniajac zawczasu, ktore symbole petnig role liter terminalnych, tj. elementow
alfabetu definiowanego jezyka, a ktore petniag role pomocniczg. Te ostatnie nazy-
wamy symbolami nieterminalnyms lub krotko nieterminalami: gramatyki. Zwykle
przyjmuje sie konwencje, ze terminale oznaczanie malymi literami, a nieterminale
duzymi. Strzatka “—” separuje lewe i prawe strony produkcji, a symbol “ | 7 jak
poprzednio pozwala zwiezle opisywaé alternatywne postaci prawych stron produkcji
dla tej samej lewej strony. Koricowe (terminalne) stowa jezyka generowanego przez
gramatyke nie moga zawiera¢ juz zadnych symboli nieterminalnych. Kolejne etapy
wyprowadzenia separujemy znakiem “=-" dla odréznienia od zwyklej strzatki uzy-
wanej w produkcjach.

PrRZYKEAD 2.5 Gramatyka z produkcjami
S — AlaSh

generuje jezyk Lo = {a"b" : n > 0} z Przyktadu 2.1. Istotnie, iterowane uzycie
drugiej produkcji wyprowadza

S = aSb = aaSbb = ... = a"SO",

natomiast produkcja pusta S — A\ usuwa ostatecznie symbol nieterminalny S.
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Z kolei jezyk L3 z tegoz przykladu opisuje gramatyka G
S — A|aSb|bSa|SS.

Rzeczywiscie, kazde stowo terminalne generowane przez reguly tej gramatyki zawiera
rowne liczby liter a i b, bo prawe strony wszystkich produkcji maja te wtasnosé.
Pozostaje jedynie przekonac sie, ze kazde stowo o € {a, b}* o jednakowej liczbie liter
a i b moze by¢ wyprowadzone w tej gramatyce. Uzyjmy indukcji wzgledem dtugodci
stowa |ao| = 2n. Gdy n = 1 a = ab lub a = ba, a kazde z nich posiada wyprowadzenie
w (. Zalozmy wiec, ze wszystkie stowa dhugosci nie wiekszej niz 2n o réwnej liczbie
a i b daja sie wygenerowaé¢ w G i rozwazmy takie «, dla ktorego |a| = 2n + 2. Jesli
jego pierwsza litera jest a a ostatnia b (lub odwrotnie), wowcezas a = afb, || = 2n,
|Bla = |Blb, & wiec zgodnie z zalozeniem indukcyjnym S moze by¢ wyprowadzone z
symbolu S w G. Mamy wiec

S = aSb = ... = afb = «.

Jesli za$ pierwsza i ostatniag litera w « jest a (dla b argument jest analogiczny),
oznaczmy kolejne litery a = x125 ... Toy_1T9,. WOWczas w podstowie x5 ... 29, 1
o 1 przewaza litera b. Okre$lmy funkcje

A(k) = liczba liter a — liczba liter b w podstowie xyzy . ..z . (2.3)

Mamy wiec A(1) = 1 oraz A(2n — 1) = —1. Zatem istnieje co najmniej jeden taki
indeks 1 < k& < 2n — 1, dla ktorego A(k) = 0. Jesli podzielimy stowo o w tym
punkcie oznaczajac oy = Xy ...Tp OrazZ Qg = Tjyq...Tonio, Kazde z tych podstow
zawiera po rowno liter a i b i kazde z nich jest nie dhuzsze niz 2n. A wiec mozna
obydwa te stowa wyprowadzi¢ z symbolu nieterminalnego S. Ostatecznie

S =585=..= aa = «a.

PRZYKELAD 2.6 Gramatyka generujaca jezyk Ls = {a™b"a" : n > 0} jest bardziej
skomplikowana:

S

P
Ab
AX
Aa

A PX
aAb | aPAb
bA

a

VAN

d

aa

Zwroémy uwage, ze o ile we wezesniejszych przyktadach lewe strony produkcji sta-
nowit pojedynczy symbol nieterminalny, obecnie moga to by¢ grupy liter. Polecamy
czytelnikowi wyprowadzenie stow aba, aabbaa, oraz aaabbbaaa jako samodzielne ¢wi-
czenie.

Podamy na koniec formalne definicje gramatyki i generowanego przez nia jezyka
w ujeciu Chomsky’ego.
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DEFINICJA 2.4 Gramatykq w ogdlnej, nieograniczonej postaci nazywamy czworke
obiektow

G = (A V,S10),
gdzie:
A jest alfabetem definiowanego przez G jezyka zwanym tez alfabetem terminal-
nym,
V' jest alfabetem symboli pomocniczych, zwanych tez symbolami nieterminalnymi,
przy czym ANV = @,
S jest wyroznionym nieterminalnym symbolem startowym

IT jest skonczonym zbiorem requl, zwanych produkcjami gramatyki, postaci
v —n, gdde v,n€(AUV)",
przy czym vy zawiera obowigzkowo co najmniej jeden symbol nieterminalny.

Operacyjny sens pojecia gramatyki zilustrowaliSmy juz w Przykladach 2.4-2.6.
Bardziej precyzyjnie, gramatyka G indukuje tzw. relacje wyprowadzenia na zbiorze
napisow (AU V)*:

a=¢gf  jesh o=y, B=amay i y—nell (2.4)

Innymi stowy, a =¢ 0, jesli § powstaje z « przez zastapienie w niej pewnego frag-
mentu identycznego z lewg strong jednej z produkcji przez prawa strone tej produk-
cji. Zauwazmy, ze w definicji produkcji wymagamy, aby jej lewa strona zawierata
co najmniej jeden symbol nieterminalny. Chodzi o to, by tancuchy wyprowadzen
konczylty sie nieodwotalnie, bez mozliwosci kontynuacji na napisach terminalnych
B e A"

By zwiezle zapisywaé ciggi wyprowadzen indukowane przez gramatyki, bez ko-
nieczno$ci pedantycznego wypisywania wszystkich bezposrednich krokéow, wprowa-
dzimy tranzytywne domkniecie relacji “=¢" o =¢ B jesli o =¢ [ lub istnieja
napisy aq,...qg, dla ktorych

o =g 0] =g :>Gozk:>(;ﬁ.
Z kolei, przy pomocy relacji =, zdefiniujemy jezyk opisywany przez gramatyke.

DEFINICJA 2.5 Jezykiem generowanym przez gramatyke G = (A, V, S, 1) nazywa-
my zbior

L(G) = {a€e A": S=Fa}.

Stowa posrednie «; w wyprowadzeniach zaczynajacych sie od S, zawierajace wcigz
symbole nieterminalne, nazywamy formami zdaniowym: gramatyki G.

Automaty

Automaty stanowia uproszczone, abstrakcyjne modele cyfrowych komputeréw. Re-
dukuja ich operacje do minimalnego zbioru elementarnych “krokéw” i definiuja jedno-
czes$nie klase problem6w obliczeniowych, ktére mozna rozwiazaé bazujac wytacznie
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EEEIP2E] N N N

Rys. 2.1: Schemat automatu.

na tych elementarnych mikrooperacjach. W kontekécie teorii jezykow formalnych
automaty stanowiag reprezentacje jezykow L C A*: analizuja poddawane im stowa
a € A* i w skoriczonej liczbie krokow rozstrzygaja czy o € L, czy tez a ¢ L.

Ogolny schemat automatu przedstawiono na Rys. 2.1. Dane wejsciowe (analizo-
wane stowo o € A) umieszczane sa na gornej tasmie. Dolna tasma, jesli wystepuje,
shuzy jako pamiec¢ robocza i posiada swoj wtasny alfabet. Jednostka sterujaca wypo-
sazona jest w glowice pozwalajace skanowac¢ pojedyncze znaki na obu tasémach. W
kazdej chwili automat znajduje sie w jednym ze swoich stané6w wewnetrznych. Zbior
tych stanoéw, podobnie jak alfabety, jest skoriczony. Dzialanie automatu opisane jest
przez skoniczony zbiér ruchéow: zaleznie od aktualnego stanu i skanowanych na obu
tasmach liter, automat wybiera nowy stan, przesuwa gorng gltowice o 1 pozycje w
prawo, opcjonalnie zapisuje na dolnej tasmie nowy symbol w miejscu skanowane;j
poprzednio litery, przesuwajac przy tym dolna glowice o jedna pozycje w lewo lub
w prawo. Dzialanie rozpoczyna sie zawsze w wyrdéznionym stanie startowym Sy z
gbornag glowica ustawiong na 1 literze wejsciowej. Jesli po przeskanowaniu ostatniej
litery z gornej tasmy automat znajdzie sie w jednym z tzw. stanoéw finalnych, stowo
« zostaje zaakceptowane jako element danego jezyka, a kazdym innym wypadku —
odrzucone. Koncowa zawarto$é¢ tasémy roboczej jest na ogol nieistotna.

Jedli alfabety wejsciowy i roboczy oznaczymy odpowiednio przez A i B, a zbior
stan6éw automatu przez X, wowczas ruchy automatu opisa¢ mozna jako funkcje przej-
scia

T:XxXAXB—YXxBx{L R}.
Np. 7(S,a,z) = (5,y, R) oznacza, ze po przeczytaniu litery a z gornej tasmy w
stanie S, gdy na tasmie roboczej skanowany jest element x, automat przechodzi do
stanu S’, zapisuje y w miejsce x oraz przesuwa dolng glowice o 1 pozycje w prawo.
Ruch gornej glowicy czytajacej dane jest przy tym automatyczny.

Na og6t 7 jest odwzorowaniem czeSciowym, to znaczy, ze nie musi by¢ ono okre-
slone dla wszystkich konfiguracji (stan, litera, litera). W przypadku przejscia do ta-
kiej konfiguracji automat zatrzyma sie nie mogac wykonaé¢ kolejnego ruchu. Jest to
rownowazne z odrzuceniem stowa wejsciowego a, bo gérna glowica z pewnoscia nie
osiggnela jeszcze jego konca. Podkreslmy jeszcze raz, ze przeskanowanie ostatniej
litery jest warunkiem koniecznym zaakceptowania danego stowa.

Jesli zamiast funkcji 7 automat opisany jest przez relacje przejscia, méwimy ze
jego dziatanie jest niedeterministyczne. Wowczas “wartos¢” (S, a, x) nie jest okre-



37

slona jednoznacznie — jest to zbior mozliwych ruchéw automatu i rozumie sie, ze
wybor kolejnej konfiguracji jest niedeterministyczny. Mowimy w tej sytuacji, ze sto-
wo « jest akceptowane przez niedeterministyczny automat, jesli istnieje sekwencja
jego ruchow prowadzaca do konfiguracji konicowej w jednym ze stanéw finalnych, z
glowica gorng na koricu tasmy wejsSciowej.

Podkreslmy jedna bardzo istotna ceche dziatania automatu: w danej chwili ma on
dostep tylko do pojedynczej litery na kazdej z uzywanych tasm i aktualnego swojego
stanu. Relacja przejscia 7(5, a, x) jest tak wlasnie okreslona. Mamy tendencje zapo-
minaé¢ o tym, gdy “ludzkim okiem” patrzymy na stlowa danego jezyka, np. aaabbb.
Nasz mozg jest w stanie ogarniaé¢ i analizowaé¢ jednoczesnie cate stowa lub przynaj-
mniej duze ich fragmenty, rozpoznajac z tatwoscia rzadzacy nimi wzorzec. Bardziej
adekwatna bylaby wiec wizualizacja dziatania automatu, w ktorej jego tasmy wy-
posazone sg w przystony ukazujace tylko pojedyncze litery:

<]

Woéwcezas mozna lepiej wyobrazi¢ sobie na czym polega trudnosé w rozpoznaniu stow
jezyka a"b"™ w stosunku np. do wzorca a"b™, gdzie n i m sa niezalezne. O ile w tym
drugim wypadku wystarczy przetaczy¢ odpowiednio stan automatu po napotkaniu
pierwszej litery b, by odrzuci¢ te stowa, w ktorych po b pojawiaja sie jeszcze litery
a (tasma robocza jest do tego niepotrzebna), o tyle w pierwszym trzeba przecho-
wadé informacje o liczbie napotkanych liter a, by zweryfikowaé jej zgodnos$é z liczba
liter b. Poniewaz jednak liczba stanéw automatu jest skoriczona i okreslona z gory,
zatem przy pomocy samych stanéw nie mozna zapamieta¢ dowolnie duzego n, trze-
ba postuzy¢ sie tasma robocza jako pamiecig. Zachecamy czytelnika do wykonania
prostych eksperymentow z ogladaniem napisu litera po literze przez otwor wycie-
ty w zastaniajacej go kartce papieru. Zmusimy wowczas nasz mozg do trybu pracy
wtasciwego automatom.

Istnieje takze wygodna reprezentacja automatéw przy pomocy grafow. Grafem
G(M) automatu M nazywamy graf skierowany, ktorego wierzcholki identyfikujemy
ze stanami automatu, natomiast krawedzie odpowiadaja jego ruchom, przy czym
etykiety przypisane krawedziom jednoznacznie identyfikuja te ruchy. Np. przejéciu
(S, a,x) = (5, y, R) odpowiada etykietowana krawedz

ax:yR

= ©

Kazda etykieta krawedzi (a,x : y, R) sklada sie 7z czesci wejsciowej (a,x) i wyj-
Sciowej (y, R). W przypadku automatu niedeterministycznego w grafie pojawia sie
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wielokrotne krawedzie wychodzace z jednego wierzchotka o identycznych etykietach
wejsciowych. Kazda z nich reprezentuje alternatywny ruch automatu w danej kon-
figuracji.

I1.5 Klasyfikacja jezykéw formalnych

Zarowno automaty jak i gramatyki stanowia dogodny punkt wyjscia do zdefiniowania
pewnych specyficznych klas jezykoéw formalnych. Naktadajgc ograniczenia na postaé
produkcji gramatyk lub na sposéb dziatania automatéow zawezamy klasy jezykow,
ktore moga by¢ przez nie generowane badz akceptowane. W przypadku automatow
ograniczenia dotycza sposobu uzycia pamieci roboczej.

Najprostsza forma automatow sa tzw. automaty skoriczone pozbawione w ogole
pamieci roboczej. Jedyna forma pamieci s w ich przypadku stany, ktore, w ograni-
czonym zakresie, mogg przechowywacé informacje o weze$niej przeczytanych literach
napisu wejéciowego. Ograniczenie to wynika z faktu, ze liczba standéw automatu jest
skoniczona i dana raz na zawsze. Jesli wiec napis wejéciowy jest dostatecznie dtu-
gi, automat nie moze przechowa¢ informacji o wszystkich jego literach. Przyktadem
jezyka, ktory moze by¢ poprawnie rozpoznany przez automat skoriczony jest jezyk
Ly 7z Przyktadu 2.1, natomiast jezyk Lo wykracza poza te klase. Jak wspomnieliSmy
wczesniej, automat rozpoznajacy ten jezyk musi przechowaé¢ w pamieci informacje
o liczbie przeczytanych liter a, by nastepnie sprawdzié¢ jej zgodno$¢ z liczba liter
b. Wystarczy wiec wybra¢ stowo a™b™ o n wiekszym niz liczba stanéw skoriczone-
go automatu, by wyczerpaé jego zasoby pamieciowe. Innymi stowy dla dostatecznie
duzych n automat tej klasy nie bedzie w stanie rozpoznaé¢ r6znicy miedzy stowami
np. a"b" oraz a"b" 1.

Automaty ze stosem sa kolejng kategorig maszyn, ktérych mozliwosci rozpozna-
wania jezykow sa wieksze niz w przypadku automatow skonczonych. Posiadaja one
potencjalnie nieskonczong pamieé¢ robocza, ktora jednak dostepna jest wylacznie
jako stos: zapis i odczyt odbywaja sie na szczycie stosu. Dostep do informacji zapi-
sanej wczesniej, a wiec glebiej w stosie, wymaga bezpowrotnego usuniecia ze stosu
danych zapisanych pozniej. Okazuje sie, ze o ile taki automat jest w stanie popraw-
nie rozpozna¢ wszystkie stowa jezyka Lo, nie wykona podobnego zadania dla jezyka
Ls = {a"b"a™ : n > 0}. Chodzi o to, ze podczas skanowania liter b zawartos¢
stosu przechowujaca informacje o liczbie poczatkowych liter a zostanie odczytana i
zabraknie jej dla poréwnania liczby koricowych a.

Jeszcze bardziej ogdlna postacia automatéow sa tzw. maszyny liniowo ograni-
czone. W tym przypadku pamieé¢ robocza moze by¢ zapisywana i odczytywana w
dowolnej kolejnosci, jednak jej dostepny obszar ograniczony jest przez dtugosé na-
pisu wejsciowego. Zaréwno wspomniany przed chwilg jezyk Ls, jak i wszelkie jezyki
podobne do L;—L3 7 Przyktadu 2.3 moga by¢ rozpoznawane przez automaty liniowo
ograniczone.

Automaty bez ograniczen co do sposobu wykorzystania tasmy roboczej stanowia
klase tzw. maszyn Turinga. W dalszych rozdzialach opiszemy je szczegolowo przy
pomocy nieco prostszego, lecz catkowicie rownowaznego modelu. Maszyny Turinga,
zgodnie z tzw. hipotezq Churcha, sa najbardziej og6lnymi modelami “efektywnie wy-
konalnych proceséw obliczeniowych” czyli algorytmoéw lub réwnowaznie — “funkcji
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obliczalnych”. Klase jezykow formalnych odpowiadajaca maszynom Turinga stano-
wia tzw. jezyki rekurencyjnie przeliczalne, o ktoérych mozna powiedzie¢ jedynie to, ze
dla kazdego z nich istnieje algorytm (a wiec maszyna Turinga) generujacy sekwen-
cyjnie wszystkie jego stowa. Jest to mozliwie najstabsza, lecz wciaz konstruktywna
charakteryzacja jezyka jako zbioru okreslonych ciggoéw liter: wzorce pozwalajace ge-
nerowa¢ wszystkie te ciggi mozna zapisaé za pomoca skonczonego zbioru regul gra-
matycznych lub krokéw maszyny Turinga. Dzieki iteracji tych regut otrzymujemy
kolejne stowa jezyka.

Jak wspomnieliSmy poprzednio, rodzina wszystkich jezykoéw nad danym alfabe-
tem jest zbiorem potegowym P(A*), a zatem — wobec przeliczalnosci A* — nie-
przeliczalnym. Przekonamy sie pdzniej, ze rodzina wszystkich maszyn Turinga jest
zbiorem przeliczalnym. Stad wniosek, ze znakomita wiekszos¢ jezykow L C A* nie
posiada w ogole generujacych je algorytmow, a wiec z pozoru proste pytanie czy
dane stowo a € L na og6t nie moze by¢ rozstrzygniete algorytmicznie.

Opisalismy tu szkicowo 4 klasy jezykéw formalnych, odpowiadajgce hierarchii
automatow: od najprostszych automatéw skonczonych do najbardziej ogélnych ma-
szyn Turinga. Klasy te zostaly scharakteryzowane przez Noama Chomsky’ego przez
wprowadzenie klasyfikacji generujacych je gramatyk. W literaturze klasy jezykow
formalnych Chomsky’ego oznaczane sa symbolami £;, ¢ = 3,2,1,0 i nazywane od-
powiednio jezykami regularnymi, bezkontekstowymsi, kontekstowymi i rekursywnie
przeliczalnymi. Nazwy te pochodza od typow generujacych je gramatyk. Podstawo-
wym rezultatem teorii jezykow formalnych jest hierarchizacja

Ly & Lo G L1 § Ly

W dalszej czesci skryptu zajmiemy sie rownowazna charakteryzacja poszczegol-
nych klas jezykow formalnych i szczegolowym omoéwieniem ich wlasnosci.

I1.6 Zadania do Rozdzialu II

Zadanie 1

Dla jezykoéw L; zdefiniowanych w Przyktadzie 2.1, wyznaczy¢:

a) L§i LS

b) Ly, Ly i Lj

c) L3N Ly

d) L3/Ly, L1\ Ly, Lo\Ly i L3\ Ls

e) pochodne lewo- i prawostronne % dlai=1,...,5, przyjmujac o = a¥, a*t',

b, bral, k1> 0
f) Head(L;) oraz Tail(L;) dlai=1...,5

g) h(L;) dla i = 1,2,5, gdzie h jest homomorfizmem takim, ze h(a) = 010,
h(b) = 101.



40 ROZDZIAL II. JEZYKI FORMALNE

Zadanie 2
Wykazaé¢ prawdziwosé lub falszywos$é nastepujacych tozsamosci dla jezykow:

a) (L1 U Ly)* = L* U L

b) (L N Ly)* = Li N L

¢) (LiL ) — 1L

d) (L) =

e) (LuUL f Uf

f) LlﬂLg)ZEﬂ 2

g) LiL, = LI,

b I = (T)

i) (L) = (L)

D= (1)

k) h(Ly U Ly) = h(L1) Uh(Ly), gdzie h jest homomorfizmem
1) h(Ly N Ly) = h(Ly) N h(Ls)
m) h(LiLy) = h(L1)h(Lz)

n) h(L7) = (h(L))"

0) h(L%) = (h(L))"

p) h(T) = (h(L)).

Zadanie 3

Zaktadajac, ze jezyki Ly i Lo sa generowane odpowiednio przez gramatyki G; =
(A, Vi, S;,1L;), 1 = 1,2, gdzie dla uproszczenia przyjmujemy, ze V) NV, = O, podaé
przepis na utworzenie gramatyki GG generujacej jezyk

a) L=1L,ULy

b) L = LiLs

c) L=1Lj

d) L=1,

e) L =~h(L,) dla zadanego homomorfizmu h

Zadanie 4

Znalez¢ gramatyki dla nastepujacych jezykow nad alfabetem A = {a, b}:
a) L={a"b": m,n>1}

) L={a"t""*: n>0}

) L={a™"™""a": m,n >0}

) L=Aw: |wa>|wl}

) L=Aw: |wla = 2[wls}

& o T

e



Rozdziat 111
Jezyki regularne

Rozdzial niniejszy po$wiecony jest charakteryzacji jezykoéw regularnych, struktural-
nie najprostszych klas napisow. Z algorytmicznego punktu widzenia jezyki regularne
sa rowniez najprostsze — dla dowolnego stowa o € A* rozstrzygniecie czy « jest czy
tez nie jest elementem jezyka regularnego L wymaga wykonania nie wiecej niz |«
operacji. Innymi stowy koszt obliczeniowy jest w tym przypadku minimalny, to jest
doktadnie taki, jak koszt wczytania stowa « litera po literze. Ztozonosé¢ rozpozna-
wania stow « jezyka L jest wiec klasy O(n), gdzie n = |a|.

Wymagania pamieciowe w rozpoznawaniu jezykow regularnych sa réwniez mini-
malne: liczba wykorzystywanych “komorek” lub — w terminologii automatowej —
“stanow” pamieci jest skoniczona, ustalona dla danego jezyka i niezalezna od dtugo-
Sci analizowanego stowa. Mowimy, ze ztozono$¢ pamieciowa rozpoznawania jezykow
regularnych jest klasy O(1).

Jezyki regularne mozna opisac¢ trzema rownowaznymi metodami: przez automaty
skoniczone, przy pomocy wyrazen regularnych oraz przy uzyciu formalnych gramatyk
specjalnego, prostego typu.

III.1 Automaty skorniczone

Pierwszy sposob charakteryzacji jezykow regularnych polega na ich opisie przez skon-
czone automaty. Automaty te nie posiadaja tasmy roboczej, a jedynie wejsciows,
ktora moga pasywnie odczytywaé bez mozliwosci cofania glowicy. Stad tez jedy-
na dostepna pamie¢ reprezentowana jest przez stany automatu. Jak wspomnieli$my
w podrozdziale 11.4, liczba stanéw automatu jest z definicji skoniczona, a wiec jest
ustalona dla jezyka akceptowanego przez automat, nie ma za$ zwigzku z dtugoscia
analizowanego napisu wejsciowego a.

1 Skonczone automaty deterministyczne

Pierwszym typem automatow, ktorymi zajmiemy sie w tym rozdziale sa skonczone
automaty deterministyczne, w skrocie SAD. Sa to urzadzenia, ktorych zadaniem jest
rozstrzygniecie czy zapisany na tasmie wejSciowej napis « jest “poprawny’ czy tez
nie.

41
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‘ a ‘ a; iy ‘ a, ‘ ‘ a; ‘ ‘ a; |Aiv; ‘ a, ‘
S s’

Rys. 3.1: Dzialanie skoniczonego automatu deterministycznego opisane przez funkcje
przejscia s’ = (s, a;).

DEFINICJA 3.1 Skorniczony automat deterministyczny dany jest przez pie¢ obiektow
M = (Aaza‘SO)SF)Tr) )

gdzie:

A jest alfabetem
Y jest zbiorem standw automatu, o = {Sg, S1, ..., 54}
So € X jest wyrdznionym stanem startowym
Sp C X jest zbiorem standw koricowych (akceptujgcych)
w  jest czeSciowq funkcjq przejScia, ™ X X A ey 3.

Dziatanie SAD opiszemy nastepujaco. Na poczatku automat znajduje sie w sta-
nie startowym sy z glowicg ustawiong na pierwszej literze a; € A zapisanego na
tasmie wejsciowej napisu o = aqas .. .a,. Wartodcia funkcji przejscia m(sg, a1) jest
stan s’ € X, do ktorego automat przechodzi, przesuwajac jednoczesnie gltowice o jed-
na pozycje w prawo, do nastepnej litery na tasmie as. Proces ten powtarza sie dalej
cyklicznie: obliczany jest kolejny stan automatu s” = 7(s’, as), a glowica przesuwa
sie do kolejnej litery. W chwili gdy gltowica znajdzie si¢ za ostatnia litera a,, ostatni
osiaggniety stan automatu s wskazuje czy stowo « zostato zakwalifikowane jako po-
prawny element jezyka L: jesli s € Sp, wowczas a € L, w przeciwnym wypadku «
nie jest poprawnym stowem jezyka L.

Mozliwe jest takze zatrzymanie automatu przed osiggnieciem korica napisu « z
powodu nieokreslonej wartosci funkcji przejscia dla danej konfiguracji “stan—litera”
(przypomnijmy, ze 7 jest z definicji okreslona jedynie czesciowo). Wowcezas stowo «
jest odrzucane jako niepoprawne.

Rysunek 3.1 ilustruje pogladowo ruch automatu w sytuacji, gdy n(s,a;) = ¢/,
oraz reprezentacje grafowa takiego przejécia.

Dziatanie automatu M wygodnie jest opisywaé za pomoca generowanej przez
niego tzw. relacji przej$cia =), analogicznej do relacji wyprowadzenia w gramaty-

e (2.4). Okreslamy ja na zbiorze napisow (A U X)* nastepujaco:

’
@1 ... Q;—18A;Qj41 ... Ay =N Q1 .. Qi1 QS Qiy1 - - - Ay,
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Rys. 3.2: SAD akceptujacy jezyk z Przyktadu 3.1.

jesli 8 = 7(s, a;). Zauwazmy, ze pozycja wskaznika stanu s w napisie okresla jedno-
znacznie aktualng pozycje gtowicy automatu: czyta ona litere nastepujaca po s.
Dla poprawnego stowa o« € L mamy wiec

SoQ1 .. .GQy =M .. =M ai...a,s,

przy czym s € Sp. Oznaczajac przez =}, tranzytywne domkniecie relacji przejscia
zapiszemy krotko
S0y ... Ap =3y A1...0QnS.

W praktyce, gdy nie prowadzi to do niejasnosci, pomijamy indeks M piszac po
prostu = i odpowiednio =*.
Mozemy teraz formalnie opisa¢ jezyk akceptowany przez dany SAD.

DEFINICJA 3.2 Jezykiem akceptowanym przez skoniczony automat deterministycz-
ny M = (A, %, so, Sp, ) jest zbior napiséw

L(M) = {a€ A" : spa =3, as, gdzie s€ Sp}.

Jezyki akceptowane przez skoriczone automaty deterministyczne noszq nazwe jezy-
kow regularnych, a ich klasa oznaczana jest symbolem Lgeg lub L3 w klasyfikacyi
Chomsky’ego.

PRZYKEAD 3.1 Rys. 3.2 przedstawia SAD rozpoznajacy jezyk L = {ab™ab™ :
m,n > 0}. Zwyczajowo stany koncowe w reprezentacji grafowej automatu oznacza-
my podwojng linig.

PRZYKELAD 3.2 Zajmiemy sie obecnie przyktadem jezyka o bardziej ztozonej struk-
turze. Niech L bedzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 5 zapisanych w
postaci binarnej, a wiec

L = {0,101,1010,1111,10100,...} .

Na poczatek skonstruujemy SAD analizujacy ciagi zero-jedynkowe, ktore traktowane
jako liczby w notacji binarnej sg podzielne przez 5, a nastepnie wyeliminujemy pewne
jego wady zwigzane z niejednoznacznoscia takiego zapisu liczb.

Zacznijmy od spostrzezenia, ze jesli skanujemy ciag binarny od lewej do prawej
strony, pojawienie sie 0 jako kolejnej cyfry oznacza, ze liczbe utworzona dotad z
wezesniejszych cyfr nalezy pomnozy¢ przez 2, natomiast gdy kolejng skanowang
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Rys. 3.3: Wstepna posta¢ automatu badajacego podzielnosé liczb w postaci binarnej
przez 5.

cyfra jest 1, dotychczasowy wynik nalezy pomnozy¢ przez 2 i zwiekszy¢ o 1. Np.
jesli wezytany dotad ciag to 110, a wiec liczba 6, pojawienie sie¢ nastepnego zera,
1100, to liczba 6 x 2 = 12, natomiast pojawienie sie jako nastepnej cyfry jedynki,
1101, daje liczbe 6 x 2 + 1 = 13. Oczywiscie przed przeczytaniem pierwszej cyfry
domyslng wartoscia liczbowa ciagu (pustego!) jest 0.

Oznaczmy stany automatu liczbami 0, ...,4 — mozliwymi wartosciami reszty z
dzielenia przez 5. Jesli wiec na pewnym etapie wezytywania ciggu otrzymalismy licz-
be, ktora w dzieleniu przez 5 daje reszte r, automat powinien znajdowaé sie w tym
momencie w stanie r. Pojawienie sie jako kolejnego znaku cyfry 0 podwaja liczbe, a
wiec podwaja tez reszte r — 2r (mod5). Np. jesli wezytana do tej pory wartosé to
7 (reszta 2), dodanie kolejnego zera prowadzi do wartosci 14 (reszta 2 x 2 = 4), pod-
czas gdy np. dla wartosci 18 (reszta 3) dodanie kolejnego zera daje liczbe 36 (reszta
3x2=6=1(mod5)). Na tej samej zasadzie dopisanie kolejnej jedynki zmienia
reszte na 7’ = 2r + 1 (mod5). W ten sposob opisujemy wszystkie poprawne przej-
Scia miedzy stanami automatu. Rysunek 3.3 przedstawia graf kompletnego SAD.
Zwroémy uwage, ze stanem poczatkowym, a zarazem koncowym jest “0”, poniewaz
automat ma akceptowac¢ wytacznie liczby podzielne przez 5.

Pozostaje nam wyeliminowaé niewielkie wady skonstruowanego automatu. Fakt,
ze “0” jest stanem poczatkowym i jednoczesnie koncowym powoduje, ze automat ak-
ceptuje napis pusty A traktujac go jako liczbe 0. Ponadto napisami akceptowanymi
jako poprawne sa np. 000, 0101, 00001010 itd., a wiec liczby binarne ze zbednymi
nieznaczacymi zerami. By wyeliminowaé¢ pierwsza wade, nalezy oddzieli¢ stan po-
czatkowy od koncowego. Uzyskamy to dodajac nowy stan startowy s oraz przejscia
7(80,0) = 01 w(sg, 1) = 1. Pozbycie sie wiodacych nieznaczacych zer osiagna¢ moz-
na dodajac jeszcze jeden stan automatu s;, ktory przechwytuje wyjatek w postaci
pojawienia sie zera jako pierwszej cyfry, a wiec m(sg,0,) = s1. Jest to stan korncowy,
gdyz pojedyncze 0 jest poprawng liczba podzielng przez 5. Poniewaz jednak w auto-
macie nie dodajemy dalszych przej$¢ ze stanu sy, zaden inny napis rozpoczynajacy
sie cyfra 0 nie bedzie zaakceptowany, p. Rys. 3.4.

Przekonamy sie obecnie, ze kazdy jezyk skonczony jest jezykiem regularnym.
Niech wiec A = {ay,as, ..., a;} bedzie alfabetem oraz niech L = {ay,..., o, } C A*.
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Rys. 3.4: Kompletny automat rozpoznajacy liczby binarne podzielne przez 5.

Zatozmy przy tym, ze najdtuzsze ze stow w L sktada sie z m liter. Ogodlna metoda
konstrukcji grafu SAD dla takiego jezyka polega na zbudowaniu go jako skierowa-
nego drzewa o korzeniu sg i m pietrach (korzen traktujemy jako pietro zerowe).
7, kazdego wierzchotka wychodzi k krawedzi etykietowanych literami aq,...,a; do
wierzchotkéow kolejnego pietra. Weztom drzewa nadajmy kolejno unikalne etykiety
51,82, ..., 5,. Nastepnie dla stowa oy = a;, a4, .. . a;, odnajdujemy w drzewie Sciezke
z korzenia wzdluz krawedzi z etykietami kolejno a;,, a;,, itd. az do wezta bedacego
koricem ostatniej krawedzi a;,. Poniewaz drzewo ma m > p pozioméw, Sciezka ta-
ka na pewno w nim istnieje. Oznaczmy ostatni wierzcholek tej $ciezki s; jako stan
koncowy automatu. Podobnie postepujemy z kolejnymi stowami «; jezyka L. Moz-
na w koncu usuna¢ z drzewa wszystkie fragmenty Sciezek (krawedzie i wezly) nie
prowadzace do stanow koncowych.

Konstrukcja powyzsza jest na tyle oczywista, ze podarujemy sobie osobny dowdd
faktu, iz rzeczywiscie L = L(M) dla zbudowanego automatu M. Zamiast tego po-
stuzymy sie przyktadem jezyka L = {a, ab, abb, bab}. Graf odpowiedniego automatu
skonstruowany wyzej opisang metoda przedstawiono na ponizszym rysunku.

Rys. 3.5: Automat w postaci drzewa dla skonczonego jezyka L = {a,ab, abb, bab}.
Szarym kolorem oznaczylismy krawedzie i stany, ktére moga by¢ usuniete z osta-
tecznej wersji grafu.

Zauwazmy na koniec, ze moga istnie¢ takze inne, prostsze automaty niz te po-
wstajace 7z ogblnej konstrukcji (tj. zawierajace mniejsza liczbe stanow), akceptujace
ten sam jezyk.
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Rys. 3.6: Automat dla jezyka z Przyktadu 3.3.

PrRzZYKEAD 3.3 Jako konkretny przyktad rozwazmy jezyk L nad alfabetem A =
{a,b} sktadajacy sie ze stow zawierajacych doktadnie trzy litery a i dwie b. Uni-
wersalna konstrukcja produkowataby drzewo binarne o 5 pietrach, a wiec o liczbie
weztow rownej 26 — 1 = 63. Poniewaz liczba stéow w L wynosi (g) = 10, jedynie 10
weztéw 5 pietra oznaczylibySmy jako stany koricowe automatu. Alternatywnie ten
sam jezyk akceptowany jest przez automat z Rys. 3.6, w ktérym utozsamilisémy ze
sobg wszystkie uzyskane wyzej stany koncowe, poniewaz kolejno$¢ w jakiej pojawiaja
sie litery a i b jest w naszym przykltadzie nieistotna.

Implementacja SAD

By zaimplementowac skoriczony automat deterministyczny, wygodnie jest rozszerzy¢
najpierw funkcje przejécia m do odwzorowania 7 okreslonego na calym zbiorze 3 x A,
a wiec do funkcji totalnej. Mozna to zawsze osiggnac przez dodanie do oryginalnego
zbioru X nowego stanu pufapkowego s, oraz uzupetnienia ™ wedlug schematu:

— jesli m(s, a) nie jest okreslone, ktadziemy 7 (s, a) = s,;

— dodajemy przejscia 7(s,, a) = s, dla wszystkich liter a € A.

Nowy automat przechodzi wiec do stanu putapkowego (i pozostaje w nim do wyczer-
pania liter napisu wejsciowego) w kazdej sytuacji, w ktorej poprzednio dalszy ruch
byt nieokreslony i stary automat przerywat dziatanie. Rys. 3.7 przedstawia automat
rozwazany w Przyktadzie 3.1 po dodaniu stanu putapkowego.

Implementacja SAD wykorzystuje tablice do przechowania funkcji przejscia:

var P: array[stan][literal of stan;

Mamy wiec P[s][al =5 jesli n(s,a) = s'. Zmienna s przechowuje aktualny stan
automatu, a kolejne symbole napisu wejsciowego odczytywane sa z pliku input. Sam
algorytm jest nastepujacy:

S 1=380;
while not eof (input) do begin
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Rys. 3.7: Automat dla jezyka z Przyktadu 3.1 po rozszerzeniu 7 do totalnej funkcji.
sp jest stanem putapkowym.

a :=getnextchar (input) ;
s :=P[s][al;
end;
if s€ Sy then writeln(’tak’) else writeln(’nie’);

Zauwazmy na koniec, ze pozostawienie opisu automatu w postaci czesciowej funk-
cji przejécia m prowadzitoby do niewielkiego skomplikowania warunku sterujacego
petla “while” (mozna np. przyja¢, ze nieokreslono$¢ 7 (s, a) kodowana bytaby jako
P[s][a]l =—1) i rozpoznania wlasciwej przyczyny przerwania tej petli w warunku
“if” po niej nastepujacym.

2 Skonczone automaty niedeterministyczne

W wersji niedeterministycznej dzialanie skoniczonego automatu jest nieco bardziej
skomplikowane, a przede wszystkim mniej intuicyjne. Podstawowa réznica polega na
tym, ze w danej konfiguracji “stan—litera” moze istnie¢ wiecej niz jeden dopuszczalny
ruch. Funkcja przejécia przestaje by¢ jednoznaczna i zamienia sie w og6lng relacje,
np. 7(s,a) = {s1, S2, s3}, co oznacza, ze w stanie s z wejsciowa litera a mozliwy jest
ruch do dowolnego ze stanow si, ss lub s3. Automat wybiera kolejny stan w sposob
przypadkowy, a wiec niedeterministycznie.

Zasadne jest pytanie w jakim celu wprowadza sie takie automaty. Okazuje sie,
ze dla wielu probleméw znacznie tatwiej znalez¢ mozna rozwigzanie w postaci nie-
deterministycznej. Oto prosty przyktad takiej sytuacji.

PRZYKEAD 3.4 Rozwazmy jezyk L = {a" : n > 0 i jest parzyste lub n = 3}.
Obok prostej reguty parzystosci, warto$¢ n = 3 jest tu wyjatkowa. Rozwiazanie nie-
deterministyczne przedstawia Rys. 3.8. Istnieje takze nieskomplikowane rozwigzanie
deterministyczne, jednak omoéwimy je w nastepnym podrozdziale.

Przejdzmy z kolei do formalnych definicji.

DEFINICJA 3.3 Skoriczony automat niedeterministyczny, w skrocie SAN, zadany
jest przez pie¢ obiektow
M = (A727807SF77T)7
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Rys. 3.8: Automat niedeterministyczny dla jezyka z Przyktadu 3.4. Zrodlem niede-
terminizmu sg tu 2 alternatywne przejscia ze stanu sg.

gdzie A, 3, sg i@ Sp sq identyczne z odpowiednimi obiektami w definicji automatu
deterministycznego, natomiast m jest relacjqg przejscia

T x (AU = P(D).

Jak wspomnielismy wyzej, relacja przejscia (zapisana wyzej jako funkcja o warto-
$ciach w zbiorze potegowym P(X)) okresla do ktorych stanow alternatywnie prze-
chodzi automat z danej konfiguracji “stan-litera”. Dodatkowo automat niedetermi-
nistyczny moze wykonywac “puste” ruchy polegajace na tym, ze zmieniany jest jego
stan bez badania aktualnej litery i bez ruchu gtowicy. Zapisujemy ten rodzaj przejsé¢
jako np. w(s,\) = {¢,s”}. Symbol A pojawia sie takze jako etykieta krawedzi w
grafowej reprezentacji SAN.

Zbior pusty O jest pelnoprawnym elementem zbioru potegowego P(X), dlatego
tez zapis 7(s, a) = O jest jak najbardziej uprawniony. Oznacza on, ze ruch automatu
w konfiguracji (s, a) nie jest okreslony.

Relacja =) i jej tranzytywne domkniecie =%, okreslone sa na (AUY)* tak samo
jak w przypadku automatow deterministycznych. Dodatkowo dla pustych przejsé
s' € m(s, \) mamy

/
ai...a;—18a; ...y, =>p Q1...Q;-180;...0y
niezaleznie od wartosci a;.

DEFINICJA 3.4 Jezykiem L(M) akceptowanym przez skoriczony automat niedeter-
ministyczny M = (A, 3, so, Sp, ) jest zbior napiséw okreslony nastepujqco:

L(M) = {a € A" spa =), as dla co nagmniej jednego s € SF}.

Tak wiec a € L(M) jesli istnieje sekwencja legalnych ruchow automatu rozpoczyna-
jaca sie w stanie sq i osiggajaca jeden ze stanéw koncowych s € Sr po przeczytaniu
ostatniej litery .

Postugujac sie relacja przejscia = dla danego napisu wejsciowego, wszystkie wa-
rianty dziatania automatu niedeterministycznego mozna zobrazowaé¢ w postaci drze-
wa, ktorego wierzchotki reprezentuja konfiguracje a; . .. sa; . . . a,, a krawedzie odpo-
wiednie alternatywne przejscia. Jesli np. 7 (s, a;) = {5, s"}, wowczas w strukturze
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drzewa zobaczymy

. . S, N

a,...s'a,,... a, a,...s'a,, ... a,

Wsrod lisci tego drzewa (a wiec konfiguracji, z ktorych nie mozna wykonaé nastep-
nego ruchu) znajduja sie konfiguracje akceptujace a; .. .a,s, gdzie s € Sp. Historia
ruchéw automatu niedeterministycznego odpowiada pojedynczej $ciezce w takim
drzewie, od korzenia do ktoregos z lisci. W tym obrazie, stowo « jest elementem je-
zyka L(M) jesli w drzewie przej$¢ o korzeniu sy« istnieje przynajmniej jedna Sciezka
konczaca sie konfiguracja akceptujaca as, s € Sp.

Mozna tatwo wyobrazié¢ sobie deterministyczny proces realizujacy to samo zada-
nie co automat niedeterministyczny na podstawie jego relacji przejécia. Dla zadanego
napisu wejéciowego « proces taki musiatby prowadzi¢ ekstensywne przeszukiwanie
drzewa przej$¢ (np. przeszukiwanie w gltab z powrotami) a7z do znalezienia kon-
figuracji akceptujacej w jednym z lisci. Gdyby takiej konfiguracji nie znaleziono,
proces odrzucitby stowo a jako nienalezace do L(M), zauwazmy jednak, ze bytlo-
by to mozliwe dopiero po kompletnym przeszukaniu catego drzewa. Obserwacja ta
podpowiada, ze automat niedeterministyczny moze byé¢ zastapiony réwnowaznym'
automatem deterministycznym, jednak za cene pewnego skomplikowania jego struk-
tury. Ogoélng konstrukcje rownowaznych automatéow deterministycznych omoéwimy
w nastepnym rozdziale.

Rys. 3.9: Automat niedeterministyczny z Przyktadu 3.5.

PRZYKEAD 3.5 Przeanalizujemy dzialanie automatu M z Rys. 3.9. Przejécie w
pierwszym kroku do stanu s; prowadzi do akceptacji wylacznie napiséw postaci
a(ab)™ dla dowolnego n > 0, gdzie zapis (ab)" oznacza n powtérzen napisu ab, a
wiec A, ab, abab, . . .. Jesli w pierwszym kroku wykonamy puste przejécie do stanu ss,
jedyne stowa akceptowane w dalszym przebiegu beda mialy postac¢ b(ab)™ dla n > 0.
W konicu poczatkowe przejécie z so do s; prowadzi do akceptacji przez automat
stow postaci ab(ab)™ oraz abb(ab)™, n > 0. Jezyk L(M) mozna zwiezle opisa¢ jako

'Réwnowaznosé automatéw M i M’ rozumiemy tu jako identycznos$é akceptowanych przez nie
jezykow, L(M) = L(M').
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konkatenacje LiLs prostych jezykow Ly = {a,b,ab,abb} oraz Ly = {(ab)” : n >
0}. Proponujemy czytelnikowi samodzielne narysowanie odpowiednich, kompletnych
drzew przej$¢ automatu dla napisow wejsciowych abbab oraz ababb.

3 Roéwnowazno$é skonczonych automatéw deterministycznych i niede-
terministycznych

Przekonamy sie obecnie, ze skoriczone automaty deterministyczne i niedetermini-
styczne opisuja w istocie te sama klase jezykow. Zauwazmy, ze kazdy automat deter-
ministyczny jest specjalnym przypadkiem automatu niedeterministycznego, ponie-
waz funkcja przejscia 7, czeSciowa badz nie, jest po prostu specjalnym przypadkiem
relacji przej$cia. Automaty niedeterministyczne s wiec ogolniejsza konstrukeja i dla
udowodnienia réwnowaznosci obu ich typéw nalezy poda¢ metode przeksztatcenia
automatu niedeterministycznego w deterministyczny, w taki jednak sposob, aby nie
zmieni¢ akceptowanego jezyka.

TWIERDZENIE 3.1 Dia dowolnego skoriczonego automatu niedeterministycznego
M istnieje réwnowazny mu automat deterministyczny M akceptujgcy ten sam je-
zyk, L(M) = L(M).

DowoOD. Niech M = (A, 3, sg, Sp, ) bedzie danym automatem niedeterministycz-
nym. Relacja m moze by¢ opisana jako odwzorowanie o wartosciach w P(X), a wiec
bedacych zbiorami stanow,

7D x (AU} = P(D).

Jest to punkt wyjscia do wykorzystania ogolnej konstrukeji opisanej we wzorze (1.2)
w celu przeksztatcenia m w odpowiednia funkcje przejécia. Zbudujemy automat de-
terministyczny z tym samym alfabetem A

M: (A727§075'F7ﬁ-)7

w kt6rym nowym zbiorem stanow jest zbiér potegowy starego ¥, 3 = P(X), sta-
nem poczatkowym §, jest zbior sktadajacy sie z poprzedniego stanu startowego sg
i dodatkowo wszystkich tych stanéw s, ktore sa osiggalne z sy za pomoca jednego
lub wiecej A-przejsé. Zbior Sp sklada sie z tych elementow 5 € 3, ktore zawieraja
przynajmniej jeden stary stan finalny, a wiec dla ktorych zachodzi sNSp # . Nowa,
funkcje przejscia

7YX ASY
okreslamy nastepujaco:
7(8,a) = U{Sj €X: sia =} as;}. (3.1)
S; €S

Wyjasnijmy powyzsza notacje. Zapis s;a =), as; oznacza, ze automat M moze
przenies¢ si¢ w jednym lub kilku krokach ze stanu s; do s;, poniewaz jednak to-
warzyszy temu wczytanie tylko jednej litery a, dodatkowe przejscia moga by¢ co
najwyzej puste,

8i0 = 5,0 = ... = 8;,0 = ASj,, ... = 5,0 = 50 . (3.2)
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W grafie automatu istnieje zatem $ciezka

Cxcx xCa Cx x.x.

Poniewaz argumentami 7 sa zbiory § stanéw automatu M, dla prawidtowego okre-
Slenia jej wartosci uzywamy w (3.1) sumy mnogosciowej po wszystkich s; € §. W
ten sposob 7 jest swego rodzaju kolektywnym opisem wielu alternatywnych przejsé
automatu niedeterministycznego. Warto$¢ (8, a) jest wiec zbiorem wszystkich tych
stan6w pierwotnego automatu M, do ktérych mozna przej$s¢ z co najmniej jedne-
go stanu s; € §, skanujac przy tym litere a z mozliwym wykorzystaniem A-przejéc.
Wartoéci 7 okreslone sg jednoznacznie, a wiec jest to funkcja i w konsekwencji M
jest deterministyczny. Ponadto mozliwe jest, ze 7(8,a) = @, gdy w M nie istniejg
przejscia z zadnego ze standéw s; € § dla litery a. Zauwazmy przy tym, ze ) € )y
jest legalnym stanem automatu M, dla ktorego mamy 7(0,a) = O dla wszystkich
a € A. Pelni wiec on role stanu putapkowego w M.Z konstrukcji & wida¢ wiec, ze
jest ona totalng funkcja okre$lona na calej dziedzinie 3 x A.

Pokazemy na koniec, ze L(M) = L(M). Niech a = ay...a, € L(M), czyli
soax =74, ask, dla pewnego stanu koricowego s € Sp. Bardziej szczegdtowo

* * * *
SoQ1 ... Qp = pp 184102 ...0n =5 oo =1 A1 ... 0p_1S5, Qp =5 A1...0nSE,

przy czym kazde z wypisanych tu przejs¢ =%, moze wzorem (3.2) zawiera¢ puste
ruchy automatu. Stad zgodnie z (3.1) mamy

§1 = ﬁ'(éo, 0,1) > Siq s Ska:d
§2 = 7?l'<§1, ag) > Sig s Sk@d

§n71 = ﬁ'(én,Q, an,1> > Sin—l y Sk@d
Sp = 7?r(én—la an) > Sk,

~

a zatem §,, N Sp # O, co oznacza, ze o € L(M).

WeZmy z kolei dowolne o € L(M) i niech Spor :>}‘\Z as,, gdzie §, € SF. Zatozmy
nie wprost, ze a ¢ L(M), a wiec ze nie istnieje s, € Sp, dla ktorego mieliby$my
soa =%, ask. W kazdym mozliwym przypadku oznacza to, ze 5, NSy = ). Bowiem
jesli automat niedeterministyczny M w kazdym wariancie swoich mozliwych ruchow
zatrzymuje sie przed dotarciem do ostatniej litery w «, woOwczas musiatoby by¢
S, = . Jesli za$ istnieje sekwencja przejs¢é w M osiggajaca ostatnig litere «, jej
ostatni stan nie moze, zgodnie z naszym zatozeniem, by¢ stanem koncowym. Wtedy
jednak musialtoby zachodzi¢ §,NSr = . W obydwu wypadkach mieliby$my s,, ¢ Sp.
Wobec otrzymanej sprzecznosci o € L(M), co koriczy nasz dowod. O

PRZYKLAD 3.6 Zbudujemy SAD réwnowazny automatowi z Przyktadu 3.4. Dla
prostych automatéow najtatwiej przeprowadzi¢ te konstrukcje na podstawie rysunku,
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p. Rys. 3.8. Standardowo zaczynamy od Sy = {so}. Wyznaczamy stan $; nowego
automatu, do ktorego przechodzimy skanujac litere a. Z rysunku odczytujemy, ze
§1 = {s1, $4}. Podobnie wyznaczamy $, jako 7(31,a), a wiec jako zbior tych stanow
pierwotnego automatu, do ktérych mozna dotrze¢ z s; lub s4 7z kolejna litera a na
wejsciu. Mamy wiec 8o = {s, s5}. Podobnie

83 = w(32,a) = {s3,5}
§4 = ﬁ'(ég, (l) = {85}
§5 = 7AT<§4,CL) = {84} .

Zauwazmy na koniec tego procesu, ze 7(S5,a) = {s5} = §4. Mamy zatem

{8y} {81,84) {855,85} {85,8) {85} {84}

gdzie dla czytelnosci naszej konstrukecji pod nowymi stanami podpisalismy odpowia-
dajace im zbiory stanéw starego automatu. Stany So, S3 i1 54 sa konicowe poniewaz
— jako zbiory — zawieraja co najmniej jeden ze starych stanéw finalnych s3 lub ss.

PRZYKLAD 3.7 Przeprowadzimy obecnie podobna konstrukcje dla SAN z Przy-
kladu 3.5. Z Rys. 3.9 otrzymujemy 7?({30}, a) = {s1, 3} oraz, wykorzystujac puste
przejécie z s do sa, 7 ({so},b) = {s3}. Dalej kolejno obliczamy

{s1,83},a) = {s2} oraz {s1,83},0) = {s92, 83},
{s2,83},a) = {s2} oraz {s2,83},b) = {ss3},
{s2},a) =0 oraz {s2},0) = {s3},
({s3},a) = {s2} oraz  7({s3},b) = 0.

W koricu 7(0,a) = 7(D,b) = O, por. Rys. 3.10. Nowe stany koncowe to wszyst-
kie stany zawierajace s3. Czytelnik zechce sprawdzié¢, ze zbudowany wyzej automat
akceptuje ten sam jezyk.

N N N
N N Y

Podsumujmy wyniki niniejszego rozdzialu w twierdzeniu.

TWIERDZENIE 3.2 Klasa jezykow rozpoznawanych prze skoniczone automaty nie-
deterministyczne jest identyczna z klasq jezykow reqularnych, a wiec rozpoznawanych
przez skonczone automaty deterministyczne.

4 Optymalizacja automatow

O ile kazdy skoriczony automat deterministyczny badz niedeterministyczny akcep-
tuje tylko jeden jezyk, danemu jezykowi mozna przyporzadkowaé¢ dowolnie wiele
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Rys. 3.10: Automat deterministyczny odpowiadajacy SAN z Przyktadu 3.5.

roznych, rozpoznajacych go automatow. Najprostszym przykladem jest jezyk pu-
sty, akceptowany przez kazdy automat, w ktorego grafie nie istnieje $ciezka z sg do
jakiegokolwiek stanu finalnego. Z teoretycznego punktu widzenia nie ma istotnej roz-
nicy miedzy réwnowaznymi automatami, natomiast posta¢ automatu, a zwtlaszcza
liczba jego standéw, moze mie¢ praktyczne znaczenie przy poszukiwaniu wydajnej
implementacji.

Opiszemy procedure, ktora pozwala zredukowaé pewng liczbe nadmiarowych sta-
néw w automacie deterministycznym.? Po pierwsze beda to bezuzyteczne stany nie-
osiggalne ze stanu poczatkowego sg. Oczywiscie stanéw takich raczej nie zobaczymy
w przypadku automatéw budowanych w swiadomy, planowy sposob. Jednak moga
sie one pojawi¢ jako efekt uboczny pewnych ogoélnych konstrukcji i przeksztatcen
wykonywanych na automatach. Po drugie, bez zmiany akceptowanego przez auto-
mat jezyka mozna usunaé¢ z niego wszystkie te stany, z ktorych nie da sie osiagnaé
ani jednego stanu koricowego. Jesli wymagamy by funkcja przejscia 7 byta totalna,
wystarczy — jak to widzieliémy w podrozdziale o implementacji SAD — na koricu
dodaé jeden stan putapkowy i odpowiednio rozszerzy¢ .

Mozna p6jé¢ w dziataniach optymalizacyjnych jeszcze dalej i wyeliminowaé stany,
ktorych obecno$é w automacie ma charakter redundantny: ma to miejsce wowczas,
gdy inne stany automatu moga petni¢ te sama role przy skanowaniu fragmentow
napiséw wejéciowych. Zatézmy w tym miejscu, ze 7 jest funkcja totalng. Na zbiorze
stanow > okreslimy relacje, ktora pozwoli nam stwierdzi¢ czy i ktore jego elementy
petniag podobna, powielajaca sie role w automacie.

DEFINICJA 3.5 Mowimy, ze dwa stany s,s automatu M = (A, %, sg,Sp, ) sq
nierozroznialne, jesli dla dowolnego napisu o € A* mamy

/ /
sa="ar oraz sa="ar,

przy czym obydwa stany r i r' jednocze$nie nalezq bgdz nie nalezg do Sg.

2Mozna opisaé¢ podobng metode dla automatéw niedeterministycznych, lecz jest ona mniej przej-
rzysta. Pamietajmy jednak, ze zawsze mozna w pierwszym kroku zastapi¢ SAN jego deterministycz-
nym réwnowaznikiem i dopiero wtedy wykonaé¢ procedure optymalizacyjna w celu wyeliminowania
zbednych stanéw.
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Innymi stowy nie istnieje napis «, dla ktorego skanowanie rozpoczete w stanie s
zakonczytoby sie w stanie finalnym, podczas gdy podobne skanowanie rozpoczete w
s" doprowadziloby nas do stanu nie-finalnego lub odwrotnie. Gdy cho¢ jedno takie
« istnieje, méwimy, ze s i s’ sg rozréznialne.

Relacja nierozréznialnoéci stanéw jest oczywiscie zwrotna i symetryczna. Nie-
trudno sie przekonaé, ze jest takze tranzytywna, a wiec jest relacja rownowazno$ci
na Y. W konstrukeji optymalnego automatu M = (A, 5y, Sp, 7) akceptujacego
jezyk identyczny z wyjsciowym L(M) uzywamy klas abstrakcji tej relacji, a wiec
zbioréw stanéw wzajemnie nierozréznialnych,

[s] = {re€X: ris sanierozréznialne } .

Zbior klas abstrakeji [s] jest nowym zbiorem stanéw X, stanem poczatkowym 3 jest
oczywiscie klasa abstrakeji [so], natomiast stany koncowe sa klasami rownowaznosci
starych elementow Sg. Pozostaje okresli¢é nowa funkcje 7 : ¥ x A — 3. Definicja
jest niezwykle prosta:

7([s],a) = [r] wtedy i tylko wtedy, gdy w(s,a)=r.

Dla kompletnosci opisu tej metody podamy sposéb konstrukeji klas rownowaz-
nosci [s]. W tym celu usuwamy najpierw z automatu wszystkie stany nieosiagalne z
S0, @ nastepnie stany, z ktorych nie mozna osiggnaé zadnego stanu koricowego. Uzu-
pelniamy w koncu automat o stan putapkowy tak, aby 7 stata sie funkcja totalna.
Tworzymy nastepnie tabele indeksowana parami stanéw — element T'[s;, s;] opisuje
relacje miedzy stanami s; i s;. Na poczatek w tabeli T" oznaczamy jako rozréznialne
wszystkie pary stanow s;, s; takie, ze s; € Sp oraz s; ¢ Sp lub odwrotnie. Dalej
powtarzamy cyklicznie nastepujacy krok az do chwili, gdy nie pojawiaja si¢ juz nowe
pary standéw rozpoznanych jako rozréznialne:

— Dla wszystkich par stanéw s;, s; oraz wszystkich a € A obliczamy 7 (s;,a) = r;
oraz m(s;j,a) = r;. Jesli r; oraz r; oznaczono wezesniej jako rozréznialne, stany
s; 1 s; takze oznaczamy jako rozréznialne.

Jest oczywiste, ze iteracja ta musi si¢ zakonczy¢: w kazdym obrocie liczba par sta-
now niesklasyfikowanych dotad jako rozroznialne maleje. Zatem albo liczba ta w
pewnym momencie osiagnie warto$¢ 0 (t.j. wszystkie stany sa rozroznialne i opty-
malizacja jest niemozliwa) albo przestanie sie zmniejszaé i iteracja dobiegnie konca.
7 T mozna wowczas odczytac, ktore stany pozostaja nierozrdznialne i zbudowacé na
tej podstawie poszukiwane klasy abstrakcji.

Zanim przejdziemy do przyktadu, sformutujemy bez dowodu twierdzenie gwa-
rantujace poprawnos$é¢ opisanej tu metody redukcji.

TWIERDZENIE 3.3 Dla danego automatu deterministycznego M procedura redukcji
generuje rownowazny mu automat deterministyczny M, a wiec taki, Ze

L(M) = L(M) .

Ponadto M jest minimalnym pod wzgledem liczby standw automatem deterministycz-
nym o tej wtasnosci.
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Rys. 3.11: Automat z Przyktadu 3.8 i jego zoptymalizowana postac.

PRZYKEAD 3.8 Procedurze redukcji poddamy obecnie automat z Rys. 3.11. Za-
uwazmy na poczatek, ze stany ss i s4 s nieosiggalne z sy, mozna je zatem usunaé.
Dla pozostatych stanéw funkcja przejscia 7 jest okreslona totalnie, nie ma wiec po-
trzeby dodawania nowego stanu putapkowego. Z kolei budujemy tabele T', oznaczajac
w pierwszym kroku symbolem “X” te pary standéw, z ktorych jeden jest finalny, a
drugi nie:

So S1 S3 S5
So X X
S1 X X
s3 | X X
s3 | X X

W pierwszej iteracji sprawdzimy, czy stany w parach sy i s; oraz s3 i s5 sa rozroz-
nialne. Mamy
7(s0,a) = s1 oraz, m(s1,a) = so,

(S0, b) = s3 oraz m(s1,b) = s3,
a wiec test ten nie prowadzi do uznania sg i s; za rozréznialne. Podobnie obliczamy

m(s3,a) = s oraz 7(s5,a) = s5,
7(s3,b) = s5 oraz, 7(s5,0) = s5,
co rOwniez nie pocigga rozroznialnosci s3 i s5. Poniewaz w tej iteracji nie rozpozna-
liSmy zadnych nowych stanoéw rozroznialnych, proces koriczy sie. Z tabeli T mozemy
odczytaé teraz klasy stanow wzajemnie nierozroznialnych: sa nimi sy i s; oraz ss i
s5. Wybierajac jako reprezentantow tych klas sg i odpowiednio s3, otrzymujemy jako
zbior stanow zredukowanego automatu 3 = {[s¢], [s3]}. Obliczamy funkcje przejscia:
— poniewaz (s, a) = s1, wiec 7([so],a) = [s1] = [s0]
— na podstawie 7(sg, b) = s3, otrzymujemy 7([so], b) = [s3]

— skoro 7(s3,a) = 7(s3,b) = s5, mamy 7([s3],a) = 7([s3],b) = [s5] = [s3].

Wynik naszej konstrukcji przedstawia Rys. 3.11.
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II1.2 Wyrazenia regularne

O wyrazeniach regularnych jako technice definiowania pewnych klas jezykow wspo-
mnielismy juz w Rozdziale II. Okreslimy obecnie prosty typ takich wyrazen, ktore
w bardzo zwiezly sposob charakteryzowaé beda jezyki regularne.

1 Wyrazenie regularne i definiowany przez niego jezyk

DEFINICJA 3.6 Wyrazeniem regularnym nad alfabetem A nazywamy napis zbudo-
wany wqg nastepujgcych requt:

(i) O, X oraz kazda litera a alfabetu A sq prostymi wyraZeniami reqularnymi;

(i1) Jesli p oraz o sq wyraZeniami reqularnymi, sq nimi réwniez napisy po, p+ o,
o oraz (p);

(11i) Jakikolwiek inny napis, ktdrego nie mozna utworzyé w skonczonej liczbie kro-
kow przy pomocy requt (i) oraz (ii) nie jest wyrazeniem regularnym.

Tak wiec proste wyrazenia regularne sa zwykle pojedynczymi literami alfabetu.
Symbol A oznacza napis pusty, a wiec napis o dlugosci 0, natomiast symbol () oznacza
brak napisu w ogole. Reguta konkatenacji po pozwala iteracyjnie budowaé¢ wyrazenia
dowolnej (lecz skonczonej) dtugosci, np. p = a, 0 = b, n = po = ab, { = on =
bab itp. Stosujac konkatenacje tacznie z regutami “+” oraz “*”, a takze uzywajac
pomocniczych nawiaséw, mozna budowaé¢ dowolnie ztozone wyrazenia regularne. Oto
kilka przyktadow:

a+ab, (a+0bbb)*bab, (A+a)b*(ab+abb+0), 0+ 1(0+1)", a(aa)"(bb)".

Powiazanie z jezykami uzyskujemy nadajac wyrazeniom regularnym stosowng inter-
pretacje w terminach zbioréw “pasujacych” do nich napisow.

DEFINICJA 3.7 Jezykiem definiowanym przez wyrazenie regularne p, oznaczanym
przez L(p), nazywamy zbidr napisdw powstajgcy wg nastepujgcych reqult:

(i) L(0) =
(i1) L(A) = {A}
(i1i) L(a) ={a} dlaa € A

fiv) Lip+0) = L(p) U L(0)
(v) L(po) = L(p) L(0)
(vi) L(s") = (L(p))’

(vii) L((p)) = L(p)-

Zatem znak “+” przeklada sie na sume mnogosciowa jezykow odpowiadajacych
potaczonym nim podwyrazeniom, konkatenacja wyrazen odpowiada konkatenacji
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odpowiednich jezykow, a gwiazdka — domkniecie konkatenacyjne jezyka (por. pod-
rozdzial I1.3). Np. dla wyrazenia (a + bbb)*bab z poprzedniego przykladu mamy

L((a+ bbb)*bab) = L((a+ bbb)*) L(bab) = (L(a + bbb))" L(bab)
= (L(a) U L(bbb))" L(bab) = {a,bbb}*{bab}
= {\,a, bbb, aa, abbb, bbba, bbbbbb, . .. }* {bab}
{bab, abab, bbbbab, aabab, abbbbab, bbbabab, bbbbbbbab, . . .} .

Oto kilka prostych do udowodnienia (por. Zadanie 12 na korncu rozdzialu) regul
upraszczania wyrazen regularnych wynikajacych z odpowiednich tozsamosci mnogo-
Sciowych dla jezykow:

— dla symbolu O: p+OD=p, pD=0p=0, O =)\,
— dla symbolu A: PA=Ap=p, N =),
— dla gwiazdki: (p*)* = p*.

Natomiast nieprawdziwe sa nastepujace rownosci: (p+o0)* = p*+0* oraz (po)* =
p*o*. W zadaniach na koricu biezacego rozdziatlu proponujemy czytelnikowi zwery-
fikowanie prawdziwosci kilku podobnych formut.

PRZYKELAD 3.9 Zadanie polega na zbudowaniu wyrazenia regularnego nad alfabe-
tem A = {a, b}, generujacego jezyk ztozony z wszystkich napisow nie zawierajacych
2 sasiadujacych liter b. Wyrazenie (a + b)* generuje wszystkie napisy nad A (ozna-
cza bowiem to samo co A*), wiec mozemy zmodyfikowaé je tak, aby b wystepowalo
zawsze w sasiedztwie a, np. (a + ba)*. Nie jest to jednak jeszcze kompletne roz-
wigzanie, bowiem wyklucza napisy konczace sie litera b. Zatem nalezy uzupeié je
nastepujaco:
(a+ba)" (N+0b).

Nieco inne rozwigzanie tego samego problemu otrzymamy zauwazajac, ze kazda
litera b w stowie naszego jezyka bedzie otoczona pewna liczba liter a, a*ba*, przy
czym poniewaz wzorzec ten moze sie powtarza¢ wielokrotnie, po b powinna wystapic
co najmniej jedna litera a. Prowadzi nas to do wyrazenia (a*baa*)*. Nalezatoby
jeszcze uwzglednié ciagi zbudowane z samych liter a, a wiec otrzymujemy a* +
(a*baa*)* lub rownowaznie lecz nieco prosciej (a + a*baa*)*. W koricu, podobnie jak
poprzednio, trzeba zagwarantowac jeszcze mozliwo$é zakonczenia napisu przez b,

(a+ a*baa™)* (A + D).

Jak widaé, ten sam jezyk moze byé¢ generowany przez rozne wyrazenia regularne.
Poznamy po6zniej sposob na zweryfikowanie czy dane dwa wyrazenia generuja iden-

tyczny jezyk.
2 Wpyrazenia regularne a skoiiczone automaty

W tym podrozdziale zbadamy relacje miedzy jezykami zadanymi przez wyrazenia
regularne a jezykami okreslonymi przez skonczone automaty. Pokazemy najpierw, ze
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dla kazdego wyrazenia regularnego mozna zbudowaé¢ automat niedeterministyczny,
akceptujacy ten sam jezyk. Analogiczna, bezposrednia konstrukcja automatu deter-
ministycznego, cho¢ mozliwa, okazuje sie trudniejsza. Tu miedzy innymi ujawnia
sie praktyczna przewaga automatéw niedeterministycznych nad deterministyczny-
mi, bowiem s3 one zwykle bardziej poreczne w zadaniach konstrukcyjnych. Poniewaz
jednak znamy juz metode konwersji automatu niedeterministycznego w réwnowazny
mu automat deterministyczny, ten ostatni dla zadanego wyrazenia p mozna bez tru-
du uzyskaé¢ dwustopniowo. Drugie twierdzenie, ktore udowodnimy w dalszej czesci
tego podrozdziatu orzeka, ze majac dany skoriczony automat niedeterministyczny,
mozna na jego podstawie w systematyczny sposob zbudowaé¢ réwnowazne wyrazenie
regularne.

Przejdzmy do pierwszego twierdzenia — jego dowdd zawiera ogdlna metode kon-
strukcji SAN dla zadanego wyrazenia regularnego.

TWIERDZENIE 3.4 Dla dowolnego wyrazenia reqularnego p mozna skonstruowaé
skoriczony automat niedeterministyczny M, taki ze L(p) = L(M).

DowOD. Na poczatek okreslimy sposob budowy automatéw dla prostych wyrazen
regularnych @, X oraz a € A. Sa nimi odpowiednie automaty pokazane na Rys. 3.12.

OO BNOONNORO

Rys. 3.12: Automaty odpowiadajace prostym wyrazeniom regularnym O, A ia € A.

Niech teraz diagram postaci

przedstawia syntetycznie niedeterministyczny automat odpowiadajacy wyrazeniu p.
Kotko po lewej stronie reprezentuje jego stan startowy, natomiast po prawej — stan
koricowy.?

Dla wyrazen ztozonych po, p+o oraz p* odpowiadajace im automaty niedetermi-
nistyczne powstaja przez dodanie jednego nowego, wspo6lnego stanu poczatkowego sg
oraz nowego, wspolnego stanu koricowego sy i uzupelnienie potaczen tak jak pokaza-
no na Rys. 3.13. Jest oczywiste, ze w kazdym z tych przypadkoéw jezyk akceptowany
przez dany automat jest identyczny z jezykiem generowanym przez powigzane wy-
razenie regularne.

3Zauwazmy, ze o automacie niedeterministycznym mozemy bez zmniejszenia ogélnoéci zatozyé,
iz posiada on doktadnie jeden stan koncowy. W innym przypadku nalezatoby uzupelié¢ graf au-
tomatu o jeden nowy stan, oznaczony teraz jako jedyny stan konicowy i poprowadzi¢ do niego
krawedzie z etykietg A ze wszystkich dotychczasowych stanéow konicowych. Oczywiste jest, ze takie
rozszerzenie nie wplywa na jezyk akceptowany przez ten automat.
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OO0 OIOL
a)
EED

c)

Rys. 3.13: Konstrukcja automatow dla wyrazen a) po, b) p+ o ic) p*.

Konstrukcje te mozemy oczywiscie powtoérzyé hierarchicznie dla bardziej zto-
zonych wyrazeni regularnych, podobnie jak systematycznie budujemy jezyki L(p)
zgodnie z Definicja 3.7, rozpoczynajac od prostych podwyrazen. O

PRZYKEAD 3.10 Skonstruujemy automat dla wyrazenia p = (a + bb)*(ba* + ).
Rozpoczynamy od zbudowania prostych automatéw dla podwyrazen a + bb oraz

ba* + X:
a
a
070 OOA0
A

7 tych dwoch elementéw tworzymy nastepnie automat odpowiadajacy catemu wy-
razeniu, por. rysunek ponizej.

Rys. 3.14: Kompletny automat dla wyrazenia regularnego p = (a + bb)*(ba* + A).

Twierdzenie 3.4 pokazuje, ze jezyki definiowane przez wyrazenia regularne sa
podklasa jezykow regularnych. Kolejne twierdzenie formutuje implikacje odwrotna:
kazdy jezyk akceptowany przez SAN moze by¢ opisany przez pewne wyrazenie re-
gularne.

TWIERDZENIE 3.5 Dla kazdego skornczonego automatu niedeterministycznego M
istnieje wyrazenie reqularne p takie, ze L(M) = L(p).
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Py + PiPIP;

Py P P
b)

Rys. 3.15: a) Procedura redukeji stanu s; z uaktualnieniem etykiety p;), przy krawedzi
miedzy stanami s; i 5. b) To samo dla sytuacji, gdy j = k.

Zamiast sformalizowanego dowodu powyzszego twierdzenia, podamy konstruk-
tywna metode tworzenia wyrazenia regularnego rownowaznego danemu automatowi.
Wykorzystamy w tym celu tzw. uogo6lnione grafy przejscia. Grafy tego typu roznia
sie od zwyktych graféw SAN jedynie tym, ze ich krawedzie sa etykietowane dowol-
nymi wyrazeniami regularnymi, a nie tylko pojedynczymi literami lub symbolem .
Zauwazmy, ze kazdy graf SAN jest szczegbélnym przypadkiem uogdlnionego grafu
przejécia, gdyz etykiety krawedzi sa w tym wypadku najprostszymi wyrazeniami
regularnymi.

Dla kazdej Sciezki z wierzchotka poczatkowego do koncowego w takim grafie
tworzymy wyrazenie regularne konkatenujac ze soba etykiety kolejnych krawedzi.
Suma uzyskanych w ten sposoéb wyrazen po wszystkich takich $ciezkach w grafie
okresla odpowiadajacy mu jezyk.

Glowng zaleta uogdlnionych grafow przejscia jest fakt, ze mozna je stosunkowo
tatwo przeksztalca¢, redukujac liczbe ich standéw. Nie naruszamy przy tym opisy-
wanego jezyka, poniewaz przy eliminowaniu stanéw w okreslony spos6b zmieniamy
wyrazenia etykietujace krawedzie. Procedure redukcji mozna powtarzac¢ az do pozo-
stawienia w grafie jedynie dwoch stanow: poczatkowego i koncowego. Z tak uprosz-
czonego grafu tatwo juz odczytaé poszukiwane wyrazenie regularne.

Na poczatku zakladamy, ze graf wyjéciowego automatu niedeterministycznego
M zawiera tylko jeden stan koricowy sy i Ze jest on rozny of sy. Zatozenie to mozna
w razie koniecznosci wypehié dodajac do grafu nowy stan koncowy i odpowiednie \-
krawedzie (por. przypis na str. 58). Traktujac ten graf jako uogolniony graf przejscia,
zredukujemy kolejno wszystkie stany za wyjatkiem sg i sy.

Niech p;, oznacza wyrazenie regularne przypisane krawedzi grafu s; — s;. Zgod-
nie z ta konwencja, p;; oznacza etykiete przypisang petli przy wierzchotku s;. Oto
jak wyglada redukcja stanu s;.

(i) Wybieramy pare stanow s;, s, w grafie, j # i # k, dla ktorych istnieja obydwie
krawedzie s; — s; oraz s; — sj.
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(ii) Jesli istnieje krawedz s; — s, z etykieta pjx, nadajemy jej nowa warto$é pjx +
piipspi (lub pjr + pjipir jesli przy wierzchotku s; nie ma petli). W przypadku
gdy nie istnieje krawedz z s; do s, tworzymy ja i nadajemy jej etykiete pj;p5; pir
(lub odpowiednio pj;;p;,, gdy nie ma petli przy s;), por. Rys. 3.15 a.

(iii) Powtarzamy punkty (i) oraz (ii) dla wszystkich par stanow s, sy.

Po zakonczeniu powyzszej iteracji usuwamy stan s; z grafu wraz ze wszystkimi przy-
legtymi do niego krawedziami. Nastepnie powtarzamy cata procedure dla kolejnego
si, az do usunigcia z grafu wszystkich stanow za wyjatkiem sg i sy.

Zwroémy uwage na jeden istotny aspekt techniczny powyzszej procedury, ktory
nie od razu jest widoczny. Poniewaz graf przejscia jest skierowany, czynnosci (i) oraz
(ii) wykonujemy dla kazdej z par stanow s; i s, dwukrotnie: raz od s; przez s; do sy,
a drugi raz w odwrotnej kolejnosci, po zamianie rolami j z k. Za pierwszym razem
obliczamy nowg etykiete p;, krawedzi z s; do sj, za drugim za$ etykiete py; catkiem
innej krawedzi z s do s;. Ponadto (i)-(ii) wykonujemy tak samo w sytuacji gdy
J = k, zobrazowanej na Rys. 3.15 b, aktualizujac etykiete p;; petli przy wierzchotku
Sj.

Sens procedury redukcji jest nastepujacy: gdy usuwamy stan s; z grafu wraz z
przyleglymi do niego krawedziami, z opisu jezyka znikaja czastkowe wyrazenia regu-
larne przypisane tym krawedziom. Trzeba wiec zastepczo zapamietac je w etykietach
innych krawedzi. Z bezposrednim przejSciem z s; do s, zwigzane jest wyrazenie pjp,
natomiast przejScie posrednie przez stan s;, czyli s; — s; — s, generuje wyraze-
nie pj;pkpi (ew. bez pf; jesli petla przy s; nie wystepuje). Wystarczy wiec etykiete
krawedzi s; — s, zmodyfikowac¢ tak, by zapamietywata alternatywe obu tych wyra-
zen — “przejscie bezposrednie” lub “przejscie posrednie przez s;”, a zatem wyrazenie
Pik + PjiPiiPik-

Po zakoniczeniu procedury eliminacji graf przejécia bedzie mial postaé:

Stad juz latwo odczytac¢ globalne wyrazenie regularne dla jezyka L(M) wyjsciowego
automatu: rozpoczynajac w stanie sp, mozemy najpierw dokona¢ dowolnie wielu
krokéow petla przy tym stanie, a nastepnie przej$¢ do s;. Generuje to wyrazenie
PooPos opisujace juz elementy jezyka L(M), poniewaz osiagnelismy stan koncowy.
Jednak $ciezke te¢ mozna dalej kontynuowac, obracajac si¢ petla przy sy lub wracajac
do stanu sy, ponownie korzystajac 0 lub wiecej razy z petli przy sp, by w koricu
powroci¢ do sy. Odpowiadajace temu przejsciu wyrazenie to pjr + propsopor, a caly
ten fragment moze by¢ powtorzony dowolnie wiele razy. Reasumujac,

p = popor(psr + Propeepor) (3.3)

przy czym dokonaliSmy minimalnego uproszczenia usuwajac gwiazdke znad pyr poza
nawias. Z konstrukeji wynika oczywiscie, ze L(M) = L(p).
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aa bb aa+bb bb+aa
ab+ba

Rys. 3.16: a) Automat deterministyczny akceptujacy jezyk z Przykladu 3.11. b) Po-
sta¢ grafu po redukcji stanu s,,. ¢) Posta¢ konicowa, po redukeji stanu s,,.

PRZYKEAD 3.11 Zbudujemy wyrazenie regularne dla nastepujacego jezyka nad
A ={a,b}:
L = {a: |a|, i |a|, sa nieparzyste} .

Zdarzajg sie sytuacje, w ktorych wyrazenie mozna napisaé bezposrednio na podsta-
wie definicji jezyka, jednak sa one raczej rzadkie. Dzieje sie tak w przypadkach, gdy
definicja jezyka zasadza sie glownie na strukturze rozmieszczenia liter w stowach, co
bliskie jest idei wyrazen regularnych. W obecnym przyktadzie litery a i b moga wy-
stepowaé w slowach jezyka w dowolnym uktadzie, dowolnie dtugimi seriami, wazne
jest jedynie, aby liczby wystapien kazdej z liter byly nieparzyste. Na pierwszy rzut
oka nie jest wiec jasne jak powinno wygladaé¢ odpowiednie wyrazenie regularne. Sto-
sunkowo latwo jest jednak zbudowaé automat dla tego jezyka. Zaczniemy wiec od
automatu, a potem metoda redukcji odtworzymy réwnowazne wyrazenie regularne.

Oznaczmy stany automatu jako s,,, Spn, Spp 1 Snn, gdzie pierwszy indeks ozna-
cza, ze wezytalismy dotad parzysta (p) lub nieparzysta (n) liczbe liter a, drugi zas
oznacza to samo dla liter b. Jako ze 0 jest liczba parzysta, stanem startowym jest s,,,
stanem koncowym zgodnie z trescig zadania jest natomiast s,,. Automat przedsta-
wiliSmy na rysunku 3.16 a. Jest on deterministyczny, co oczywiscie nie przeszkadza
metodzie redukcji.

Eliminacji podlegaja stany s,, i S,,. Zacznijmy procedure redukcji od stanu
8; = Spp, W pierwszym kroku biorac s; = s, oraz s, = s,,. Przejscie bezposrednie z
spp dO S, nie istnieje (brak krawedzi),* a przejsciu posredniemu przez s, odpowiada
wyrazenie ab. Tworzymy wiec krawedz miedzy s, i s,,,, 7 etykieta ab, ktora przechowa
informacje o istnieniu tego przejécia w oryginalnym grafie, gdy usuniemy stan s,,,.
Podobnie przyjmujac, ze s; = sy, oraz s = S, otrzymamy miedzy nimi skierowang
przeciwnie krawedz z etykieta ba.

Wybierzmy teraz w grafie kolejna pare stanow s; i s,. Zauwazmy, ze poniewaz
stan s,, nie posiada krawedzi laczacych go z podlegajacym aktualnie eliminacji
stanem s; = sy, nie ma potrzeby uwzglednienia go w roli s; lub s, (przypomnijmy,
ze w punkcie (i) procedury eliminacji wymagamy istnienia obydwu krawedzi s; — s;
oraz s; — si). Do ukoriczenia iteracji pozostaje wiec przyja¢ s; = s, = sp, oraz

“Mozna uwazac, ze tej sytuacji odpowiada wyrazenie regularne ).
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5j = 8k = Spn. W plerwszym przypadku, istnieje jedynie posrednie przejscie z s,
do samego siebie przez s,,, co odpowiada wyrazeniu aa. Tworzymy wiec petle przy
wierzchotku s,, z etykieta aa. Podobna analiza dla s,,, skutkuje utworzeniem przy
nim petli z etykieta bb. Poniewaz rozpatrzyliSmy wszystkie mozliwe pary s;, s,
iteracja koriczy sie i usuwamy stan s; = s,, z grafu wraz z przyleglymi do niego
krawedziami, por. Rys. 3.16 b.

Pozostaje teraz wyeliminowac stan s,,. W iteracji w roli s; i s, kolejno rozwazy¢
trzeba stany s, z s,,, oraz odwrotnie, a takze s,, i s,,, same z soba. Rozpocznijmy od
5j = Spp 1 8 = Spp. Laczaca je krawedz ma etykiete ab, natomiast przejscie posrednie
Spp = Spn —+ Spn 0dpowiada wyrazeniu ba. Zatem nowa etykieta krawedzi z s,, do
Spn Ma postac ab+ba. Zamieniajac nastepnie rolami sy, i s, otrzymamy dla taczacej
je odwrotnej krawedzi podobne wyrazenie ba + ab. W konicu biorgc s; = s, = s,
do wyrazenia aa etykietujacego petle przy tym wierzchotku dopisac¢ trzeba czton bb
odpowiadajacy alternatywnemu przejSciu posredniemu z s,, do samego siebie przez
spn. Podobnie w etykiecie petli przy s,, pojawi si¢ alternatywny czton aa.

W tym momencie mozna juz wyeliminowa¢ stan s,, i procedura konczy sie.
Ostateczna postaé grafu przejécia pokazuje rysunek 3.16 c. Mozemy wiec odczytaé z
niego globalne wyrazenie regularne dla naszego jezyka, zgodnie ze schematem (3.3):

p = (aa+bb)*(ab+ ba)(bb+ aa + (ba + ab)(aa + bb)*(ab + ba))" .

Wyrazenia regularne uzyskane powyzsza metoda moga przyjmowacé¢ dosé¢ skompliko-
wang postac¢, algorytm nie daje bowiem gwarancji utworzenia najbardziej zwartej
ich formy. Warto zauwazy¢, ze upraszczanie wyrazen regularnych jest samo w sobie
raczej skomplikowanym zadaniem.

Zakoriczymy niniejszy podrozdziat podsumowujacym twierdzeniem. W literatu-
rze wynik ten nazywany jest twierdzeniem Kleenego.

TWIERDZENIE 3.6 Klasa jezykow regularnych (a wiec akceptowanych przez skoti-
czone automaty deterministyczne lub niedeterministyczne) jest tozsama z klasq je-
zykow definiowanych przez wyrazenia reqularne.

II1.3 Gramatyki regularne

Trzeciag metoda charakteryzacji jezykoéw regularnych jest ich opis przy pomocy gra-
matyk o specyficznie ograniczonej postaci produkcji. W Rozdziale 11.4 podaliSmy
ogo6lng definicje gramatyki i definiowanego przez nia jezyka, por. Definicje 2.4 i 2.5.
Zajmiemy sie teraz gramatykami szczeg6lnej postaci i pokazemy w jaki sposob po-
wigzane one beda ze skoniczonymi automatami niedeterministycznymi.

DEFINICJA 3.8 Gramatyke nazywamy liniowq jesli wszystkie jej produkcje majg
postaé
X—=aYp b X —a, (3.4)

gdzie X 1Y sq nieterminalami, natomiast o i [ zbudowane sq¢ wylgcznie z liter
terminalnych.
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Zatem produkcje gramatyk liniowych posiadaja wytacznie pojedyncze symbole nie-
terminalne po lewej i co najwyzej po jednym takim symbolu po prawej stronie. Jak
sie przekonamy, postaé produkcji wptywa na klase jezykow, ktore mozna opisaé przy
ich pomocy. Gramatyki prawostronnie liniowe sa to gramatyki liniowe, takie, ze do-
datkowo zadamy by 8 = A w (3.4). A zatem ich wszystkie bez wyjatku produkcje
przyjmuja postac

X —=aY lub X —a,

gdzie jak poprzednio X,Y € V oraz a € A*. Podobnie, gramatyki lewostronnie
liniowe spelniaja zadanie o« = A we wszystkich produkcjach (3.4).

DEFINICJA 3.9 Gramatyka reqularna jest to gramatyka jednostronnie (t.j. prawo-
lub réwnowaznie lewostronnie) liniowa.

Mozna tatwo uzasadni¢ dlaczego kategorie gramatyk lewo- i prawostronnie linio-
wych sa rownowazne w tym sensie, ze opisuja te sama klase jezykow. Po pierwsze,
dwa twierdzenia, ktore udowodnimy za chwile pokazuja, ze jezyki generowane przez
prawostronnie liniowe gramatyki sa to doktadnie jezyki regularne. Po drugie za-
uwazmy, ze jesli przetransformujemy dowolng gramatyke G, zastepujac lewe i prawe
strony jej produkcji a — S ich lustrzanymi odbiciami, o= %, wowczas otrzyma-
my gramatyke G generujaca lustrzane odbicie jezyka L(G), a wiec L(g) = m
Po trzecie, rozwiazujac Zadanie 15 b) na koricu rozdzialu przekonamy sie, ze odbicie
lustrzane jezyka regularnego jest jezykiem regularnym. Z tych faktow tatwo wynika,
ze dwie wersje definicji regularnosci gramatyki w oparciu o prawo- lub lewostronnie
liniowe produkcje sa réwnowazne.

PRZYKEAD 3.12 Rozwazmy prawostronnie liniowa gramatyke postaci®

S — aaS|bbS|abX | baX
X — aaX |bbX |abS |baS | \.

Warto zauwazy¢, ze samo podanie zbioru produkcji w zasadzie wystarczy za de-
finicje gramatyki, bowiem okresla ono jednoznacznie zbiory A i V. Przyktadowe
wyprowadzenie w tej gramatyce to

S = aaS = aabaX = aabaabS = aabaabbbS = aabaabbbabX = aabaabbbab ,

gdzie w ostatnim kroku uzyliémy produkcji X — A w celu pozbycia sie symbolu
nieterminalnego. Konicowy napis jest wiec elementem jezyka generowanego przez
te gramatyke. Choé¢ byé¢ moze nie jest to oczywiste na tym etapie, jest to jezyk
z Przyktadu 3.11. Zaobserwujmy, ze wyprowadzenie w gramatyce prawostronnie
liniowej ma te szczegbdlng wlasnosé, ze na kazdym jego etapie mamy tylko jeden
symbol nieterminalny stojacy doktadnie na koricu tworzonej formy zdaniowej.

W dwoch kolejnych twierdzeniach pokazemy, ze jezyki generowane przez gra-
matyki regularne sa to doktadnie jezyki akceptowane przez skonczone automaty,

SPrzypomnijmy, ze stosujemy skrétowy zapis X — |1 na oznaczenie dwoch (Iub ogdlnie kilku)
produkcji X — v i X — n na raz.
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a wiec jezyki regularne. Charakteryzacja przez gramatyki jednostronnie liniowe jest
wiec czwarta, rownowazna metoda okreslania jezykoéw regularnych, obok automatow
deterministycznych, niedeterministycznych oraz wyrazen regularnych.

TWIERDZENIE 3.7 Dla kazdej gramatyki regularnej (prawostronnie liniowej) G
istnieje skonczony automat niedeterministyczny M taki, ze L(M) = L(G).

DowOD. Dla kazdej produkeji X — aqas...aY w G utworzmy podstrukture au-
tomatu niedeterministycznego postaci

natomiast dla kazdej produkcji terminalnej X — ajas . ..ar — podstrukture

LN UNg uuu.

Nieoznaczonym na rysunkach stanom trzeba oczywiscie nada¢ niepowtarzalne ety-
kiety, za$ sy dodajemy jako stan konicowy. Kompletny automat uzyskujemy przez
odpowiednie potaczenie utworzonych podstruktur — przez identyfikacje stanow ety-
kietowanych ta samg litera nieterminalng. Stanem startowym jest S — symbol po-
czatkowy gramatyki. Otrzymany automat jest na ogol niedeterministyczny (np. w
sytuacji gdy X — aY i X — aZ sa produkcjami gramatyki). Jesli teraz

S =¢ Y] =¢ Y, =6 ... =¢ s .. oY, =6 0100 .. Qi

jest wyprowadzeniem w G realizowanym przy pomocy stosownych produkcji Y; —
@;11Y;11, odpowiada mu jednoznacznie akceptujaca $ciezka w grafie skonstruowane-
go automatu i podobnie na odwrot. O
Twierdzenie odwrotne — konstrukcje gramatyki odpowiadajacej danemu auto-
matowi, sformulujemy w rownowaznej postaci dla automatu deterministycznego.

TWIERDZENIE 3.8 Kazdemu skoniczonemu automatow: deterministycznemu M
odpowiada gramatyka reqularna G taka, zZe L(G) = L(M).

DowOD. Gramatyke konstruujemy nastepujaco. W roli symboli nieterminalnych
uzyjemy bezposrednio standéw automatu. W szczegdlnosci symbolem poczatkowym
jest stan startowy Sp. Na podstawie wartosci funkcji przejscia 7(S;,a) = S; two-
rzymy odpowiadajace im prawostronnie liniowe produkcje gramatyki S; — aS;.
Ponadto dla kazdego stanu koricowego Sy dodajemy produkcje Sp — A.
Niech teraz o = ajas . ..a, € L(M). Mamy wiec ciag relacji przejscia
Soa1as ... @, =p a1S5as ...y = = Q103 ... 0RS;

n

gdzie S;, jest stanem koncowym. Ciag ten wzajemnie jednoznacznie odpowiada cia-
gowi wyprowadzen w G

So =G &152‘1 =G *° =>ag a1a2. .. anSZ-n =G a109...0y,
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Rys. 3.17: Automat niedeterministyczny rozpoznajacy jezyk zadany przez grama-
tyke (3.5) z Przykladu 3.13.

gdzie w ostatnim wyprowadzeniu skorzystaliSmy z produkeji S;, — A. Stad L(G) =
L(M). O

PrRzZYKEAD 3.13 Utworzymy gramatyke regularng dla automatu z Rys. 3.16 a.
Symbole nieterminalne oznaczamy tak samo jak stany automatu Sy, Spp, Spn 1 Snn-
Symbolem poczatkowym jest S,,. Posta¢ produkcji $ciéle imituje przej$cia automatu:

Spp = aSpp | bSpn
Snp = aSpy | bSny,
Spn = @Spn | bSyp
Snn = aSpn | bSnp | A

Ostatniag pusta produkcje dodali$émy, poniewaz S, jest stanem finalnym automatu.
Rownowazna gramatyka (dla tego samego jezyka) w nieco innej postaci pojawita
sie juz w Przyktadzie 3.12. Mozna ja tatwo utworzyé¢ na podstawie uogoélnionego
grafu przejscia z Rys. 3.16 c, taka sama jak powyzsza metoda.
7 kolei zbudujemy automat dla jezyka generowanego przez nastepujaca grama-
tyke
S — abS|bbX

X = baX|ba (3:5)

Nawiasem mowiac, na podstawie tak prostej gramatyki jak (3.5) mozna tatwo napi-
sa¢ odpowiednie wyrazenie regularne, w tym wypadku (ab)*bb(ba)*ba. Automat bu-
dujemy zgodnie z przepisem podanym w dowodzie Twierdzenia 3.7, por. Rys. 3.17.

IT1.4 Wlasnoéci jezykéw regularnych

W poprzednich podrozdziatach omowilismy kilka rownowaznych metod definiowania
jezykow regularnych. Obecnie zajmiemy sie pewnymi ich wlasnosciami, istotnymi w
praktycznych zastosowaniach.

1 Zamknieto$é klasy jezykéw regularnych

W Rozdziale I1.3 zdefiniowaliSmy szereg operacji na jezykach. Gdy zajmujemy sie
analiza specyficznej klasy jezykow formalnych pojawia sie naturalne pytanie o za-
mknietos$¢ tej klasy ze wzgledu na poszczegbélne operacje. A wiec np. czy z faktu,
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ze L1 i Ly sa jezykami klasy £ automatycznie wnioskowaé¢ mozna, ze jezykiem tej
samej klasy jest np. zbior Ly N Ly ?

Pytania tego typu okazuja sie z reguly tatwo rozstrzygalne dla jezykow regu-
larnych. W dalszej czesci skryptu przekonamy sie, ze w przypadku klas jezykow o
bardziej skomplikowanej strukturze te same pytania sa w wielu wypadkach niepo-
rOwnanie trudniejsze.

Zacznijmy od rezultatu bedacego prosta, bezposrednig konsekwencja faktu, ze
jezyki regularne mozna opisa¢ przy pomocy wyrazen regularnych.

TWIERDZENIE 3.9 Klasa L3 jest zamknieta ze wzgledu na sume mnogosciowg,
konkatenacje i domkniecie konkatenacyjne.®

Wynika to wprost z Definicji 3.7 jezyka opisywanego przez wyrazenie regularne i
faktu, ze jezyki te sa klasy £3. Z tych samych powodéw mozna powiedzie¢ nawet
wiecej: rodzina jezykoéw regularnych nad ustalonym alfabetem A jest najmniejsza
rodzing jezykow, ktora

— zawiera jezyk ) oraz wszystkie jezyki jednoliterowe {a} dla a € A,

— jest zamknieta ze wzgledu na skoniczone konkatenacje, sumy i domkniecie kon-
katenacyjne.

Okazuje sie, ze oprocz zaliczonej do operacji regularnych sumy, jezyki regularne
sa zamkniete rowniez ze wzgledu na wszelkie inne operacje mnogosciowe.

TWIERDZENIE 3.10 Klasa L3 jest zamknieta ze wzgledu na dopelnienie, przekroy,
roznice i roznice Symetryczng.

DoOwOD. Zamknietosé jezykow regularnych ze wzgledu na dopelnienie, L¢ = {«a €
A*: «a ¢ L}, otrzymujemy przez konstrukcje automatu deterministycznego M’ dla
L¢ na podstawie automatu M dla jezyka L. Niech M akceptuje L. Dodajac jesli
trzeba do M stan putapkowy, mozemy przyjaé¢, ze funkcja przejécia 7 jest totalna.
Automat M’ powstaje z M przez zastapienie w nim dotychczasowego zbioru standow
koncowych jego dopelieniem, S%. = ¥ — Sp. A wiec s € S% wtedy i tylko wtedy,
gdy s nie jest stanem konicowym w M. Funkcja 7 pozostaje niezmieniona. Poniewaz
jest ona funkcja totalna, kazdy napis wejsciowy czytany jest do koica: spov =73, as,
przy czym relacja przejécia = jest identyczna dla obu automatow M i M’. Jesli
wiec a ¢ L, wowezas s ¢ Sp, skad a € L(M’). Odwrotnie, gdy o € L(M'), wowczas
s € S, awiec s ¢ Sp czyli @ ¢ L. W rezultacie L¢ jako jezyk akceptowany przez
SAD M’ jest regularny.

Korzystajac teraz z podstawowej tozsamosci de Morgana Ly N Ly = (L§ U L§)C,
wnioskujemy, ze dla regularnych jezykow L, i Ly takze L N Ly musi by¢ regularny.
Stadd na podstawie L1 _L2 = L1 ﬂL; oraz L1 @LQ = (L1 —Lg) U (LQ—Ll), por. (].].),
otrzymujemy natychmiast identyczny wynik dla réznicy zwyklej i symetrycznej je-
zykow regularnych.

60peracje te nazywamy nb. operacjami reqularnyms.
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Ostatni argument, jakkolwiek logicznie kompletny, ma jednak pewna wade, bo-
wiem nie podaje bezposrednio metody konstrukeji skoriczonego automatu akceptuja-
cego jezyk LM Ls. Konstrukecja taka moze okazac sie pozyteczna przy rozwigzywaniu
konkretnych zadan programistycznych. Opiszemy obecnie te technike.

Niech M; = (A, ¥, 3(()1), Sl(ml), m ) oraz My = (A, X, 582), Sg),m) beda automata-
mi deterministycznymi akceptujacymi L i odpowiednio Lo. Dla prostoty zaktadamy,
ze sg to jezyki nad tym samym alfabetem A, w przeciwnym wypadku nalezaloby
najpierw ograniczy¢ dzialanie automatow, a wiec ich funkcje przejscia, do czesci
wspolnej alfabetow. Tworzymy teraz nowy automat M, biorac jako jego zbior sta-
noéw iloczyn kartezjanski ¥ = 31 xX,. Stanem poczatkowym jest (3(()1), 3(()2 ), podobnie
jak Sp = l(ml) X Sl(f). Funkcja przejscia okreslona jest nastepujaco:

ﬁ((sgl),s@)),a) = (3,&1),352)) & ﬁl(sgl),a):s,(:) i 7r2(3(2),a):3,(€2). (3.6)

Tak wiec przejscie z litera a ze stanu (351), 35.2)) do (sl(:), sl(Q)) mozliwe jest w M do-
ktadnie wtedy, gdy w M; istnieje takie przejécie miedzy sgl) a 31(91) i jednoczesnie
w M, przejscie takie istnieje miedzy 35-2) oraz sl(z). W ten sposéb kazdemu ruchowi
automatu M odpowiadaja “réwnolegte” ruchy automatéow M; i My podczas skano-
wania tej samej litery. Nietrudno wiec widzie¢, ze gdy M czytajac stowo « osiaga
pewien stan koncowy (sé,l),s((f)) € Sfpl) X S}Z), wowcezas automaty M; 1 My w serii
rc’)wnole§1ych ruch6éw na tym samym stowie wejsciowym « osiagaja swoje stany kon-
cowe 31(,1 i s,(f), a takze na odwrot. Zatem akceptacja a przez M zachodzi doktadnie
wtedy, gdy kazdy z automatéw My i My oddzielnie takze akceptuje a. Jezyk Ly N Lo
jest wiec akceptowany przez jawnie skonstruowany automat deterministyczny M, co
konczy dowdod. O

Prawo- i lewostronne ilorazy jezykow regularnych prowadza takze do jezykow tej
samej klasy. Podobnie rzecz ma sie z lustrzanym odbiciem i homomorfizmem jezy-
ka regularnego. Dowody tych faktéw pozostawiamy jako zadania do samodzielnego

rozwigzania, p. Zad. 15.

2 Rozstrzygalno$é w klasie jezykow regularnych

W przyktadach widzieliSmy, ze ten sam jezyk moze by¢ definiowany na wiele sposo-
bow, przy czym rownowaznos¢ takich opiséw nie musi by¢ widoczna na pierwszy rzut
oka. Zasadne jest wiec np. nastepujace pytanie: czy dwie gramatyki opisuja ten sam
jezyk? Okazuje sie, ze w przypadku jezykoéw bardziej ogdlnych niz jezyki regularne
pytania tego typu sa z reguty trudne lub wrecz nierozstrzygalne.” Klasa L3 jest w
tym kontekscie wyjatkiem: wickszos¢ probleméw decyzyjnych posiada tu dobre, kon-
struktywne rozwigzanie. Wymienimy dalej najwazniejsze z nich. Mowiac opis jezyka
w pierwszej kolejnosci bedziemy mieli na mysli opis przez SAD, lecz w og6lniejszym
sformutowaniu moze to by¢ dowolna inna charakteryzacja jezyka regularnego: przez
SAN, wyrazenie regularne lub gramatyke regularng. Pamietajmy, ze dla kazdej z

"Nierozstrzygalno$é rozumiana jest tu jako brak ogélnego algorytmu, ktéry w skoficzonym czasie
odpowiedziatby “tak” lub “nie” na postawione pytanie. Na obecnym etapie postugujemy sie tym
pojeciem intuicyjnie, wkrotce jednak nadamy mu $cisty, formalny sens.
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tych alternatywnych definicji jezyka potrafimy juz zbudowa¢ w skonczonej liczbie
krokow rownowazny automat deterministyczny.
Oto niektore z wazniejszych problemoéw decyzyjnych:

a) Problem nalezenia: dla danego opisu jezyka L i stowa a € A* stwierdzi¢,
czy a € L, czy tez o ¢ L.

b) Problem skoriczonosci: dla danego opisu jezyka L stwierdzi¢, czy jest on
pusty, skoriczony, badz nieskoriczony.

c) Problem identycznosci: dla opisow dwoch jezykow Ly i Lo stwierdzié, czy
Ly = Ls.

d) Problem inkluzji: dla opisow dwoch jezykoéw Ly i Lo stwierdzié, czy Ly C Lo.

Rozstrzygalno$¢ problemu nalezenia wynika z faktu, ze na podstawie opisu jezy-
ka regularnego jesteSmy w stanie wygenerowaé akceptujacy go skonczony automat
deterministyczny, a nastepnie zasymulowaé jego dziatanie na danych wejsciowych
a. Odpowiedz “tak” lub “nie” zalezy wylacznie od tego w jakim stanie zatrzyma sie
automat.

Dla rozpoznania rozstrzygalnosci problemu skonczonosci najtatwiej postuzy¢ sie
grafowa reprezentacja automatu deterministycznego akceptujacego jezyk L. Pytania
o liczebnos¢ L ttumaczymy wowczas na rozstrzygalne pytania o istnienie okreslonych
Sciezek w grafie. Jedli istnieje w tym grafie przynajmniej jedna $ciezka z sg do kto-
regokolwiek ze stan6w konicowych, jezyk L jest niepusty. W celu stwierdzenia czy
L jest skoriczony czy tez nie, nalezy przeanalizowaé strukture cykli w grafie. Jesli
istnieje w nim cho¢ jeden cykl prosty posiadajacy wspolnag cze$c ze $ciezka taczaca
stan poczatkowy z koricowym, jezyk L jest nieskoniczony.

Problem identycznoéci jezykow rozwiazemy zauwazajac, ze skoro Li i Lo sa re-
gularne, jezyk L = Ly @ Lo tez jest taki. Dla stwierdzenia czy L; = Lo, wystarczy
zbadaé, czy L = ). To zadanie jednak potrafimy juz wykonaé¢. Podobnie dla roz-
strzygniecia problemu inkluzji mozemy postuzy¢ sie formuta L, U Ly = Ly spelniong
jedynie wtedy, gdy istotnie Ly C Ls. Tak wiec problem inkluzji redukujemy jak
poprzednio do pytania o to, czy jezyk L = (L1 U Ly) @ Ly jest pusty. Podkreslmy
raz jeszcze: metoda rozstrzygajaca polega na skonstruowaniu automatu M akcep-
tujacego L i sprawdzeniu czy w jego grafie istnieje Sciezka z sy do s € Sp. Samej
konstrukcji M dokonujemy wyrazajac roznice symetryczna Ly & Ly w jednej z réwno-
waznych postaci (1.1) i systematycznie stosujac opisane wyzej metody uzyskiwania
automatow dla dopetnien oraz sum i/lub przekrojow jezykow regularnych.

3 Twierdzenie Myhilla—Nerode’a i lemat o pompowaniu

Charakteryzacje jezykow regularnych, ktore omowilismy do tej pory sa z reguty
mato uzyteczne, gdy zadanie polega na wykazaniu, ze pewien jezyk nie nalezy do
klasy £3. W tym wypadku nalezaloby bowiem udowodnié¢, ze nie istnieje skonczony
automat, wyrazenie regularne lub gramatyka, ktore opisywalyby taki jezyk. Jest
to oczywiscie zadanie wielokrotnie bardziej skomplikowane, niz proste stwierdzenie,
ze nie potrafimy skonstruowaé¢ ani automatu ani tez wyrazenia czy gramatyki dla
badanego jezyka.
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Dwa wazne twierdzenia, ktére oméwimy w tym podrozdziale sa bardziej od-
powiednimi narzedziami do rozstrzygania tego typu probleméw. Obydwa wykorzy-
stuja konsekwencje skoriczonodci pamieci automatow (a wiec skoriczonosci zbioru
stanow) do wykazania, ze analizowany jezyk nie moze by¢ regularny. Idea opiera sie
na prostym, intuicyjnym fakcie wykorzystywanym czesto w matematyce dyskretnej,
opisowo nazywanym “zasada golebnika”. Wyraza sie ona stwierdzeniem, ze jesli w
gotebniku znajduje sie wiecej gotebi niz jest w nim klatek, woéwczas co najmniej
jedna z klatek zajmuja przynajmniej dwa golebie. W roli klatek wystepuja stany
automatu, a w roli gotebi — napisy wejéciowe lub ich poszczeg6lne litery.

Przed wtasciwym sformutowaniem twierdzen, zwr6¢my uwage na kilka prostych
lecz istotnych faktéw. Niech M bedzie skonczonym automatem deterministycznym
o m stanach sg,...s,,_1 i totalnej funkcji przejécia. Przez M, oznaczmy automat
powstaly z M przez zamiane stanu startowego z sg na s;. W tej konwencji oczywiscie
M = M. Kazdy z automatéw definiuje pewien jezyk L; = L(M;). Jezyki L; moga
(cho¢ nie musza) by¢ rozne, istotne jest jednak to, ze powsta¢ moze w ten sposob
nie wiecej niz m roéznych jezykow.

Z kolei wro¢émy do definicji lewostronnej pochodnej jezyka (2.1). Poniewaz zamie-
rzamy teraz uzywaé wylacznie lewostronnych pochodnych, dla czytelno$ci pomijaé
bedziemy indeks “minus” w mianowniku, piszac fl—é zamiast ddﬁL, . Jedli L jest jezykiem
akceptowanym przez automat M, wowczas dla dowolnego ustalonego 5 € A* zbior
% jest po prostu jednym z jezykow L;. Wystarczy mianowicie sprawdzi¢, do ktorego
ze swoich stanéw dochodzi M czytajac napis f3,

so = Bsi.

Zgodnie 7 definicjg pochodnej lewostronnej, % jest zbiorem tych napiséw «, ktore po

dotaczeniu do S produkuja stowo Sa akceptowane przez M. Jest to wiec dokladnie
zbior tych «, ktore zostang zaakceptowane przez M jesli wystartowaé go ze stanu
s;, czyli a € L;. Pochodne jezyka L oblicza¢ mozna wzgledem dowolnych napisow (3,
wazne jest jednak to, ze w przypadku jezyka regularnego otrzymamy w ten sposob
nie wiecej niz m réznych wartosci pochodnej. Zasada golebnika dziata tu w ten
sposob, ze jesli wzigé wiecej napisow [ niz wynosi liczba stanéw automatu M, co
najmniej dwa z tych napisow produkuja identyczng wartos¢ pochodnej Z—é.
Zauwazmy takze, ze jesli opusci¢ zalozenie o regularnosci jezyka L, liczba roznych
jego pochodnych moze okaza¢ sie nieskoriczona. Twierdzenie, ktore zamierzamy wta-
$nie sformulowaé orzeka, ze w tym wypadku liczba ta wrecz musi byé¢ nieskonczona.

TWIERDZENIE 3.11 (Myhill-Nerode) L jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba jego roznych lewostronnych pochodnych Z—é, B € A*, jest skoriczona.
DowOD. Jesli L jest regularny, posiada akceptujacy go automat deterministycz-
ny. Niech m bedzie liczba jego stanéw. UzasadniliSmy powyzej, ze liczba réznych
lewostronnych pochodnych L nie moze przekracza¢ m, a wiec dowdd koniecznodci
warunku Myhilla—Nerode’a jest juz kompletny.

Odwrotnie, niech Ly, Ly, ... L,,_1 oznaczaja wszystkie bez wyjatku przyjmowane
wartosci pochodnej %. Jest wérod nich sam jezyk L, bowiem % = L, co wida¢
wprost z definicji pochodnej. Mozemy przyja¢, ze L = Lg. Zbudujemy skoniczony
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automat deterministyczny dla L. Przyjmijmy jako etykiety stanéw symbole s;, ¢ =
0,1,...m—1, a wiec kazdy ze stanéw s; odpowiada unikalnie jednemu jezykowi L;.
Funkcje przejscia definiujemy nastepujaco:

dL;
L= L..
da J

Stanem startowym jest so (odpowiadajacy jezykowi Lo = L). Jako stany koricowe
oznaczymy si dla tych k, dla ktorych A € Lj, a wiec L powstajace gdy pochod-
na jezyka L jest obliczana wzgledem jego wlasnych elementow 3 € L. Pozostaje
sprawdzi¢, ze skonstruowany wtasnie automat M rzeczywiscie akceptuje jezyk L.
Jesli wiec o = ajas...a, € L, wowczas kolejno as . ..a, € C‘% =DL;,as...a, €

dLil _ . . dLin_Q .
daz Lig itd. az do a, < dan_1 Lin—l

Thimaczac to na przejscia w automacie

(s, a) = s; wtedy i tylko wtedy, gdy

, dL;
oraz ostatecznie A\ € —=% = L; .
an n

Soa1...0p = A1S;;,02...0p = = A1 ...0p_184, ,Ap = A1 ...0yn S;, ,

przy czym s;, jest stanem koricowym, poniewaz A € L; . Zatem « € L(M).

Niech z kolei spae =* asy dla sy € Sp. Zgodnie z definicja automatu oznacza to,
ze Ly = % oraz, ze A € Ly. To z kolei $wiadczy o tym, ze a € L, co koticzy nasz
dowod. O

Dodajmy jeszcze jeden uzyteczny wniosek, ktory pojawia sie jako swoisty bonus
z konstrukcji automatu przedstawionej w dowodzie.

FAKT. Automat skonstruowany w dowodzie twierdzenia Myhilla—Nerode’a jest opty-
malny pod wzgledem liczby stanow.

Uzasadnienie tego faktu jest bardzo proste jesli zauwazymy, ze rézne wartosci L;
pochodnej % sa dla skonstruowanego automatu M doktadnie jezykami L(M;) ak-
ceptowanymi, gdy stan s; pelni role stanu startowego. Stany s; i s; bylyby wiec
nierozroznialne w sensie Definicji 3.5 doktadnie wtedy, gdy L; i L; bylyby identycz-
ne, a to oznacza, ze s; i s; to juz jeden i ten sam stan automatu M.

PRZYKEAD 3.14 Rozwazmy dwa jezyki: L = {a™b" : m,n > 0} oraz L' =
{a"b" : n > 0}. Mimo formalnego podobienstwa, sa to jezyki zupekie réznych
klas. Wykazemy najpierw przy pomocy twierdzenia Myhilla, ze L jest regularny.
Latwo przekonaé sie, ze

Lo = L dla a=d*, k>0

dL

= Li = {b": n>0} dla a=d', k>0,1>0 (3.7)
Ly = O dla pozostatych «

Tak wiec mamy tylko 3 r6zne wartosci pochodnej jezyka L, a zatem jest on regularny.
Proponujemy czytelnikowi skonstruowanie 3-stanowego automatu dla tego jezyka na
podstawie (3.7).

Z kolei dla jezyka L' wystarczy zauwazy¢, ze np. biorac jako « napisy postaci
a™b dla n > 1 otrzymujemy jednoelementowe zbiory

L’ .
@~
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Rys. 3.18: Ilustracja do dowodu lematu o pompowaniu. Poniewaz dtugo$é¢ wejscio-
wego napisu a = (0 jest nie mniejsza niz liczba standéw automatu, Sciezka w grafie
odpowiadajgca skanowaniu tego napisu musi odwiedzaé jeden ze stanéw co najmniej
2 razy, a wiec zapetlac sie.

a wiec odmienng warto$¢ dla kazdego n. Zatem liczba roznych wartosci pochodne;j
jest nieskonczona, a jezyk L' nie jest regularny.

Drugim waznym narzedziem, stuzacym do rozpoznawania jezykow nieregular-
nych jest tzw. lemat o pompowaniu. W dalszej czesci skryptu spotkamy takze ana-
logiczny lemat dla jezykéw bezkontekstowych.

LEMAT 3.1 (O pompowaniu dla jez. regularnych) Jesli L jest nieskoriczonym jezy-
kiem regularnym, istnieje stata m > 0 taka, Ze dowolne stowo o € L o dtugosci co
nagmniej m mozna zawsze podzieli¢ na trzy czesci o = By w taki sposdb, ze

(i) [By] <m,
(ii) v =1,
(iii) wszystkie stowa postaci fy*§ dla k = 0,1,2,... sq takze elementami L.

DowOD. Sens tego niezbyt czytelnego na pierwszy rzut oka lematu stanie sie bardziej
zrozumiaty, gdy oméwimy idee jego dowodu. Ograniczymy sie tym razem jedynie do
szkicowego przedstawienia argumentu, z pominieciem technicznych szczegbétow dla
maksymalnej jasnodci.

Jesli wiec L jest jezykiem regularnym, istnieje skoriczony automat determini-
styczny M akceptujacy go. Niech m bedzie liczba jego stanéw. Poniewaz jezyk L
jest z zalozenia nieskoriczony, zawiera¢ musi dowolnie dtugie stowa. Wezmy wiec ja-
kiekolwiek stowo o € L o dtugosci co najmniej m. Przeanalizujmy Sciezke w grafie
automatu M odpowiadajaca sekwencji przejs¢ akceptujacej stowo «, por. Rys. 3.18.

Rozpoczynajac w sg, absorpcja pojedynczej litery w « przesuwa automat do
kolejnego stanu. Jedli zalozyé¢, ze w procesie skanowania automat nie powraca do
stanu sg, do dyspozycji pozostaje nam m — 1 stanéw sq, ..., S;,—1. Skoro jednak «
ma co najmniej m liter, zgodnie z zasada gotebnika pewien stan musi by¢ odwie-
dzony przynajmniej 2 razy. Zalézmy, ze stanem ktory po raz pierwszy powtarza sie
w sekwencji przej$¢ jest s;. Oznaczmy symbolem [ te poczatkowa cze$é¢ «, ktora
zostata przeczytana do chwili, gdy automat po raz pierwszy dochodzi do stanu s;,
nastepnie symbolem ~ te dalsza czes¢ a, ktora podlega przetwarzaniu podczas cyklu



73

ruchow automatu od s; do ponownego osiagniecia s;, a w koncu przez ¢ pozostalay
cze$¢ « skanowang do osiagniecia stanu koricowego s;. Rys. 3.18 ilustruje ogolna
sytuacje.®

Skoro s; jest z zalozenia pierwszym powtarzajacym sie stanem, wynika stad, ze
dhugosé czesci Sy nie moze byé wieksza niz m, co pokazuje prawdziwos¢ wiasno-
Sci (i) w lemacie. Cykl z s; do s; zawiera co najmniej jedng krawedz, co uzasadnia
nieréwnosé (ii). Ponadto z rysunku wynika natychmiast, ze jesli jako napis wejscio-
wy przyjaé ag = [0, zostanie on zaakceptowany przez M. Podobnie dla napisu
g = [yv6: wystarczy bowiem by automat wykonal dwa obroty petli od s; do s;.
Ogolnie kazde stowo postaci ay, = 3756 dla k = 0,1,2,... musi by¢ przez M zaak-
ceptowane. Stanowi to dowod wtlasnosei (iii). Stad wlasnie bierze sie nazwa lematu:
kazde dostatecznie dhugie stowo regularnego jezyka musi da¢ sie “napompowacé” przez
powielanie pewnej jego czeSci do napiséw takze nalezacych do tego jezyka. O

Zanim przejdziemy do przyktadow zwroémy uwage, ze lemat o pompowaniu jest
wynikiem istotnie stabszym od twierdzenia Myhilla—Nerode’a, poniewaz formutuje
jedynie warunek konieczny dla jezykéw regularnych. Znane sg przyklady jezykow
spetniajacych teze tego lematu, ktére mimo to nie s regularne. Nie oznacza to jed-
nak, ze lemat jest mniej uzyteczny od twierdzenia Myhilla. Przewaznie stosujemy
go wykazujac sprzecznos¢ z przypuszczeniem, jakoby badany jezyk L byt regularny.
Sprzeczno$¢ ta uzyskuje sie podajac choé¢ jeden przyktad stowa z L, ktore po na-
pompowaniu tworzy napisy spoza L, niezaleznie od jego podziatu na czesci (3, v, o
zgodnie z warunkami (i) oraz (ii).

PrzZYKEAD 3.15 Na poczatek zademonstrujemy zastosowanie lematu o pompo-
waniu do wykazania, ze jezyk L' = {a™0" : n > 0} =z Przykladu 3.14 nie jest
regularny. Zalozmy, ze mimo wszystko jest to jezyk regularny. Zgodnie z lematem
istnieje stala m taka, ze wszystkie stowa z L' o dlugosci wiekszej niz m pozwalaja na
pompowanie niewyprowadzajace poza L'. Wezmy wiec stowo o = a™b™. Jakkolwiek
bedziemy probowali je podzieli¢ na czesci 3, 7, §, warunek (i) lematu |Gy] < m
wymusza, ze fragment (5~ sktadaé¢ sie moze wytacznie z liter a. Tym samym v = a”
dla pewnego p > 1. Latwo sprawdzi¢, ze pompowanie produkuje wowczas stowa
ap = a"TErpr k= 0,1,2. .., ktore (poza przypadkiem k = 1, a wiec wyjécio-
wego stowa «) nie naleza do jezyka L'. Stad wniosek, ze L' nie moze by¢ jezykiem
regularnym.

Przeanalizujmy jeszcze raz krotko logiczng strukture naszego wywodu. Warunek
konieczny, ktory reprezentuje lemat o pompowaniu ma postaé¢ p = ¢, gdzie zdanie p
orzeka, ze jezyk L jest regularny, natomiast ¢ jest rozbudowanym warunkiem pom-
powania, ktory powinien zachodzi¢ dla wszystkich wystarczajaco dtugich stow . W
naszym rozumowaniu poshugujemy sie kontrapozycja lematu w postaci -¢ = —p.
Zaprzeczenie g oznacza, ze istnieje przynajmniej jedno stowo a, ktore choé¢ zgodnie
z wymogiem lematu ma dlugo$é przekraczajaca m, generuje poprzez pompowanie

8Stan s; moze by¢ tozsamy ze stanem s;, co upraszcza nieco rysunek i podzial «, lecz w ogélnym
wypadku tak byé¢ nie musi — woéwcezas v i 6 mogg mieé identyczny poczatkowy fragment, ten ktory
jest skanowany podczas przejicia z s; do s;.
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stowa nienalezace do L, niezaleznie od tego, w jaki sposob zdecydujemy sie je po-
dzieli¢ na czesci 3, v, 9. Jesli wiec jestesmy w stanie wskazaé przyktad takiego stowa
«, jezyk L nie moze by¢ regularny. Kolejny przyktad pokazuje, ze wlasciwy wybor
stowa « jest istotny dla skutecznego przeprowadzenia dowodu nieregularnosci L.

PRZYKEAD 3.16 Tym razem niech L = {a € {a,b}* : |a|, = |als}. Jezyk L
rozni sie od poprzednio rozwazanego tym, ze porzadek liter a i b w stowach jest teraz
najzupeiniej dowolny. Zatézmy wiec, ze jest to jezyk regularny i niech m oznacza
stala z lematu. Przekonamy sie jak wazny jest odpowiedni wybor stowa a.

Jedli jako a wybraliby$Smy np. stowo abab. .. ab, wowczas mozna by podzieli¢ je
tak, aby v = ab, ale wtedy pompowanie dodawaloby jednakowsg liczbe liter a i b,
produkujac jedynie poprawne stowa z L. Cel nie zostalby wiec osiagniety. Podobnie
kazde stowo z L, ktore w obrebie poczatkowego m-literowego odcinka zawieratoby
fragment o réwnej liczbie a i b nie spetnitoby oczekiwanego zadania, bowiem biorac
ten ostatni fragment jako v, otrzymaliby$Smy pompowanie niewyprowadzajace poza
jezyk L.

Powyzsze uwagi powinny juz naprowadzi¢ nas na wlasciwy wybor a: nalezy za-
gwarantowac, by w jego poczatkowym m-literowym odcinku nie znalazl sie podciag
o rownej liczbie liter a i b. Jednym z takich stow jest o = a™b™ (czytelnik zechce
wskazaé inne przyklady). Skoro lemat wymaga by |8v| < m, wynika stad, ze v
sktada¢ sie moze wytacznie z liter a, powiedzmy p z nich. Tym razem pompowanie
ap = a™t+=DPpm parusza réwnowage miedzy liczebnodcia a i b, a wiec generuje
stowa spoza jezyka L.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ z uzyciem tw. Myhilla-Nerode’a.
Oznaczmy przez L jezyk postaci L = %’v Stowo v € Lj pod warunkiem, ze
konkatenacja a*y € L. W szczegolnodci takim stowem jest v = b*, widaé¢ jednak od
razu, ze v ¢ L; dla j # k. Oznacza to, ze Ly # L; dla réznych ki j, a wiec nie moze
by¢ ich skonczenie wiele.

PRZYKEAD 3.17 Kolejny przyklad dotyczyé bedzie jezyka L = {a” : n > 0}.
Zaktadajac, ze jest on regularny, otrzymujemy stala m, o ktéorej mowa w lemacie.
WeZmy teraz stowo a = am. Zauwazmy, ze nastepne dtuzsze stowo z L, a(m+1)2,
rozni sie od o o 2m + 1 liter, a wiec L na pewno nie zawiera stow o jakiejkolwiek
poéredniej dtugosci m? < | < m? + 2m + 1. Jednak zgodnie z teza lematu stowo
a mozna przedstawi¢ jako 8vd w taki sposob, ze |fy| < m, a zatem v = af gdzie
1 < p < m. Jednokrotne pompowanie stowa « generuje zatem ap = a™*P_ Poniewaz
jednak m? < m? + p < (m + 1)2, slowo ay nie moze byé¢ elementem jezyka L. Nie
jest on wiec regularny.

7Z kolei argument oparty na tw. Myhilla-Nerode’a jest tu nastepujacy. Oznaczmy
Ly = 2% W szezegolnosei a¥* € Ly, poniewaz a?1a¥ = o#+tD* ¢ L. Jesli jednak
J < k, wowczas a¥’ ¢ L;. Wynika to natychmiast z nier6wnosci

B < B+2j+1 < BP+2k+1 = (k+1)2.

To oczywiscie pokazuje, ze zbiory Lj sa rézne dla réznych k, a wiec jest ich nieskon-
czenie wiele.
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PRZYKLAD 3.18 Rozwazmy tym razem jezyk L = {a™: m # n? dla dowolnego n > 0},
czyli dopetienie jezyka z poprzedniego przyktadu. Nieregularno$é¢ tego jezyka wy-

nika natychmiast z faktu, ze dopetnienie jezyka regularnego tez jest jezykiem regu-
larnym. Gdyby wiec L byt regularny, taki bytby tez jezyk z poprzedniego przyktadu,

a wiemy juz, ze nie jest. Jednak bezposredni dowod tego faktu w oparciu o lemat o
pompowaniu lub o tw. Myhilla-Nerode’a wymaga znacznie wiecej pomystowosci.

IT1.5 Zadania do Rozdzialu III

Zadanie 1
Skonstruowaé grafy skoriczonych automatéw deterministycznych akceptujacych je-
zyki nad alfabetem A = {a, b}:
a) L={w: |wle=2 1 |w]|p>2}
) L={w: |w|] mod 3 =0}

=3

1

¢) L={w: |w|l, mod 3 =1}
d) L={w: (Jw|la —|w]p) mod 3> 1}
e) L={w: (Jw|s+2lwlp) mod 3 < 2}
f) L={a": k>0 i k#4}
g) L={d": 3|k lub 5|k} (p|k oznacza, ze p jest podzielnikiem k)
h) L={a*: 3|k i 5tk}
)

L={a":n>0 1 6|n(n+1)}

Zadanie 2

Segmentem w stowie w nazywamy zawarty w nim podciag ztozony z co najmniej
dwobch sasiednich, identycznych liter. Np. stowo aabaaaaabbb zawiera segmenty aa,
aaaaa oraz bbb. Zbudowaé SAD dla nastepujacych jezykoéw nad A = {a,b}:

a) L ={w: w nie zawiera segmentow o dtugosci mniejszej niz 4 }

=3

L ={w: kazdy segment liter  w w ma dlugosé¢ 2 lub 3}

o o

)
)
) L ={w: w zawiera co najwyzej 2 segmenty liter a dtugosci 3 }
)

L ={w: w zawiera po 1 segmencie liter a i b dtugosci 3 }

Zadanie 3

Zbudowaé SAD dla jezyka nad {0,1} zlozonego z zapisanych w postaci binarnej
liczb podzielnych przez 3 lub przez 5.

Zadanie 4

Dla jezyka z poprzedniego zadania zbudowaé¢ automat niedeterministyczny o mniej-
szej liczbie stanéw niz w rozwigzaniu deterministycznym.
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Zadanie 5

Skonstruowaé¢ automat niedeterministyczny akceptujacy jezyk

L={a>"b: n>0}U{a®™bb: n>1}.

Zadanie 6

Zmnalez¢ wyrazenia regularne generujace jezyki:
) L={a"b": 2| (n+m)}

) L={a"b": n>4, m<3}

) L¢=A*—L dla Lz Zad. b)

d) L={a"":n>1 m>1nm>3}

a

=3

o

Nastepnie skonstruowa¢ automaty niedeterministyczne odpowiadajace utworzonym
wyrazeniom.
Zadanie 7

Zbudowaé automaty niedeterministyczne dla jezykoéw zadanych przez wyrazenia re-
gularne:

a) ab*aa+ bba*aab

b) aa*(a+0b)

c)  ((aaa*)*b)*

d) (aab)* + (aa* + bb)*
Zadanie 8

Zamieni¢ automaty skonstruowane w poprzednich dwoch zadaniach na rownowazne
automaty deterministyczne.

Zadanie 9

Przeprowadzié¢ procedury optymalizacji dla automatow uzyskanych w poprzednim
zadaniu.

Zadanie 10

Metoda redukcji SAD skonstruowaé wyrazenia regularne generujace jezyki z Zad. 1.

Zadanie 11

Zaproponowaé og6lng metode zamiany wyrazenia regularnego p na wyrazenie ?

generujace lustrzane odbicie jezyka L(p).
Zadanie 12

Wykazaé¢ prawdziwosé lub nieprawdziwos¢ nastepujacych tozsamodci dla wyrazen
regularnych:



a) p+0=p, pO=0p=0, O" =X

b) pA=Xp=p, X=2A

c) (p)=p", (pto)=p"+0", (po) =po

d) p(p+o) =(p+to), (pto) =(pc")
Zadanie 13

Znalez¢ gramatyki regularne generujace jezyki:

a) L(aa*(ab+ a)*)

) L((aab*ab)*)

) L((aab)* + (aa* + bb)*)
) L=A{w: |wl.<3}

) L={a": 2/(n+m)}

o o lon

@

f) L={w: |w|s+3Jw|, jest parzyste}
L={w: |w|s1]|w|p sa parzyste}

)
)
h) L={w: (lwla—|wls) mod3 =1}
)
)

o

i) L={w: |lwla—|w|s| jest parzyste}

i) L= {a™" ™43: n >0}

77

Znalez¢ skoriczony automat niedeterministyczny akceptujacy jezyk generowany przez

Zadanie 14

gramatyke
S — abX
X — baY
Y — aX|bb

Zadanie 15

Niech L i Ly beda jezykami regularnymi. Konstruujac odpowiednie automaty skon-

czone pokazaé, ze regularne sg takze

a) ilorazy prawo- i lewostonne L = Li/L, oraz L = L;\ Lo

b) lustrzane odbicie L = E

c¢) dowolny obraz homomorficzny L = h(L;).
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Zadanie 16

Funkcja x(a) = Ly, a € A, L, C B} indukuje podstawienie x (L) dla jezyka L C
A*, por. (2.2) str. 31. Pokazaé, ze jesli L oraz wszystkie jezyki L, sa regularne,
regularny jest takze jezyk x(L). (Wskazowka: wykorzystaé reprezentacje L oraz L,
przez wyrazenia regularne).

Zauwazmy, ze 7z zamknietosci klasy L3 ze wzgledu na regularne podstawienia wy-
nika zbiorczo szereg podobnych, szczegdétowych rezultatow, ktorych odrebne dowody
przytoczyliSmy w podrozdziale I11.4.1.

Zadanie 17
Okreslmy operacje min L dla jezyka L jako

min L, = {w € L: nieistnieja o € L oraz § € A* takie, ze w = af}.
Pokazac, ze dla jezyka regularnego min L takze jest jezykiem regularnym.

Zadanie 18

Skonstruowaé¢ automaty dla przekrojow jezykow:

a) L((a+b)a*)N L(baa*)
b) L(ab*a*) N L(a*b*a)

Zadanie 19

Ktore z ponizszych stwierdzenn sa prawdziwe dla dowolnych jezykéw regularnych i
homomorfizmdow?

)

a) h(Ll U LQ) = Ll) U h(
N h(Lsy)

I
b)  h(LyN Ly) = h(Ly) N A(
¢)  h(LiLs) = h(L1)h(Ls)

L,
Ly

Zadanie 20
Niech L; = L(a*baa*), Ly = L(aba*). Wyznaczy¢ Ly/Ls.
Zadanie 21

Pokaza¢, ze wlasno$¢ L; = LyLy/Ly nie jest na ogol prawdziwa.

Zadanie 22

Niech L, U Ly bedzie jezykiem regularnym, a L, skonczonym. Czy wynika stad, ze
L4 jest regularny?

Zadanie 23

Zaproponowaé algorytmy sprawdzajace czy

a) |L| >5 dla dowolnego regularnego jezyka L
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b) dany jezyk regularny L zawiera nieskoriczenie wiele stow parzystej dlugosci

c) dla zadanej gramatyki regularnej G czy L(G) = {a,b}*

Zadanie 24

Wyznaczy¢ wszystkie wartosci lewostronnych pochodnych % dla jezykow z Zada-
nia 6.

Zadanie 25

Wyznaczy¢ wszystkie wartodci lewostronnych pochodnych % dla jezyka z Przykta-
du 3.2.

Zadanie 26

Pokazac, ze nastepujace jezyki nie sa regularne:
a) L={a"b": n<m}
b) L=Aw: |wla# |}
¢) L={{ww: we A"}

Zadanie wykona¢ dwukrotnie uzywajac 1) twierdzenia Myhilla-Nerode’a oraz 2) le-
matu o pompowaniu.

Zadanie 27

Rozstrzygna¢ (dowolna metoda) czy ponizsze jezyki sa regularne, czy tez nie:

a) L={a": n>2jest liczba pierwsza}

=3

)
) L ={a": n nie jest liczba pierwsza}
) L={a™b": 6|mn}

) L={a": n=£k k>0}

)

)

)

o o

@

L={a": n=2% k>0}

L ={a": n jest iloczynem dwoch liczb pierwszych}

anr

g) L={a": n>1}
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ROZDZIAL III. JEZYKI REGULARNE



Rozdzial 1V

Gramatyki 1 jezyki bezkontekstowe

IV.1 Gramatyki bezkontekstowe

W poprzednim rozdziale spotkalismy sie z przyktadami jezykoéw nieregularnych, np.
L={a": n>0}1lub L = {a" : n > 0}. Niektore z nich naleza do bardziej
ogo6lnej kategorii — klasy tzw. jezykow bezkontekstowych, ktorej opisem zajmie-
my sie obecnie. Jezyki bezkontekstowe bedziemy charakteryzowa¢ przede wszystkim
przez odpowiednie gramatyki, a takze przez automaty o konstrukcji bardziej ogolnej
niz skonczone automaty deterministyczne. Beda one wyposazone w pamieé¢ robo-
cza dzialajaca na zasadzie stosu. Klasa jezykow bezkontekstowych oznaczana jest w
hierarchii Chomsky’ego symbolem £, czasem takze symbolem L¢g. Skrot “Cf” po-
chodzi od angielskich stow “context free”. W dalszej czesci rozdziatu zbadamy, ktore
z operacji na jezykach nie wyprowadzaja poza klase Lo oraz omoéwimy bezkontek-
stowg wersje lematu o pompowaniu, ktéra pozwoli nam na wskazanie przyktadow
jezykow spoza L.
Zacznijmy od definicji gramatyki bezkontekstowe;.

DEFINICJA 4.1 Gramatyke G = (A, V, S, 1) nazywamy bezkontekstowq wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy wszystkie jej produkcje sq¢ postaci

X = «a, (4.1)

gdzie X € V oraz o € (AU V)*. Jezyk L nazywamy bezkontekstowym, gdy istnieje
generujgea go gramatyka bezkontekstowa G, a wiec gdy L = L(G). Klase jezykow
bezkontekstowych oznaczamy symbolem L.

Relacja wyprowadzenia =7 w gramatyce bezkontekstowej okreslona jest tak samo
jak w og6lnym przypadku, zgodnie z Definicjg 2.5. Posta¢ produkcji ma bezposredni
zwiazek z terminem “bezkontekstowa”. Pozwala ona bowiem na bezwarunkowe zaste-
powanie symboli nieterminalnych X odpowiednimi napisami o wszedzie, gdzie tylko
sie pojawia, niezaleznie od “kontekstu” symboli otaczajacych je w formach zdanio-
wych gramatyki. Inaczej rzecz ma sie z gramatykami ogolniejszego typu, tzw. gra-
matykami kontekstowymi, ktorych produkcje musza mieé¢ posta¢ 51 X5y — Srafs.
Tu symbol X moze by¢ zastapiony napisem « jedynie w wowczas, gdy wystepuje w
kontekscie By, [Bo.
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1 Gramatyki i wyprowadzenia

Przyjrzymy sie konstrukcji gramatyk bezkontekstowych na podstawie kilku przy-
ktadow. Chcemy zwrocié uwage czytelnika na fakt, iz na ogot stowa w L(G) mozna
wyprowadzi¢ w gramatyce na wiele alternatywnych sposobéw. Z punktu widzenia
zastosowan programistycznych mozna to uznaé¢ za przeszkode — woleliby$my by
sposob generowania stow byl mozliwie jednoznaczny na kazdym etapie.

PrRZYKEAD 4.1 W Przyktadzie 2.5 opisaliémy gramatyke bezkontekstowa generu-
jaca Ly = {a"b" : n > 0}. Rozwazmy powiazany jezyk L = {a”b" : m # n}.
Zwroémy przy tym uwage, ze nie jest to dopelnienie jezyka L. By zbudowac¢ gra-
matyke dla L, rozt6zmy warunek m # n na dwa przypadki: m < n i m > n.
Chcac wyprowadzi¢ stowa a™b", w ktorych m < n, wygenerujmy najpierw a™b™,
by nastepnie rozszerzy¢ je o co najmniej 1 litere b. Rozwigzaniem jest gramatyka o
produkcjach

S — SlB
S, = aSib| A
B — bB|b

W blizniaczy sposob uzyskamy gramatyke generujaca stowa a™b™ dla m > n, by
ostatecznie potaczy¢ obydwa warianty:

S — A51|SlB

Sl — CLSlb|)\
A — dAla
B — bB|b.

Zauwazmy, ze w pierwszym kroku wyprowadzenia, gdy wybieramy S = AS; lub
S = 51 B, rozstrzygamy nieodwracalnie, ktory z przypadkow m > n lub m < n be-
dzie realizowany. Dalsze wyprowadzenie zawiera dwie niezalezne od siebie iteracje:
jedna, bazujaca na produkcji S; — aS1b, generujaca rowna liczbe a i b, oraz druga
zastepujaca nieterminal A lub B ciggiem dodatkowych liter a lub b. Kolejnosé, w ja-
kiej w wyprowadzeniu pojawiaja sie te iteracje nie ma wplywu na ksztalt koncowego
napisu terminalnego.

PRZYKELAD 4.2 Drugi z jezykoéw analizowanych w Przyktadzie 2.5 mial postac¢
Ly = {w € A* : |w|a = |w|p}. Jesli z jego gramatyki usuniemy produkcje S —
bSa (redukujac ich zbiér do S — A|aSb|SS), otrzymamy nowy jezyk L bedacy
podzbiorem L,. Stowa w L zawieraja jak poprzednio po rowno liter a i b, réznica
w stosunku do L, polega jednak na tym, 7ze funkcja A okreslona w (2.3) nigdy nie
przyjmuje na nich warto$ci ujemnych. Innymi stowy, liczac od lewej, liczba liter a
nigdy nie bedzie mniejsza niz liczba b. Jezyk ten okaze sie bardziej znajomy, jesli
zamiast a uzyjemy znaku nawiasu otwierajacego “(”, a zamiast b zamykajacego ).
L jest bowiem jezykiem “poprawnie zagniezdzonych nawiaséw”. Przyktadem stowa
posiadajacego wyprowadzenie z S w tej gramatyce jest np. (()())(), podczas gdy
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0)0)(() nie posiada takiego wyprowadzenia. Mamy

§ = 955=(5)5 = (59)5 = ((5)9)5 = (05)5 = (0(5)5 = (00)S
= (00)(5) = (000 -

To samo stowo koncowe mozna uzyskaé¢ zmieniajac kolejno$¢ zastepowania symbo-
i S w posrednich formach zdaniowych, np. w (SS)S. W wyprowadzeniu powyzej
przyjelismy, ze w kolejnym kroku zastepowaniu podlega zawsze pierwszy od lewej
symbol nieterminalny. Réwnie dobrze mogltby to by¢ zawsze ostatni z nieterminali
w formie zdaniowej,

§=55=5(5) = 50 = (50 = (95)() = (5(5)0 = (50)0)
= ((5)0)0 = (00,

lub tez nieterminal wybierany w dowolny inny, mniej systematyczny sposob. Istotne
jest jednak uzycie w pierwszym kroku produkcji S — SS jesli koncowa struktura
napisu ma zawiera¢ na najwyzszym poziomie 2 lub wiecej rownoleglych par nawiaséw
(...)(...). Jesli zag w pierwszym kroku wyprowadzenia uzyjemy produkcji S — (5),
struktura koncowego napisu bedzie miata postac (...).

Tak wiec, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wczesne etapy w wyprowa-
dzeniu przesadzaja koncowy ksztalt generowanego stowa.

PRZYKEAD 4.3 Kolejnym przykladem jest gramatyka postaci

S — S+S|SxS|X
X = zlyl[=z](5)

generujaca jezyk zlozony z wyrazen arytmetycznych w ograniczonej postaci, np.
x*(y+ z) lub x4+ y* 2+ 2. Jedno z mozliwych wyprowadzen pierwszej formuly ma
postac

S = SxS=XxS=2rxS=>rxX=>ax(5)=>xx(S+59) (4.2)
szx(X+S)=rx(y+S)=axy+X)=ax{y+2).

Inne wyprowadzenia uzyskamy zmieniajac kolejnos¢ zastepowania nieterminali w
posrednich formach zdaniowych. Jednak jak poprzednio, istotne jest uzycie produkcji
S — S S w pierwszym kroku. Czytelnik zechce przekonaé sie, ze jesli rozpoczniemy
wyprowadzenie od produkcji S — S+.5, nie zdotamy wyprowadzi¢ formuty xx*(y+z)

Przeanalizujmy z kolei poczatkowe fragmenty dwodch sposrod wielu mozliwych
wyprowadzen wyrazenia x + y * z + 2:

S=5+5=5+5«x5=54+5«xS+5=... (4.3)

oraz

S=5*xS=5x5+5=5+5x5+5=... (4.4)
Widzimy wiec, ze ten sam napis konicowy mozna niekiedy wyprowadzi¢ zupelnie
roznymi drogami, niezaleznie od kolejnosci uzycia produkcji nawet w poczatkowych
krokach wyprowadzenia.
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Rys. 4.1: Drzewo wyprowadzen w gramatyce “poprawnie rozstawionych nawiasow”,

S — SS|(S)|A.

PRZYKEAD 4.4 W koricu rozwazmy jezyk postaci L = {a™b"c™™ : m,n > 0}.
Generuje go gramatyka z produkcjami

S — aSc|X
X — bXc|A.

Wszystkie wyprowadzenia w tej gramatyce maja tylko jedna mozliwa postacé:
S = aSc="a"Sc" = a" X" = a"bXcc" =* ™V X = @™

Jest to po czesci konsekwencja faktu, ze tym razem gramatyka jest liniowa, por.
Def. 3.8), a wiec 7ze w kazdej posredniej formie zdaniowej wystepuje tylko jeden
nieterminal.

Sprobujmy usystematyzowaé nasze spostrzezenia. Rys. 4.1 przedstawia cze$ciowe
drzewo mozliwych wyprowadzen w gramatyce z Przyktadu 4.2. W weztach drzewa
znajduja sie formy zdaniowe, a ich potomkami sa wszystkie kolejne formy, ktore
mozna z nich wyprowadzié¢ przy uzyciu produkcji gramatyki. Niektore z tych form
moga sie powtarzaé, jesli istnieje wiecej niz jedna droga ich uzyskania. Np. forma
SSS wystepujaca dwukrotnie w weztach 3-ciego pietra moze by¢ wyprowadzona z
SS na drugim poziomie przez zamiane pierwszego lub tez drugiego symbolu S na
SS. Drzewo ma za zadanie dokumentowaé wszystkie mozliwe ciggi wyprowadzen
zgodne z produkcjami gramatyki. Oto najwazniejsze z obserwacji:

— Ten sam napis terminalny moze pojawi¢ sie w wielu lisciach drzewa, poniewaz
na ogdbl istnieja alternatywne drogi wyprowadzenia go z symbolu S.
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— Dla niektorych stow jezyka mozna przewidzieé¢, ze nie pojawia sie one wérod
lisci okreslonego poddrzewa. Np. na Rys. 4.1 napis (()())() nie pojawi sie w
poddrzewie rozpoczynajacym sie w (5), wida¢ to jednak dopiero na podstawie
jego dwoch ostatnich znakow. Podobnie dla jezyka z Przyktadu 4.1, decyzja,
w ktorym poddrzewie nalezatoby szuka¢ stowa a™b™ podjeta moze by¢ dopiero
po przeczytaniu catego stowa i stwierdzeniu czy m > n, czy odwrotnie.

— Mozliwe jest rekurencyjne pojawianie sie tej samej formy na réznych pietrach
drzewa, a wiec “zapetlonych” wyprowadzen, takich jak S = SS = S = ....
Jest to mozliwe, gdy gramatyka zawiera puste produkcje X — .

Zwroémy uwage na istotng roznice miedzy opisem jezyka przy pomocy automa-
tu w stosunku do jego charakteryzacji przez gramatyke. Automat jest urzadzeniem
analitycznym, podejmujacym decyzje na podstawie wezytywanych liter badanego na-
pisu, a jego kolejne stany w pewnym sensie uzna¢ mozna za pamieé¢ przechowujaca
wzorzec przeskanowanego dotad fragmentu. Natomiast gramatyka jest narzedziem
generatywnym, ktore rozpoczynajac od najbardziej ogolnego wzorca, reprezentowa-
nego przez symbol startowy S, rozwija go stopniowo az do uzyskania terminalnego
napisu. Odwolujac sie do obrazu drzewa wyprowadzen moéwimy, ze opis gramatycz-
ny jezyka jest typu “top—down”, generowanie stéw nastepuje bowiem od korzenia w
dot do lidci, natomiast opis przez automaty jest typu “bottom-up”, od lidcia z wej-
Sciowym napisem terminalnym do korzenia reprezentujacego stan finalny. Jesli wiec
zadanie postawione jest w typowej postaci:

majgc dane stowo o € A*, zdecydowaé czy a € L,

automat moze wydawac sie na ogot lepszym narzedziem, bowiem algorytm bazujacy
na opisie gramatycznym musi “odszukac¢” w drzewie wtasciwa $ciezke wyprowadze-
nia S =" «, jedli taka istnieje. Istnienie wielu r6znych wyprowadzen dla tego same-
go stowa sugeruje, ze mamy przy tym do czynienia z niedeterminizmem, a zatem
nalezy spodziewaé sie kosztownego obliczeniowo, systematycznego przegladu drze-
wa. Ponadto mozliwo$¢ pojawiania sie zapetlonych wyprowadzen jest dodatkowym
utrudnieniem, ktore bez specjalnych zabezpieczenn w algorytmie mogtoby prowadzié¢
do powstania martwych petli.

Oszacujmy ztozonoé¢ przeszukiwania drzewa wyprowadzen, ktore musiatby wy-
kona¢ naiwny algorytm rozstrzygajacy czy o € L(G). Zalozymy przy tym, ze grama-
tyka G nie zawiera pustych produkcji ani tez produkeji jednostkowych,! tj. produkeji
postaci X — Y. Dzieki temu wszystkie produkcje X — ~ spelniaja |y| > 1, za wy-
jatkiem co najwyzej produkcji koncowych X — a, a € A, eliminujacych nieterminal
z formy zdaniowej, a wiec ograniczajacych dalsze rozgalezianie sie drzewa. Waru-
nek |y| > 1 powoduje, ze wyprowadzenia staja sie nieskracajgce, a wiec generuja
monotoniczny wzrost dhugosci form zdaniowych. Niech p oznacza liczbe produkcji
gramatyki. Pierwsze pietro drzewa wyprowadzen zawiera zatem co najwyzej p ele-
mentoéw, drugie — co najwyzej p? itd. Ze wzgledu na monotonicznos$é wyprowadzen,
kazde stowo o wyprowadzane z S, o dlugosci nie przekraczajacej n, znajdzie sie w
drzewie nie p6Zniej niz na jego 2n-tym pietrze (potrzeba bowiem maksymalnie n

!Przekonamy sie niebawem, ze kazda gramatyke bezkontekstows mozna przeksztalci¢ do réw-
nowaznej postaci bez pustych lub jednostkowych produkc;ji.
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krokow wyprowadzenia by wygenerowaé n-znakowa forme zdaniowa oraz n podsta-
wien X — a eliminujacych z niej nieterminale). W rezultacie algorytm ekstensywnie
przegladajacy drzewo wyprowadzen w poszukiwaniu napisu « musiatby odwiedzié¢
maksymalnie

Lt ptpit-+p™ = O™ (4.5)

weztow. Przeszukanie to byloby zatem obliczeniowo bardzo kosztowne.

W dalszej czedci tego rozdziatu zajmiemy sie rozpoznaniem niepozadanych wta-
snosci gramatyk bezkontekstowych i metodami ich eliminowania. W rezultacie be-
dziemy w stanie zredukowac¢ koszt obliczeniowy rozpoznawania stow jezyka bezkon-
tekstowego do rzedu O(Jal?).

2 Niejednoznaczno$é gramatyk i jezykoéow

Dazac do usystematyzowania wyprowadzenn w gramatyce bezkontekstowej G, defi-
niujemy tzw. wyprowadzenia jednostronne. UzywaliSmy ich juz w Przykladzie 4.2.

DEFINICJA 4.2 Wyprowadzenie o =¢, [ nazywamy lewostronnym (odp. prawo-
stronnym) jesli we wszystkich jego krokach zastepowaniu podlega pierwszy od lewej
(odp. od prawej) symbol nieterminalny.

Wyprowadzenia jednostronne porzadkuja w pewnym stopniu nasze dzialania,
jednak wcigz pozostaje ewentualno$é, iz stowo moze posiada¢ wiecej niz jedno takie
wyprowadzenie. Wroémy bowiem do Przyktadu 4.3: napis x + y * z + z posiada
dwa calkiem rézne wyprowadzenia lewostronne, rozpoczynajace si¢ odpowiednio od
S = S+ Soraz S = S x5, podobnie jak w (4.3) i (4.4). Z drugiej strony stowo
x x (y + z) posiada tylko jedno lewostronne wyprowadzenie (4.2).

Okazuje sie jednak, ze gramatyke mozna w tym wypadku skorygowaé. Oto row-
nowazna postac:

S —- T|T+S
T — F|FxT (4.6)
Fo= xlylz](S)

Tym razem istnieje juz tylko jedno wyprowadzenie lewostronne dla x + y % 2z + z:

S = T'+S=F+S=22+S=2+T+S=>z+F+«xT+S
= v+yxT+S=>a4+yxF+S=a+yxz+S=>ac+yxz+T
= r4+yxz+F=>c4+yxz+z.

Ta posta¢ gramatyki ma jeszcze jedna zalete: odzwierciedla ona naturalny porzadek
operacji arytmetycznych, w ktérym mnozenie bierze pierwszenstwo przed dodawa-
niem. Symbol T reprezentujacy sktadnik poprzedza w wyprowadzeniu symbol F
reprezentujacy czynnik. Sktadnik 7" moze co prawda pojawi¢ sie w kolejnych pie-
trach drzewa, jednak pod warunkiem, ze bedzie ujety w nawiasy w rezultacie uzycia
produkeji F' — (5). W tym sensie wyprowadzenie zawiera informacje semantyczng:
czynniki i ich iloczyny redukuja si¢ do sktadnikéw, a wiec musza by¢ obliczone wcze-
$niej, natomiast wyrazenia o strukturze sumy, jeéli maja redukowac sie do czynnikow,
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wymagaja nawiaséw wymuszajacych ich obliczenie w pierwszej kolejnosci. Z drugiej
strony wyprowadzenie S = S * S =* S+ 5% S5+ S = ... implikuje niepoprawna
interpretacje koncowego wyrazenia jako (z + y) * (2 + 2).

Rozroznienie opisane powyzej prowadzi nas do nastepujacej definicji.

DEFINICJA 4.3 Gramatyke bezkontekstowqg G nazywamy niejednoznaczng, jesli ist-
nieje stowo o € L(G) posiadajgce wiecej niz jedno wyprowadzenie lewostronne (réw-
nowaznie prawostronne) w G. W przeciwnym wypadku mdéwimy, ze gramatyka G jest
jednoznaczna.

Nie wszystkie gramatyki posiadaja rownowazng postaé jednoznaczng. W takim
wypadku przenosimy pojecie niejednoznaczno$ci na generowany jezyk.

DEFINICJA 4.4 Mowimy, Ze bezkontekstowy jezyk L jest wewnetrznie niejedno-
znaczny, jesli wszystkie generujgee go gramatyki sq¢ niejednoznaczne.

PRZYKEAD 4.5 Niech L; = {a"b"c™ : m,n > 0} oraz Ly = {a™b"c" : m,n > 0}.
Kazdy z tych jezykow jest bezkontekstowy. Latwo takze skonstruowaé bezkontek-
stowa gramatyke G dla jezyka L = L; U Ly: zakladajac, ze symbolami startowymi
w G711 Gy s3 S7 1 odpowiednio Sy, wystarczy jesli potaczymy ich zbiory produkceji
(przyjmujemy przy tym standardowo, ze Vi NV, = ) i uzupelnimy je produkcja
S — 51| Se. Wowezas stowo a™b™c™ nalezace do obydwu tych jezykéw posiada dwa
odmienne wyprowadzenia — jedno w Gy, drugie w G5. Cho¢ nie jest to oczywi-
ste na pierwszy rzut oka, mozna wykazac¢, ze nie istnieje rownowazna jednoznaczna
gramatyka dla tego jezyka. Dowod tego faktu znalezé mozna w literaturze.

3 Postaé normalna gramatyki bezkontekstowej

Wiekszosé wspotezesnych jezykoéw programowania posiada strukture jezyka bezkon-
tekstowego. Proste elementy, jak nazwy, stale itp. mozna opisaé¢ przez wyrazenia
regularne, natomiast struktury bardziej ztozone, takie jak wyrazenia, deklaracje
struktur danych, instrukcje ztozone, wymagaja opisu przez gramatyki bezkonteksto-
we. Zauwazmy, ze przywolane przez nas jezyki poprawnie zagniezdzonych nawiaséw
i wyrazen arytmetycznych (por. Przyklady 2.4, 4.2, 4.3 i poprzedni podrozdziat)
sa elementarnymi przyktadami jezykow nieregularnych, jak tatwo przekonad sie sto-
sujac Twierdzenie 3.11 lub Lemat 3.1. To wtasnie miedzy innymi te powszechnie
obecne struktury sprawiaja, ze wysokopoziomowe jezyki programowania wymagaja
bezkontekstowego formalizmu.?

Obecnos¢ pustych i jednostkowych produkcji, a takze wspomniana w poprzednim
podrozdziale niejednoznaczno$¢ gramatyk sa elementami obnizajacymi sprawnosé al-
gorytmoéw analizy sktadniowej, czyli tzw. parsingu. Dlatego w praktyce staramy sie

2W gruncie rzeczy w wielu jezykach mozna dopatrzy¢ sie nawet pewnych struktur zaleznych
od kontekstu, jak np. mechanizmy domyslnego przyporzadkowania typdéw obiektom lub zgodnosci
typow danych. Sa to wiec na ogot pewne wlasnosci semantyczne. Jednak uzycie gramatyk kontek-
stowych Chomsky’ego do ich opisu nie jest praktycznym rozwigzaniem, poniewaz nie sg dla nich
znane ogolne, efektywne algorytmy. Na poziomie kompilatora stosuje sie powszechnie inne, mniej
uniwersalne lecz wydajne techniki do ich obstugi, np. stosy i tablice symboli oraz ich wlasciwosci.
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projektowaé gramatyki tak, aby wyeliminowac z nich niepozadane wtasnosci i nadaé
ich produkcjom pewng, szczegolnie prosta postaé, tzw. postaé normalng. Jest ona
punktem wyjsécia do budowy efektywnego algorytmu parsingu. Opiszemy obecnie
systematyczne metody upraszczania postaci gramatyki bezkontekstowej: transfor-
mujemy G do nowej postaci G’ wolnej od wspomnianych wad, gwarantujac jednak,
ze L(G) = L(G").

Jak widzieliSmy w poprzednich rozdzialach, gramatyki moga powstawaé w spo-
sob algorytmiczny, a wiec za posrednictwem ogolnych konstrukeji, odpowiadajacych
np. operacjom mnogos$ciowym na jezykach lub generujacych opis gramatyczny na
podstawie opisu akceptujacego automatu. W takich sytuacjach w gramatyce moga
pojawié¢ sie produkcje zbedne lub redundantne, nie wnoszace nic do generowanego
jezyka. Nazywamy je produkcjami bezuzytecznymi.

DEFINICJA 4.5 Symbol nieterminalny X w bezkontekstowej gramatyce G nazywa-
my uzytecznym, jesli istnieje przynajmniej jedno stowo o € L(G) takie, Ze

S =6 Xy = «a, B,y € (AUV)".

Innymi stowy, X jest uzyteczny jesli pojawia sie w co najmniej jednym wyprowa-
dzeniu terminalnego stowa w L(G). Wszystkie inne nieterminale w G i produkcje, w
ktorych wystepujqg nazywamy bezuzytecznyms.

Zgodnie z powyzszg definicja nieterminal moze by¢ bezuzyteczny z dwoch powo-
dow. Po pierwsze, gdy nie jest on osiggalny z S, a wiec gdy nie istnieje wyprowadzenie
S =* fX~. Przyktadem moze by¢ symbol X w nastepujacej gramatyce:

S = aSh|Y |
Y — by
X — balaS

Drugim powodem bezuzyteczno$ci nieterminala moze by¢ to, ze nie mozna wypro-
wadzi¢ z niego zadnego napisu terminalnego. Przyktadem takiej zmiennej jest tu Y.
Po usunieciu z gramatyki wszystkich produkcji, w ktorych pojawiaja sie X lub Y,
pozostaje S — aSb| A, a generowany jezyk nie ulega zmianie.

Eliminowanie bezuzytecznych symboli i produkeji z G przebiega w dwoch eta-
pach: najpierw usuwamy symbole niewyprowadzajace napiséw koncowych, a na-
stepnie te, ktorych nie mozna osiggnac¢ z S. Pierwsza cze$¢ algorytmu opiszemy
nastepujaco:

i) U:=0;
(ii) Dla kazdego nieterminala X takiego, ze w G znajduje sie produkcja postaci

X > xixe. .. 2, gdzie wszystkie z; e UU A,

dodaj X do zbioru U. Powtarzaj (ii) do chwili, az zaden nowy symbol X nie
zostanie dodany do U.

(iii) Usun z G wszystkie symbole spoza zbioru U i produkcje, w ktérych te symbole
wystepuja. U staje sie wiec nowym, zredukowanym alfabetem nieterminalnym.
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Usuniecia symboli nieosiagalnych z S najtatwiej dokona¢ na podstawie analizy
grafu zaleznosci nieterminali w G. Graf ten tworzymy w taki sposob, ze jako jego
wierzchotki bierzemy nieterminale w U, a nastepnie laczymy X i Y strzaltka, jesli
istnieje produkcja postaci X — 8Y . Wystarczy teraz oznaczyé¢ wszystkie te wierz-
chotki grafu, do ktorych prowadza Sciezki z wierzchotka S. Pozostate odpowiadaja
symbolom bezuzytecznym. Jak poprzednio, usuwamy je z G wraz z produkcjami, w
ktorych wystepuja.

Oto przyktad, z ktorego wynika, ze kolejnosé etapow usuwania symboli bezuzy-
tecznych jest istotna i na ogo6l nie moze by¢ odwrécona. Rozwazmy gramatyke

S—alA, A— AB, B—=b.

Czytelnik zechce przekonaé sie, ze usuniecie w pierwszej kolejnosci symboli niewy-
prowadzajacych napisow terminalnych, a nastepnie tych, ktore nie sg osiggalne z S
poprawnie redukuje zbior produkcji do {S — a}, podczas gdy odwrocenie kolejnosci
tych krokéw produkuje {S — a, B — b}, pozostawiajac bezuzyteczne B.

Zajmiemy sie obecnie opisem metody eliminowania A-produkcji z G. Jedyny do-
puszczalny wyjatek stanowi¢ moze produkcja S — A, ktora jest niezbedna w sytu-
acji, gdy A jest poprawnym stowem jezyka. Umawiamy si¢ przy tym, ze produkcja
ta nie bedzie uzywana w wyprowadzeniach innych stow jezyka L(G), co oznacza, ze
symbol S nie pojawia sie z prawej strony jakiejkolwiek produkeji.

Zauwazmy, ze metoda nie moze polega¢ po prostu na usunieciu z gramatyki
pustych produkcji, bowiem ta droga mozna nieuwaznie zmienié¢ jezyk L(G). Oto
przyktad:

S — aSbC | ab
C — c|A

Usuniecie produkeji ¢ — X spowoduje, ze z L(G) znikna stowa aabb, aaabbb itd.
Widaé¢ wiec, ze potrzebna jest bardziej przemyslana metoda. Tworzymy najpierw
zbior W symboli nieterminalnych X takich, ze X =* \:

(i) Dodaj do W wszystkie symbole X, ktore wystepuja w produkcjach X — A.
(ii) Dodaj do W wszystkie nieterminale Y takie, ze G zawiera produkcje
Y - 2172y Zy gdzie wszystkie Z; € W.
Powtarzaj (ii) do czasu, az zaden nowy symbol Y nie zostanie dodany do W.
Majac skonstruowany zbior W, mozemy przystapi¢ do modyfikacji zbioru produkcji.
Niech X = 1192 ... Ym, gdzie y; € (AUV), bedzie kolejna produkcja w G. Tworzymy

nowy zbior produkeji dodajac do niego kolejno:

— samg produkcje X — y1yo. .. ym

— wszystkie produkcje powstate z niej przez opuszczenie k£ symboli y; jesli naleza
one do zbioru W, kolejno dla k =1,2,...m — 1.
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Zilustrujmy ostatnia regute przyktadem. Niech P,Q, R € W i rozwazmy produkcje
X — PQQR. W nowym zbiorze znajda sie wszystkie produkcje

X = PQQR|QQR|PQR|PQQ|QR|PR|PQ|QQ|P|Q[R.

Opuszczenie wszystkich czterech symboli P, @), R generuje produkcje X — A\, lecz
jej oczywiscie nie dolaczamy do nowego zbioru.

W koncu jesli S € W, trzeba doda¢ w charakterze wyjatku produkcje S — A
by zachowaé¢ stowo A w jezyku. Te czynno$¢ jednak przesuniemy na koniec catej
procedury przeksztatcania gramatyki. To zamyka etap eliminacji A-produkc;ji.

Pozostaje nam opisa¢ metode pozbywania sie z G produkcji jednostkowych X —
Y. Produkcje tego typu moga powstawaé podczas wezesniejszej eliminacji A-produ-
kecji. Mozliwe jest w szczegblnodci, ze w G pojawia sie zapetlone ciggi produkcji
jednostkowych, takie jak X — Y i Y — X. Algorytm eliminacji musi radzi¢ sobie z
takimi przypadkami.

Zaczynamy od zbudowania grafu H zalezno$ci miedzy nieterminalami wystepuja-
cymi w jednostkowych produkcjach X — Y. Nastepnie tworzymy jego tranzytywne
domkniecie H*. W ten sposob krawedz z X do Z sygnalizuje, ze w naszej gramatyce
X =* Z. Utworzymy teraz nowy zbior produkcji € nie zawierajacy juz produkcji
jednostkowych.

(i) Niech  bedzie zbiorem wszystkich niejednostkowych produkeji w G.

(ii) Dla kazdej pary symboli X i Z polaczonych krawedzia w H* dodajemy do 2
produkcje postaci X — [ dla wszystkich 3, dla ktorych Z — ( znajduje sie
w ).

Zauwazmy, ze ograniczenie sie w (ii) do produkcji Z —  ze zbioru ) gwarantuje,
ze W tym procesie nie powstaja produkcje jednostkowe. Latwo sprawdzié¢, ze trans-
formacja ta nie zmienia jezyka. Jesli bowiem w wyprowadzeniu S =* « uczestnicza
ciagi jednostkowych produkeji odpowiadajace relacji X =* Z, beda one zredukowa-
ne przez odpowiednia nowa produkcje X —  wygenerowana w (ii).

By ostatecznie sformutowaé¢ kompletng procedure upraszczania gramatyki, wy-
starczy jesli zaobserwujemy, ze eliminacja pustych produkcji moze generowaé pro-
dukcje jednostkowe, ale nie odwrotnie. Poza tym usuwanie zbednych symboli nie
wprowadza ani pustych ani tez jednostkowych produkcji. Reasumujac, metode na-
sza realizujemy nastepujaco:

1) Usuwamy z gramatyki produkcje puste.

2) Eliminujemy produkcje jednostkowe.

3) Usuwamy symbole i produkcje bezuzyteczne.

)
)
)
4) Jesli w punkcie 1) okazaloby sie, ze S € W, a wiec, ze A € L(G), uzupelniamy
przeksztalcong gramatyke o dodatkowa produkcje S — .

Podsumujmy nasze rezultaty w formie twierdzenia.
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TWIERDZENIE 4.1 Kazdg gramatyke bezkontekstowq G, dla ktérej A ¢ L(G) moz-
na przeksztatcié do réwnowazne;® postaci G' nie zawierajgcej produkcji pustych, jed-
nostkowych, ani tez bezuzytecznych. Oznacza to, ze jesli « =g B, wowcezas |a| < |B],
przy czym rownosé mozliwa jest tylko wtedy, gdy w wyprowadzeniu uzyto produkcyi
typu X — a za € A.

Jesli X € L(G), wowczas G' zawiera wyjgtkowq produkcje S — X, a poza tym
posiada wszystkie wymienione wyzej wtasnosci.

Postaé normalna.

Opiszemy dwie specjalne postaci gramatyk bezkontekstowych, ktére pozwalaja na
znaczne uproszczenie opartych na nich algorytmow analizy sktadniowej.

DEFINICJA 4.6 Mowimy, ze bezkontekstowa gramatyka G jest dana w normalnej
postaci Chomsky’ego, jesli wszystkie jej produkcje majg forme

X—=>YZ lub X —a,

gdzie XY, Z €V oraz a € A.

Definicja jest na tyle czytelna, ze nie wymaga komentarzy, odnotujmy jedynie, ze
posta¢ Chomsky’ego wyklucza wystepowanie w gramatyce produkcji X — A. Zatem
jesli rozwazamy jezyki ze stowem A, musi by¢ ono traktowane oddzielnie. Oto wazny
dla nas rezultat.

TWIERDZENIE 4.2 (Posta¢ normalna Chomsky’ego) Kazdg gramatyke bezkontek-
stowg G = (A, V, S, 1) takq, ze A\ ¢ L(G), mozna przeksztalci¢ do réwnowaznej
postaci normalnej Chomsky’eqgo G' = (A, V', S, 1T').

Przed przeprowadzeniem dowodu tego twierdzenia, zauwazmy, ze ograniczenie \ ¢
L(G) jest tatwe do obejscia. Jesli bowiem A € L(G), przeksztalémy wstepnie G do
postaci A-wolnej G, usuwajac z niej wszystkie puste produkcje, tak jak opisalismy
to wezesniej. Skoro teraz A ¢ L(Gy), dla Gy znajdziemy posta¢ Chomsky’ego, ktora
ostatecznie uzupelnimy o specjalng produkcje S — A.

DowOD. Rozpoczynamy od uproszczenia gramatyki G przez wyeliminowanie z niej
A-produkeji, a takze produkceji jednostkowych i bezuzytecznych. Mozna wiec przyjac,
ze wszystkie jej produkcje sa postaci

X =y Ym, v, € AUV, (4.7)

przy czym jesli m = 1, a wiec X — y;, wowczas na pewno y; € A. W tym wypadku
dodajemy taks produkcje do nowego zbioru II'. Ponadto, gdy m > 2, dla wszystkich
a € A wystepujacych wsrod y; do I dodajemy reguty X, — a, gdzie X, jest nowym,
unikalnym dla kazdego a nieterminalem. Kazda produkcje (4.7) z m > 2 przepiszemy
teraz w postaci

X-)QlQQ...Qm, (48)

3Przypomnijmy, ze gramatyki G i G’ sa réwnowazne jesli L(G) = L(G").
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gdzie Q; = y; jesli y; € V lub Q; = X, jesli y; = a € A. W ten sposéb prawe strony
(4.7) z m > 2 zbudowane sa juz z samych nieterminali. Oczywiste jest przy tym,
ze operacje te nie zmieniaja jezyka generowanego przez GG. Nastepnie, tworzac nowe
symbole nieterminalne R;, kazda z regut (4.8) przeksztalcamy w rownowazny ciag
produkcji w postaci Chomsky’ego

X = QiR
Ry — QR

: (4.9)
Rm—? — Qm—lQm

i dodajemy je do zbioru II'. Biorac jako V' stary zbior V powiekszony o wszyst-
kie dodane symbole X, oraz R;, otrzymujemy gramatyke G’ w normalnej postaci
Chomsky’ego oraz L(G) = L(G"). O

PRZYKELAD 4.6 Przeksztatcimy gramatyke

S = abXY|YXY
X = bXY|A
Y o YXa|X|A

do postaci normalnej Chomsky’ego.

Standardowo rozpoczynamy od eliminacji A-produkcji. W zbiorze W umieszcza-
my nieterminale X 1Y, poniewaz GG zawiera produkcje X — AiY — A. W kolejnej
iteracji do W trafia tez S z uwagi na obecnosé¢ produkcji S — Y XY. Mamy wiec
W ={X,Y,S} i mozemy przystapi¢ do tworzenia nowego zbioru regut. Z pierwszej
produkcji przez wszystkie kombinacje podstawienia A pod X i Y otrzymujemy

S — ab|abX |abY |abXY | YXY | XY |YX |YY | X |Y.
Podobnie z pozostatych dwoch produkeji mamy

X = b|bX|bY |bXY
Y — a|Xa|Ya|YXa|X

Poniewaz S € W, nalezy pamieta¢ o dodaniu do koricowej postaci Chomsky’ego
naszej gramatyki dodatkowej produkcji S — .

Nastepny krok polega na usunieciu produkeji jednostkowych z G. Zaleznosci jed-
nostkowe to S — X oraz S — Y — X, a ich tranzytywne domkniecie nie dodaje
zadnych nowych relacji. Nowy zbior I obejmuje wiec wszystkie dotychczasowe nie-
jednostkowe produkcje

S = ab|abX |abY |abXY |YXY | XY |YX|YY
X = b|bX|bY |bXY
Y — a|Xa|Yal|YXa
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oraz produkcje zastepujace dotychczasowe jednostkowe S — X |Y i YV — X:

S = b|bX|bY [bXY |a|Xa|Ya|YXa
Y — b|bX|bY |bXY .

W koricu tatwo stwierdzamy, ze nasza gramatyka nie zawiera bezuzytecznych
nieterminali, poniewaz X i Y sa osiggalne z S oraz kazdy z nich wyprowadza napisy
koncowe. Mozemy wiec przystapi¢ do przeksztatcenia produkcji do postaci normal-
nej. Na poczatek tworzymy dwie produkcje dla terminali

X, —a, Xy, — b, (4.10)
a oprocz tego nasz zbior I’ zawiera koricowe produkcje z gramatyki
S—alb, X—=b, Y —alb. (4.11)

7 kolei przepisujemy przy pomocy nieterminali i porzadkujemy caty zbiér produkcji
o dwu- lub wiecej znakowych prawych stronach. Wyodrebnijmy na poczatek te, ktore
juz sa w postaci Chomsky’ego

S = XX | XY |YX| VY| XX | X,V | XX, | VX,
X = X X| XY (4.12)
Y o XX, |YX.| XoX | XY

Widaé teraz role jaka odgrywaja pozornie niepotrzebne symbole X, i X}, dublujace
juz obecne w gramatyce reguly (4.11). Nie mozna uzy¢ np. symbolu S w roli a w
podstawieniach po prawej stronie produkcji, bowiem prowadzitoby to do utworzenia
iteracyjnych regut nieobecnych w pierwotnej gramatyce, np. z S — Xa otrzymali-
bysmy S — XS, a to najprawdopodobniej zmienitloby generowany jezyk.
Nastepnie zapisujemy produkcje o 3- i 4-znakowych prawych stronach

S = Xo XX | XoXoY | XuXo XY | VXY | X, XY | VXX,
X - XXY
Y o YXX,|X,XY

i konwertujemy je do postaci Chomsky’ego przez wprowadzenie nowych symboli
pomocniczych. Niech

R — X)X, Ro— XY, R3—XX,, Ry— XY (4.13)

oraz

Ry — XyRy. (414)
Stad mamy
S — XaRl ‘ XaRg ‘ XaR5 | YR4 ‘ XbR4 | YR3

X = X,R (4.15)
Y — YR3‘X(,R4.
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Zbior nieterminali liczy wiec 10 elementow V' = {S, X, Y, X,, X}, R, ... Rs}, nato-
miast zbior IT' sklada sie z produkcji (4.10-4.15). Powinni$my uzupelnié go jeszcze
o wyjatkowa produkcje S — A by zachowaé¢ zgodnosé z pierwotnym jezykiem. W
nastepnym rozdziale przekonamy sie, ze mimo widocznej nieprzejrzystosci, grama-
tyka w tej postaci umozliwia efektywne weryfikowanie czy dowolnie zadane stowa
znajduja sie w jezyku L(G').

Opiszemy jeszcze jedna, pozyteczng postaé¢ kanoniczng gramatyki bezkonteksto-
wej. Ograniczymy sie tym razem do przytoczenia podstawowych faktow bez dowo-
dow. Zainteresowany czytelnik odnajdzie bardziej kompletna dyskusje w literaturze.

DEFINICJA 4.7 Bezkontekstowq gramatyke G = (A, V, S, I1) nazywamy gramatykq
w postaci normalnej Greibach,* gdy zawiera wytgcznie produkcje w formie

X = anYs...Y,, (4.16)
gdziea € A, m >0 oraz Y; € V.

Podstawowy wynik jest bliZzniaczo podobny do Twierdzenia 4.2.

TWIERDZENIE 4.3 (Posta¢ normalna Greibach) Kazdg gramatyke bezkontekstowq
G = (A, V, S, 1) takq, ze A ¢ L(G), mozna przeksztatcié do rédwnowaznej postaci
normalnej Greibach G' = (A, V', S, IT").

Jesli gramatyka ma np. postac

S — aaSb|aab,

wowczas, wzorem konstrukeji dla postaci Chomsky’ego, wprowadzajac pomocnicze
produkcje X, — a, X, — b, mozemy latwo uzyska¢ postac¢ Greibach:

S = aX.SXy|aX,Xy.

Nie jest to jednak metoda uniwersalna, bowiem ta sama technika nie sprawdzi sie,
jesli np. w gramatyka zawiera produkcje S — Sab. Posta¢ Greibach wymaga, aby
pierwszym znakiem prawej strony produkcji byl zawsze znak terminalny. Ogodlna
konstrukcja jest w tym wypadku znacznie bardziej skomplikowana.

4 Algorytm “CYK?”

Omoéwimy obecnie efektywna metode analizy sktadniowej dla stow jezyka opisane-
go przez gramatyke bezkontekstowa w postaci Chomsky’ego. Algorytm bierze swoj
kryptonim od nazwisk trzech informatykéw pracujacych nad nim niezaleznie w kon-
cu lat 60-tych — Cooke’a, Youngera i Kasamiego. Jest to pouczajacy przyktad
zastosowania techniki programowania dynamicznego.

Niech G = (A,V,S,1I) bedzie gramatyka bezkontekstowa w postaci normal-
nej Chomsky’ego. Zadanie polega na tym, aby dla danego stowa o = ajas...a,

4Sheila Greibach jest emerytowanym profesorem informatyki Uniwersytetu Kalifornijskiego w
Los Angeles. Konstrukcja postaci normalnej gramatyk pochodzi 1965 r.
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rozstrzygnaé czy a € L(G), czy tez nie. Algorytm bada systematycznie podstowa
a;; =a;...a; dlal <7 <j <mn, tworzac przy tym zbiory

V;j = {XEVZ X:>*a,~j}.

Zapamietajmy: V;; to zbior wszystkich tych nieterminali gramatyki, z ktérych wypro-
wadzi¢ mozna podnapis o;;. Wowezas a € L(G) wtedy i tylko wtedy, gdy S € Vi,.
Okazuje sie, ze konstrukcja zbioréw Vi; moze by¢ przeprowadzona w czasie pro-
porcjonalnym do n3. Bierze sie to stad, ze w postaci Chomsky’ego wszystkie pro-
dukcje oprocz koncowych maja dwuliterowe prawe strony. Jesli np. wyprowadzenie
X =" a;; zaczyna si¢ od zastosowania produkcji X — Y Z, a wiec X = Y7 =" oy,
mamy stad Y =" o, oraz Z =" oy, dla pewnego ¢ < k < j. Innymi stowy
konstrukcje zbiorow V;; mozna prowadzi¢ dynamicznie, uzyskujac Vi; na podsta-
wie analizy zawartosci wczesniej utworzonych zbioréow Vi, i Viiq;, uwzgledniajac
wszystkie punkty podziatu k takie, ze i < k < j.

Zaczynamy od zbudowania n zbioréw Vj;. Poniewaz produkcje gramatyki G sa
nieskracajace, tatwo zauwazy¢, ze X € Vj; jedynie wtedy, gdy G zawiera produkcje
X — a;. Vi wyznaczamy wiec przez przeglad zbioru produkeji II. By utworzy¢
nastepnie zbiory Vj; dla ¢ < j, postepujemy systematycznie tak jak opisaliSmy to
przed chwila. Do V; trafiaja te nieterminale X, ktore s lewymi stronami produkcji
X — Y Z o prawej stronie zbudowanej z dwoch symboli odpowiednio ze zbiorow Vjy, i
Vi+1,; dla pewnego @ < k < j. Prowadzi to nas do konstrukeji bedacej podstawowym
krokiem iteracyjnym algorytmu:

Vi= U {X: X>YZell i YeViy Z€ Wiy} (4.17)
i<k<j
Kolejnos¢ wyznaczania zbioréw V;; jest wigc nastepujaca: najpierw Viq, ..., V,, , na-

stepnie Via, Vas, ..., V15, z kolei Vig ..., Vo, itd. Gdy otrzymamy V), wystarczy
sprawdzié¢ czy S jest jego elementem.

By oszacowaé ztozono$é tej metody zauwazmy, ze w pierwszej iteracji konstru-
ujemy n zbioréw Vj;, w drugiej n — 1 zbioréw V; ;4 itd., a wigc w sumie powstaja
n(n 4 1)/2 zbiory. Dla kazdego 7 nich formula (4.17) wymaga wyznaczenia co naj-
wyzej n sktadnikow sumy mnogosciowej. Stad ztozonosé O(n?).

PRZYKELAD 4.7 Przeanalizujemy dzialanie algorytmu CYK na przyktadzie grama-
tyki jezyka poprawnie zagniezdzonych nawiasow S — () |SS|(S) Przeksztatcamy
gramatyke do postaci Chomsky’ego, wprowadzajac pomocnicze produkcje dla ter-
minali L — ( oraz R —):

S — LR|SS|LQ
Q — SR.

Przekonajmy sie, ze 8-znakowy napis (()())() jest poprawny w sensie tej gramatyki.

Do wyznaczenia zbiorow V;; wygodnie jest postuzy¢ si¢ trojkatng tabela, wypel-
niang dynamicznie przez przez algorytm, Rys. 4.2. Kolejne wiersze odpowiadaja co-
raz to dtuzszym fragmentom stowa a, o;; = a;a,41 . . . a;. Tak wiec zbiory Viq, ..., Vy,
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RN Vi Vitni| Vi ® Jo) |
v, /8 co A\ Vst | o | Vot @
[/1'3 [{4 I{,HZ @
0210
/
Vit | Va a) b)
7,

Rys. 4.2: a) Tabela tworzona przez algorytm CYK. b) Kolejne pary zbiorow w tabeli
wyznaczajace Vi;.

wypelniajg 1-szy wiersz, zbiory Vig, ..., V,_1, — drugi, itd. Jedyny element ostat-
niego wiersza to zbior Vi,.

Mechanizm tworzenia kolejnych zbioréw pokazuje Rys. 4.2 b). Np. by wygenero-
wac V;; postugujemy si¢ kolejnymi zbiorami V;; w kolumnie nad V;; dobierajac do
nich do pary kolejne zbiory V1 ; z przekatnej, na ktorej lezy V;;. Poniewaz tworzenie
kazdego ze zbiorow V;; wymaga przegladu listy produkcji gramatyki w poszukiwaniu
tych, ktorych prawe strony Y Z sa kombinacjami symboli Y z V,;, oraz Z z Vi 5,
celowe jest zakodowanie zbioru produkcji w postaci specjalnej tabeli podgladu, co
maksymalnie usprawni proces wyszukiwania:

TY,Z|={XeV: X >YZclIl}.

W naszym przyktadzie tabela I' ma bardzo prosta postaé:

S L R Q
SIS 0 Q 0
Lo o S S
RO O 0O O
Qlo 0 0 0

przy czym dla czytelnosci piszemy w tabeli np. S zamiast {S}.

Rozpoczynamy od wypisania badanego napisu bezposrednio nad pierwszym wier-
szem tabeli, ktory nastepnie wypelniamy odpowiednimi nieterminalami przegladajac
terminalne produkcje gramatyki L — ( oraz R —):

C CH CH )
[LfLfRILJRIR]L]R]

Dla czytelnosci zaniedbujemy nawiasy zbiorowe { } w klatkach tabeli.> Z kolei V5,
zgodnie z (4.17), zawiera wszystkie nieterminale bedace lewymi stronami produkeji

SPamietajmy jednak, ze elementy Vj; sa w ogolnosci zbiorami i mogg zawiera¢ wiele elementéw
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o prawych stronach zbudowanych z pary symboli z Vi i Vas, znajdujacych sie w
tabeli bezposrednio nad Vi, oraz wzdtuz przekatnej, a wiec bedacych postaci LL.
Poniewaz T'[L, L] = O, takze V5 = . Postepujac podobnie znajdujemy pozostate
elementy drugiego wiersza tabeli:

c ) ) )y )

L|L|R|L|R|R|L]|R]
P|S|{O|S|D|O|S

Wyznaczenie V;3 wymaga uwzglednienia dwoch par zbioréw, zgodnie 7 (4.17) oraz
Rys. 4.2 b). Poniewaz Vi, = (), nie istnieje forma YZ, w ktorej Y € Vi, a zatem
przyczynek od pary Vis i Vi3 do zbioru Vi3 jest pusty. Druga para Vi i Voz generuje
forme LS, ktora nie jest prawa strona zadnej z produkeji, I'[L, S] = O, a wiec takze
ten przyczynek jest pusty. Stad Vi3 = ). Podobnie uzupelniamy pozostate elementy
trzeciego wiersza tabeli. Okazuje sie przy tym, ze jedynie Vjg jest niepusty i zawiera
nieterminal @), poniewaz para Vj5 i Vg generuje forme SR, dla ktorej T[S, R] = Q.
Kontynuujemy te procedure zgodnie z Rys. 4.2 b) dla kolejnych wierszy.

Ostateczna postacé tabeli jest nastepujaca:

)
L|R|

S|S|™| -
”

S(e|e|=®| —

SIS Q||| —~

SIS S| S SR —

eI RSARERSRRSHASHASE Ru il e
S|S0y |e|vn|y| ~

Ostatni krok oblicza Vig = {S}: poniewaz Vig = Vig = {S}, a wiec S trafia do Vig
za sprawa produkcji S — SS. Widzimy stad, ze napis (()())() jest poprawny. Za-
checamy czytelnika do wykonania podobnej analizy dla btednego tym razem napisu

(O0)-

Warto wspomnieé¢, ze na bazie algorytmu CYK powstaly ulepszone metody, kto-
rych zlozono$¢ poprawia sie dla pewnych typow gramatyk i np. spada do O(n?) dla
gramatyk jednoznacznych. Jedna 7 takich metod jest tzw. algorytm Earley’a (1970).

jesli proces redukeji gramatyki do postaci Chomsky’ego wygeneruje kilka produkeji terminalnych
X; — a dla tej samej litery a. Chwila zastanowienia powinna doprowadzi¢ czytelnika do wniosku,

ze proba uproszczenia takiej gramatyki przez zastapienie wielu symboli X; jednym moze prowadzié
do niepozadanych efektow.
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IV.2 Automaty ze stosem

Automaty ze stosem pelnig dla jezykow bezkontekstowych taka samg role, jaka spel-
niaja skonczone automaty w odniesieniu do jezykow regularnych. Analogia w tym
przypadku nie jest jednak idealna, bowiem istnieje istotna roznica miedzy determi-
nistycznymi a niedeterministycznymi automatami ze stosem. Jak sugeruje nazwa,
automaty te sa wyposazone w robocza pamie¢ dziatajaca na zasadzie stosu:

alblclal .. la

[z[u]v]w]

1 Deterministyczne i niedeterministyczne automaty ze stosem

Przytoczymy na poczatku precyzyjna definicje automatu ze stosem.

DEFINICJA 4.8 Niedeterministyczny automat ze stosem (NAS) opisany jest przez
siedem obiektow

M = (A,‘/,Z,Z,SQ,SF,TF),
gdzie:

A jest alfabetem wejsciowym
V' jest alfabetem stosu
z eV jest wyroznionym symbolem poczgtkowym stosu
Y jest zbiorem standw automatu, o = {Sg, S1, ..., 5S¢}
So € X jest wyrdznionym stanem startowym
Sp C X jest zbiorem standw koricowych (akceptujgcych)
7 jest relacjg przejscia, m: N X (AU{A}) xV — F(X x V*).

Drziatanie automatu ze stosem jest nastepujace. Skanuje on kolejny symbol na ta-
$mie wejsciowe] (przesuwajac przy tym glowice czytajaca o jedng pozycje w prawo),
odczytuje wierzchni symbol ze stosu (usuwajac go stamtad) i zaleznie od aktualnego
stanu przechodzi niedeterministycznie do nowego stanu zapisujac przy tym okreslo-
ny ciag v € V* na wierzch stosu. Zwro6¢my przy tym uwage, ze w okresleniu relacji
m zastrzegamy, ze danej trojce “stan—litera—symbol na stosie” odpowiada¢ moze je-
dynie skoriczenie wiele alternatywnych ruchow “stan—zapis v na stosie” (poniewaz
zbior V* jest nieskonczony, zwykty zbior potegowy P(X x V*) zawiera jako elementy
takze nieskoriczone podzbiory, stad tez uzycie F w tym miejscu). Mozliwe jest takze
puste przejscie (s, A, x) polegajace na tym, ze w stanie s odczytywany jest wierzch-
ni symbol stosu x, bez odczytywania tasmy wejsciowej i bez ruchu jej glowicy. W
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kazdej jednak sytuacji dzialanie automatu wymaga by w stosie znajdowal sie choé¢
jeden symbol. Jesli stos jest pusty, relacja przejécia nie jest okreslona: automat za-
trzyma sie nie mogac wykonaé kolejnego ruchu. Wida¢ teraz jaka role peini symbol
poczatkowy stosu z: znajduje sie on standardowo w stosie w chwili gdy automat
rozpoczyna dzialanie.

Napis wejsciowy zostaje rozpoznany, jesli po przeczytaniu ostatniej jego litery
automat znajdzie sie w jednym ze swoich stanéw finalnych. Koncowa zawartosé
stosu nie ma przy tym znaczenia. Mozliwe jest takze zatrzymanie automatu w stanie
roznym od finalnego lub zatrzymanie przed osiaggnieciem korica tasmy wejsciowej.
W przypadku automatu deterministycznego jest to réwnoznaczne z odrzuceniem
stowa, natomiast automat niedeterministyczny nie dyskwalifikuje takiego napisu,
moze bowiem istnie¢ inna sekwencja ruchoéw konczaca sie jego rozpoznaniem.

Dla automatow ze stosem, tak samo jak dla automatoéow skonczonych, istnieje
wygodna reprezentacja grafowa. Przyktadowo, jesli relacja przej$cia ma postaé

W(Siva’vw) = {<3j1771>7 (Sj27’72)7 SRR (Sjk77k)}7

w grafie obecne beda krawedzie

Tym razem etykieta krawedzi, oprocz litery wejsciowej a (lub symbolu A dla pustych
przejsc), zawiera takze symbol ze szczytu stosu x oraz napis 7, ktory zapisany bedzie
na stosie po usunieciu .

Jeszcze innym, alternatywnym sposobem opisu automatu ze stosem jest relacja
przejscia, ktora automat indukuje w zbiorze (A UuXu V)* zgodnie z reguta:

ap...q-15;0F...0p T1T2 ... Tp =M ar .. COESjAk41 - - - An Y1 -« Yglo .. . Tp

wtedy i tylko wtedy, gdy
7T<8i7 ag, xl) > (Sj7 yl o yQ)

oraz analogicznie dla pustych przejs¢ m(s;, A\, z1) > (s5,y1-..Yq)

ap...0g18i0k...0p T1T ... Tp =p A1 ... Q180K ... Ap Y1 ... YgTo ... Tp.
Napisy postaci aysasy € (AUXUV)* nazywamy konfiguracjami i interpretujemy je
jako wyczerpujace opisy stanow automatu M podczas skanowania stow wejsciowych:
po przeczytaniu czesci o napisu wejsciowego a = vy automat znalazl sie w stanie

s, natomiast zawarto$¢ stosu w tym momencie to napis . Przyjmujemy przy tym
konwencje, ze szczytowym symbolem w stosie jest pierwszy znak ~y. Zwr6¢my uwage,
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Rys. 4.3: Automat ze stosem akceptujacy jezyk {a"b" : n > 0} z Przyktadu 4.8.

ze nie ma potrzeby wprowadzania dodatkowego znaku separujacego napis wejéciowy
od napisu na stosie pod warunkiem, ze alfabety A iV sg roztaczne — takie zalozenie
mozna zawsze zrobi¢, poniewaz postacé znakow w V' nie wpltywa na jezyk akceptowany
przez automat. Jak wczesniej, symbolem =7, oznaczamy tranzytywne domkniecie
relacji przejécia = ;.

DEFINICJA 4.9 Jezykiem L(M) akceptowanym przez niedeterministyczny automat
ze stosem M nazywamy zbior stow o € A*, dla ktorych

Soz = QS

dla pewnego stanu sy € Sp oraz dowolnego v € V*. Klase tych jezykow oznaczamy
symbolem Lxget -

Innymi stowy, jezyk L(M) to zbior wszystkich takich stow o, dla ktorych istnieje co
najmniej jedna sekwencja ruchow automatu osiggajaca konfiguracje akceptujaca.

W praktyce gdy chcemy ustali¢ czy okreslone stowo « jest akceptowane przez
zadany automat, staramy sie przede wszystkim znalezé sekwencje ruchéow doprowa-
dzajaca glowice czytajaca na koniec «, gdyz zatrzymanie automatu w dowolnym
innym miejscu nie produkuje konfiguracji akceptujace;j.

PRZYKELAD 4.8 Zbudujemy automat akceptujacy jezyk bezkontekstowy
L={a"b": n>0}.

Alfabet stosu zawiera 2 symbole V' = {z, z}, przy czym z jest standardowym symbo-
lem poczatkowym stosu, natomiast x uzywane bedzie do rejestrowania liczby prze-
czytanych liter a. Graf automatu przedstawia Rys. 4.3. Puste przejscie so — s3
pozwala zaakceptowaé pusty napis A, ktory jest poprawnym stowem jezyka L. Jesli
tasma wejSciowa nie jest pusta, przejécie to nie skutkuje akceptacja zapisanego na
niej slowa, bowiem glowica czytajaca nie przesunie sie na jego koniec. Pojawienie
sie na wejsciu ciggu liter a powoduje, ze automat przejdzie do stanu s; zapisujac
w stosie symbol z dla kazdego kolejnego a. Poniewaz kazdy odczyt stosu usuwa z
niego wierzchni symbol, trzeba go powtorzy¢ przy zapisie jeli intencja nasza jest
dodanie nowego napisu na stos (np. przejscie sy — s1 odczytuje symbol z i zapisuje
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a,x,xXx
a,),xy
b,x,yx
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a,x,
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Rys. 4.4: Automat ze stosem akceptujacy jezyk z Przyktadu 4.9.

w jego miejsce xz). Pojawienie sie litery b powoduje usuniecie ze stosu pojedynczego
x (zapisujemy pusty ciag w jego miejsce). Ponowne osiagniecie symbolu z na dnie
stosu pozwala wykonaé puste przejécie s, — s3, ktore bedzie ruchem akceptujacym
jesli na tagmie wejsciowej nie pozostang juz zadne litery.

Przyjrzyjmy sie procesowi akceptacji stowa aabb, opisanemu ciggiem relacji przej-
Scia. Mamy kolejno:

spaabbz = asjabbrz = aas;bbrrz = aabsybrz = aabbssz = aabbss\ .
7 kolei dla stowa aabbb sekwencja przej$¢ moze by¢ nastepujaca:
sgaabbbz = asjabbbrz = aas bbbrrz = aabssbbrz = aabbssbz = aabbssb\,

jednak, jak widac, nie udaje si¢ ta droga osiggnaé¢ konca napisu wejsciowego. Dla
stowa aab, po przeczytaniu b na stosie pozostaje jeden symbol x i automat nie potrafi
opusci¢ stanu Ss.

PRZYKEAD 4.9 Niech teraz L = {O/E ta € {a,b}* }. W pierwszej fazie automat
bedzie rejestrowal na stosie symbole x i y odpowiadajace wezytanym literom a i
b napisu «, w drugiej zas bedzie poréwnywat kolejne litery a7 zawartoscia stosu.
Natomiast jedynym problemem pozostaje rozpoznanie miejsca, w ktérym koriczy sie
a, a zaczyna jego lustrzane odbicie. W tym miejscu automat musi przetaczy¢ sie z
trybu rejestracji liter do trybu ich poréwnywania ze stosem. Poniewaz ma on do dys-
pozycji tylko jeden przebieg przez dane wejsciowe, nie mozna wyznaczy¢ tego punktu
przez liczenie znakow. Rozwiazanie uzyskamy dzieki niedeterminizmowi automatu:
faze rejestracji liter mozna przerwa¢ w dowolnej chwili pustym przej$ciem do stanu
S9 rozpoczynajacego poréownywanie, Rys. 4.4. Jesli przejécie to zostanie wykonane
w niewlasciwym momencie, automat nie osiggnie konfiguracji akceptujacej, wazne
jest natomiast, ze dla poprawnego stowa z L (i tylko dla takiego stowa) przejscie
wykonane dokladnie po odczytaniu ostatniej litery o pozwoli na ukonczenie cate-
go procesu w stanie finalnym. A wiec dla poprawnych strukturalnie stow istnieje
akceptujaca sekwencja ruchéw automatu.

Definicja deterministycznego automatu ze stosem wymaga, aby relacja przejécia
7 byta jednoznacznym cze$ciowym odwzorowaniem.
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Rys. 4.5: Deterministyczny automat ze stosem akceptujacy jezyk {a"0" : n > 0} z
Przyktadu 4.8.

DEFINICJA 4.10 Automat ze stosem opisany w Definicji 4.8 jest deterministyczny
(DAS) jesli relacja przejécia m jest czesciowq funkcjq, a wiec posiada nastepujgce
wtasnosci:

(i) dla kazdej trojki (s,a,x) € ¥ x A XV istnieje co najwyzej jedna para (s',7) €
Y X V* taka, ze n(s,a,x) = (s',7);

(ii) jesli puste przejscie w(s, \, x) jest okreslone dla pewnych s i x, wtedy 7 (s, a, x)
nie moze byé okreslone dla jakiejkolwiek litery a.

Tak wiec, o ile (ii) dopuszcza istnienie A-przej$¢ w deterministycznym automacie ze
stosem (przypomnijmy, ze puste przejscia byty zabronione w przypadku skoniczonych
automatow deterministycznych), dzieje sie to pod warunkiem, ze aktualny stan s i
wierzchni symbol stosu x nie pozwalaja na zadne inne przejécie z ruchem glowicy
czytajacej. W ten sposob w kazdej sytuacji automat ma co najwyzej jedno dostepne
przejécie, z ruchem glowicy czytajacej albo bez.

Automat z Przyktadu 4.8 mozna zamieni¢ na réwnowazny deterministyczny,
por. Rys. 4.3 1 4.5. Wystarczy zlikwidowa¢ stan s, i przyja¢ sg jako stan poczat-
kowy i koricowy zarazem. Mozna natomiast udowodni¢, ze nie istnieje réwnowazny
automat deterministyczny dla automatu z Przyktadu 4.9 (por. jednak Zad. 19 na
koricu obecnego rozdziatu). Okazuje sie bowiem, ze klasa jezykow akceptowanych
przez deterministyczne automaty ze stosem Lpe; jest wezsza niz klasa jezykow roz-
poznawanych przez automaty niedeterministyczne,

LDet g‘: LNdet .

Oto inny sugestywny przyktad jezyka klasy Lnqet. Niech
L = LiULy, = {a"b": n>0} U {a™*™ : m > 0}.

Majac dwa deterministyczne automaty ze stosem akceptujace L; i Lo o stanach
startowych sgl) i odpowiednio 352), tworzymy nowy automat sumujgc roztaczne z za-
tozenia zbiory ;1 i1 X9, V4 i V5 oraz funkcje przejscia 7y i 7r2, a nast%pnle dodajqc nowy
stan startowy sq i niedeterministyczne przejscia 7(so, A, z) = {( 50 L 2), 50 ,2)}. Jest
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to wiec niedeterministyczny automat ze stosem akceptujacy L. Problem ze stworze-
niem dla niego wersji deterministycznej polega na tym, ze niezaleznie od wybranej
metody najpozniej w chwili gdy pod glowica pojawi sie pierwsza litera b trzeba zde-
cydowaé sie na okreslony sposdb operowania danymi zapisanymi w stosie — czy do
kazdej wezytanej wezesniej litery a dobiera¢ jedng czy tez dwie litery b. Od decyzji
tej zalezy poprawnos$é akceptacji stow jesli zatozymy deterministyczne dziatanie au-
tomatu. Poniewaz jednak nie mozemy wiedzie¢ w tym momencie ile bedzie liter b,
decyzja taka musi byé¢ podjeta niedeterministycznie.
Zakonczymy nasza dyskusje waznym twierdzeniem.

TWIERDZENIE 4.4 Klasa jezykow bezkontekstowych jest identyczna z klasqg jezy-
kow akceptowanych przez niedeterministyczne automaty ze stosem,

LQ = LNdet-

Dowod tego twierdzenia pomijamy, wspominajac jedynie, ze podobnie jak w przy-
padku dualizmu “gramatyka—automat” dla jezykow regularnych, istnieje konstruk-
tywna metoda przepisania produkcji gramatyki bezkontekstowej na przejscia auto-
matu i odwrotnie. Wymagane jest jednak wczesniejsze przeksztatcenie gramatyki do
postaci normalnej Greibach, a sama konstrukcja jest duzo bardziej ztozona.

Jezyki rozpoznawane przez deterministyczne automaty ze stosem, zwane tak-
ze bezkontekstowymsi jezykami deterministycznymi opiszemy pokrotce w nastepnym
podrozdziale.

2 Deterministyczne jezyki bezkontekstowe i ich gramatyki

Nie jest znana jednolita posta¢ gramatyk generujacych bezkontekstowe jezyki deter-
ministyczne. Jezyki te sa natomiast na tyle wazne z punktu widzenia zastosowan, w
szczegolnosci w konstrukeji kompilatoréw jezykéw programowania, ze warto pokusic
sie przynajmniej o cze$ciowa ich charakteryzacje przez czytelne gramatyki. Nietrud-
no domyslié sie, ze determinizm jest wlasnoscig utatwiajaca budowanie algorytmow
parsingu o znacznie wiekszej efektywnosci niz w przypadku jezykéw niedetermini-
stycznych. Zauwazmy, ze juz zwykta symulacja automatu jest o wiele prostsza w
przypadku deterministycznym.

Determinizm w przypadku gramatyki to cecha, ktora umozliwia jednoznaczny
wybor produkeji w kolejnych krokach wyprowadzenia, ktorego celem jest wygenero-
wanie zadanego stowa: zamiast odtwarzania catego drzewa wyprowadzen lub pewne;j
jego czesci, konstruujemy jedynie okreslong Sciezke prowadzaca do tego stowa. Al-
gorytm parsingu moze wiec dziata¢ bez nawrotow. Najprostszym przyktadem sa
wyprowadzenia top-down w tzw. s-gramatykach (s- od stowa “simple”).

DEFINICJA 4.11 G jest s-gramatykq, jesli wszystkie jej produkcje majg postaé
X —=aY;... Y, gdzie a€ A, Y, eV, m>0, (4.18)

przy czym dla kazdej pary X @ a istnieje co najwyzej jedna taka produkcja.
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Zauwazmy, ze (4.18) to posta¢ normalna Greibach gramatyki, do ktorej, jak juz
wiemy z Twierdzenia 4.3, przeksztalci¢ mozna dowolng gramatyke bezkontekstowa,
natomiast istotny jest tu warunek unikalnosci produkeji. Jesli probujemy wygenero-
waé zadane stowo wejsciowe o = aqas ... a,, tworzymy wyprowadzenie lewostronne
zaczynajac od symbolu S. Pierwszy krok wyznaczony jest jednoznacznie przez pare
symboli S'i ay: istnieje bowiem co najwyzej jedna produkcja postaci S — a1V ...Y,,.
Tak wiec S = a1Y7 ...Y,,. Kolejny krok to zastapienie Y; przy pomocy odpowiedniej
produkcji. Tu ponownie podglad pary Y] i as z napisu wejsciowego jednoznacznie
ja okredla i kolejna forma zdaniowa ma przyktadowa postaé ajasZ; ... ZpYs ... Y,,.
Jesli nie istnieje taka produkcja, mozemy odrzuci¢ o jako nienalezace do jezyka
L(G). W przeciwnym wypadku kontynuujemy proces z Z; i az i tak dalej do konca
wyprowadzenia.

Widzimy wiec, ze dla s-gramatyk podglad kolejnych liter stowa wejéciowego ste-
ruje deterministycznie procesem wyprowadzenia, przerywajac je w przypadku na-
potkania pierwszej niezgodnosci. Mozna tatwo zaimplementowadé taki proces postu-
gujac sie tablica podgladu produkcji, indeksowana przez pary symboli X i a, np.
T[X,a] =Y1...Y,, jesli parze X i a odpowiada produkcja X — aY;...Y,,.

S-gramatyki stanowia jednak zbyt ograniczona kategorie, bowiem generowane
przez nie jezyki tworza w sumie niewielka rodzine wsérod jezykow deterministycz-
nych. Bardziej ogolna konstrukcja sa tzw. gramatyki typu LL(k). Roznica polega
na tym, ze oprocz dostepu do aktualnie skanowanej litery zezwalamy tym razem
na podglad k£ — 1 symboli napisu wejsciowego na prawo od punktu skanowania, a
wiec na podglad “wyprzedzajacy”. Skrot LL to okreslenie “left-left”, ktore oznacza,
ze symbole napisu wejsciowego czytane sa od lewej do prawej strony i odpowiednie
ich grupy steruja przebiegiem lewostronnych wyprowadzen. Jesli np. aktualnie ska-
nowang literag napisu wejsSciowego jest a; oraz aktualnie zastepowanym symbolem
nieterminalnym w lewostronnym wyprowadzeniu jest X, wowczas podglad dalszych
liter a;1 1, ..., a1 k1 (lub mniejszej ich liczby jesli skanujemy w poblizu konca stowa)
pozwala jednoznacznie wybraé¢ wlasciwa produkcje X — S lub stwierdzié, ze taka
nie istnieje i tym samym odrzuci¢ analizowane stowo. Wszystkie s-gramatyki sg z
definicji typu LL(1). Precyzyjna definicja gramatyki LL(k) jest nastepujaca:

DEFINICJA 4.12 Gramatyka bezkontekstowa G = (A, V, S, 11) jest typu LL(k), jesli
dla kazdej pary wyprowadzen lewostronnych postaci

S =* g Xw; = alﬁlwl =" Q109
S = oy Xwy = O[lﬁQCUQ =" o103,

gdzie o; € A*, B w; € (AU V)*, réwnodé co najwyzej k poczgtkowych liter w oy i
as pocigga za sobg rownosé By = Ps.

Tak wiec wybor jednej z mozliwych produkeji X — f; jest jednoznacznie okreslony
przez nie wiecej niz k liter wystepujacych w « tuz za jego poczatkowa, przetworzong
juz czesciag a;. Ujmujac to inaczej, podglad kolejnych k liter napisu wejsciowego
“steruje” procesem wyprowadzenia, wybierajac wlasciwa $ciezke w drzewie parsingu
top-down.
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PRZYKEAD 4.10 Gramatyka S — aSb|ab nie jest s-gramatyka, bowiem prawe
strony obydwu produkcji zastepujacych symbol S rozpoczynaja sie litera a (pomi-
jajac mniej istotny i tatwy do naprawienia defekt, ze zamiast b powinni§my uzy¢
pomocniczego symbolu B i dodatkowej produkeji B — b). Jest ona natomiast gra-
matyka typu LL(2): jesli skanowany symbol to a i nastepny to takze a, wybieramy
produkcje S — aSbh. Jesli natomiast nastepny symbol to b, wybieramy S — ab. Pro-
ponujemy czytelnikowi przeprowadzenie wyprowadzenia napisu aaabbb przy uzyciu
sterujacej tabelki
‘ aa ab ba bb
S ‘ aSb ab O O

ktorej kolumny wskazuja jakiej produkcji nalezy uzyé¢ w wyprowadzeniu do zasta-

pienia symbolu S, gdy symbole wejsciowe a; oraz a;;; to odpowiednio aa, ab itd.

Symbol @ oznacza brak odpowiedniej produkeji i sygnal do odrzucenia stowa.
Istnieje rowniez s-gramatyka dla rozwazanego tu jezyka:

S — adA
A — aAB|b
B — b

Nie nalezy jednak sadzi¢, ze jest to sytuacja typowa: fakt, ze dla danego jezyka znamy
gramatyke typu LL(k) nie oznacza, 7e istnieje dla niego réwnowazna gramatyka
typu LL(k — 1) lub nizszego. Ogdlny obraz scharakteryzujemy w dalszej czesci tego
podrozdziatu.

PrRZYKEAD 4.11 Gramatyka jezyka poprawnie zagniezdzonych nawiasow S —
ab|aSb| SS nie jest typu LL(k) dla zadnego k. Przy analizowaniu napiséw o dtugosci
przekraczajacej 2 mamy do wyboru dwie produkcje: S — aSb oraz S — SS. Skano-
wany aktualnie symbol nie podpowiada, ktérej z nich powinni$émy uzyé¢, podobnie
jak podglad dowolnej liczby symboli wej$ciowych. Wezmy bowiem stowa

a™b" oraz a"b"ab. (4.19)

Wyprowadzenie pierwszego z nich polega na iteracyjnym uzyciu produkcji S —
aSb, natomiast wyprowadzenie drugiego musi zaczynac¢ sie od S — SS. Decyzje co
do tego, ktorej produkcji uzy¢ w wyprowadzeniu jako pierwszej mozna podjaé¢ na
podstawie podgladu nie mniej niz 2n poczatkowych symboli wejsciowych. Poniewaz
jednak w naszej gramatyce mozemy wyprowadzac¢ takie napisy dla dowolnie duzych
n, nie moze by¢ ona typu LL(k) dla jakiegokolwiek ustalonego k.

Nie znaczy to jednak, ze jezyk poprawnie zagniezdzonych nawiasé6w nie moze by¢
generowany przez gramatyke typu LL. Oto bowiem niemal rownowazna gramatyka
typu LL(1) dla tego jezyka:

S — aSbS|\.

Niemal, poniewaz generuje ona dodatkowo stowo puste, ktorego nie wlaczyliSmy
do oryginalnego jezyka. Zajmiemy sie tym drobnym defektem za chwile. Analizujac
przyktad stowa aabbab zauwazmy, ze skanowanie wejsciowej litery a nakazuje jedno-
znacznie wybraé¢ produkcje S — aSbS, natomiast w przypadku litery b lub korica
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napisu — produkcje S — A. Oto odnos$ne wyprowadzenie, w ktorym nad symbolami
= podajemy aktualnie skanowanag litere wejsciowa:

S & 45bS % aaShShS 2 aabShS 2 aabbS % aabbaShs 2 aabbabS > aabbab |

By zagwarantowaé pelng rownowaznos$é z pierwotna gramatyka, pozostaje wyelimi-
nowaé z generowanego jezyka stowo puste przez wymuszenie, by kazde wyprowadze-
nie rozpoczynalo sie od zastosowania produkeji S — aSbhS. Skorygowana gramatyka
przedstawia si¢ nastepujaco:

S — aXbX, X = aXbX | \.

PRZYKEAD 4.12 Innym waznym z punktu widzenia zastosowan przykladem jest
jezyk prostych wyrazen arytmetycznych. Gramatyka (4.6) nie jest gramatyka typu
LL 7 uwagi na obecno$¢ par produkcji S — T oraz S — T+S5 i podobnie T' — F' oraz
T — F xT. Zaréwno sktadnik 7" jak i czynnik F' moga rozwija¢ sie w konkretnym
wyprowadzeniu do podwyrazen o dowolnej dtugosci, a wiec podglad wyprzedzajacy
ustalonej liczby k znakéw wejsciowych nie w kazdym przypadku pozwoli nam stwier-
dzi¢ czy oczekiwaé np. znaku + po T', a wiec czy uzy¢ produkeji S — T + S czy
tez S — T. Zauwazmy, ze jest to schemat identyczny z tym, ktéry analizowali$émy
w poprzednim przykltadzie dla napisow (4.19). Podobnie jak poprzednio, gramatyke
(4.6) mozna przeksztalci¢ do rownowaznej postaci posiadajacej juz wlasnosé LL(1):

S — TR R — +TR|A
T — FQ Q — *FQ|A (4.20)
F — z|yl|z]|(9).

Proces parsingu sterowany jest tabela podgladu podobna do tej, ktorej uzyliSmy w
Przyktadzie 4.10. Jednak tym razem omo6wimy ten proces bardziej szczegdtowo. Al-
gorytm deterministyczny bazujacy na gramatyce typu LL(k) z jednej strony skanuje
napis wejsciowy z odpowiednim wyprzedzajacym podgladem, z drugiej zas operuje
na formie zdaniowej wyprowadzonej do tej pory z symbolu S, dokonujac w niej sto-
sownych podstawien na podstawie produkcji. By zrealizowa¢ proces lewostronnego
wyprowadzania wygodnie jest wykorzystac¢ stos do przechowania formy zdaniowej, w
ktorym jego wierzchni symbol odpowiada poczatkowemu znakowi formy. Jesli jest to
nieterminal, bedzie on zdjety ze stosu i zastapiony prawa strong wtasciwej produkcji
(wyznaczonej jednoznacznie przez tabele podgladu), przy czym jej znaki wpisywa-
ne sa do stosu od ostatniego, by zachowa¢ wspomniang wyzej konwencje “wierzch
stosu = poczatek formy”. Jedli za§ wierzchni element stosu to terminal, zdejmujemy
go jesli tylko zgadza sie ze skanowanym aktualnie symbolem wejsciowym. W tym
wypadku przesuwamy takze punkt skanowania. Brak zgodnosci terminala na stosie
z symbolem wejsciowym oznacza btad. Proces rozpoczyna sie od umieszczenia w
pustym stosie symbolu S i ustawieniu punktu skanowania na pierwszej literze. W
przypadku gdy napis wejéciowy jest gramatycznie poprawny, powinnismy dojs¢ do
konfiguracji z pustym stosem i punktem skanowania za ostatnig litera. Zwracamy
uwage na pewne podobienstwo tego algorytmu z opisem dzialania automatu ze sto-
sem — to wladnie uzycie stosu w procesie rozpoznawania stéw jest charakterystyczna
cecha jezykow bezkontekstowych.
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Ponizej podajemy tabele podgladu dla gramatyki (4.20). Kolumny indeksowa-
ne sa pojedynczymi (zgodnie z typem LL(1)) symbolami wejSciowymi, wiersze zas
symbolami na szczycie stosu. Tabela zawiera prawe strony odpowiednich produkc;ji,
ktore nalezy zastosowaé zastepujac nieterminal na wierzchu stosu indeksujacy dany
wiersz, a takze symbole akcji “pop” oznaczajace usuniecie symbolu (terminalnego)
ze stosu i przesuniecie punktu skanowania napisu wejsciowego. Puste pole w tabeli
oznacza konfiguracje btedna. Stan pustego stosu oznaczyliSmy symbolem 0.

x oy z + * ( ) A
S|TP TP TP TP
P +TP A A
T|FQ FQ FO FOQ
Q A xFQ A A
Fl z vy =z (S)
T | pop
y pop
2 pop
+ pop
< pop
( pop
) pop
%) accept

Dla przyktadu przeprowadzimy analize wyrazenia x x (y + z) sterowang powyzsza
tabela. Oto kolejne kroki wyprowadzenia (stany stosu), podjete akcje i stany napisu
wejsciowego od punktu skanowania:



108 ROZDZIAL IV. GRAMATYKI I JEZYKI BEZKONTEKSTOWE
Stos Akcja Wejscie
S| S=TP |xx(y+2)
TP| T—FQ |zx(y+2)
FQP| F—z |xx(y+2)
QP pop xx*(y+ 2)
QP | Q= +FQ | +(y+2)
* QP pop *(y + 2)
FQP| F—(S) | (y+=2)
(9)QP pop (v +2)
SIQP| S—TP |y+=z)
TP)QP| T —FQ |y+2)
FQP)QP F—y |y+2)
yQP)QP pop y+2)
OP)QP | Q=X | +2)
P)QP | P — +TP | +2)
+TP)QP pop +2)
TP)QP | T — FQ | z)
FQP)QP F—z z)
2QP)QP pop z)
QPIQP| Q= |)
PQP| P |)
)QP pop )
QP Q— A A
P P = A
) accept A

Zakoriczymy niniejszy rozdzial omowieniem kilku waznych faktéw dotyczacych
jezykow deterministycznych. Zdefiniujmy klase L£L(k) jezykoéw bezkontekstowych
jako zbior tych L, dla ktorych istnieje gramatyka G typu LL(k) generujaca ten jezyk,
L = L(G). Poniewaz gramatyka typu LL(k) jest trywialnie takze typu LL(k + 1)
(wystarczy jesli zignorujemy ostatni z podgladanych symboli wejSciowych), mamy

LL(K) C LL(k+1).

Mniej oczywisty jest fakt, ze inkluzja ta jest wlasciwa, LL(k) G LL(k + 1). W li-
teraturze znane sa przyktady jezykow klasy L£L(k), ktore nie sa klasy LL(k — 1),
por. np. [1], vol. II. Ponadto istnieja przyktady jezykow deterministycznych, ktore
nie naleza do zadnej z klas LL(k). Tak wiec ogolna klasyfikacje jezykow determi-
nistycznych w klasie jezykoéw bezkontekstowych przedstawi¢ mozna diagramem z
Rys. 4.6. W uzupelnieniu dodajmy, ze takze zawarta w L4 klasa jezykéw liniowych
Liin, czyli jezykéw generowanych przez gramatyki liniowe, nie jest poréwnywalna z
zadng z klas LL(k) ani tez z Lpey. Dla czytelnosci, osobny diagram przedstawiony
na Rys. 4.7 ilustruje wzajemne relacje miedzy jezykami regularnymi, liniowymi i
deterministycznymi.

Oprocz gramatyk typu LL rozwaza sie takze inne ich rodziny, ktére umozliwia-
ja deterministyczny parsing. Na szczeg6lng uwage zashuguja gramatyki tzw. typu
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Rys. 4.6: Hierarchia LL (k) wewnatrz klasy jezykow deterministycznych i bezkontek-
stowych. Symbolem ££ oznaczylismy sume wszystkich klas £L(k). Czytelnik zechce
samodzielnie uzasadni¢, ze jezyki regularne stanowia podklase £L£(1), por. Zad. 20
na koncu rozdziatu.

Rys. 4.7: Relacje miedzy jezykami regularnymi, liniowymi i deterministycznymi.
Przyktadem nieliniowego jezyka deterministycznego jest L = {w : |w|, = |w|s},
natomiast jezyk L = {a"0"} U {a™V®" jest liniowy lecz niedeterministyczny.

LR(k), w ktorych deterministyczny wybor produkeji mozliwy jest jak poprzednio
na podstawie wyprzedzajacego podgladu kolejnych k — 1 symboli wejsciowych. Tym
razem jednak analiza oparta jest na prawostronnych wyprowadzeniach. Gramaty-
ki te stanowia baze dla efektywnych algorytméw parsingu “bottom-up”, w ktérych
wyprowadzenia przeprowadzane sg w przeciwng strone i polegaja na redukcji frag-
mentow formy zdaniowej do pojedynczych nieterminali, a wiec na uzyciu produkcji
w odwrotny sposob: odnaleziona w formie zdaniowej prawa strona produkcji za-
stepowana jest przez symbol z lewej strony. W koncowym efekcie ciggu redukcji
powinni$my otrzymacé pojedynczy symbol S. Parsing dziata tu w wielu aspektach
doktadnie odwrotnie do metody opartej na gramatykach LL(k): w wersji LL stos
poczatkowo zawiera symbol S a na koricu jest pusty, natomiast w wersji LR na od-
wrot, najpierw jest pusty, a na koncu powinien zawiera¢ symbol S. Gramatyki tego
typu i szczegotowe metody parsingu omoéwione sg wyczerpujaco we wspomnianej
ksiazce [1].
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IV.3 Wilasnos$ci jezykéw bezkontekstowych

Omoéwimy obecnie kilka waznych wlasno$ci jezykoéw bezkontekstowych. Zajmiemy
sie w szczegolnosci zamknietodcia Lo ze wzgledu na operacje mnogosciowe i inne
algebraiczne operacje na jezykach. Okazuje sie, ze inaczej niz w przypadku jezykow
regularnych, wiele takich operacji wyprowadza poza klase L. Takze lista pozytywnie
rozstrzygalnych problemoéw decyzyjnych jest ubozsza dla jezykow bezkontekstowych.
W szczegolnoscei istotny problem rozpoznawania rownowaznosci gramatyk nie jest w
klasie £, rozstrzygalny.

Rozpoczniemy od przestawienia dwoch lematéw o pompowaniu: dla jezykow li-
niowych i dla ogblnych jezykow bezkontekstowych. Wnioski 7z tych lematow pozwola
nam sformutowa¢ wazne negatywne wyniki dotyczace operacji na jezykach w L.

W dalszej czedci rozdzialu oméwimy inne, mniej znane charakteryzacje jezykow
bezkontekstowych. Jednym z nich jest interesujace twierdzenie Parikha, ktore sta-
nowi swego rodzaju arytmetyczng charakteryzacje jezykow z Lo, odwotujaca sie do
liczby wystapieri symboli terminalnych w ich stowach.

1 Lematy o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych

Rozpocznijmy od przedstawienia lematu o pompowaniu w wersji dla jezykow linio-
wych. Przypomnijmy, ze jezyk liniowy generowany jest przez gramatyke bezkontek-
stowa, w ktorej prawe strony produkcji zawieraja co najwyzej po jednym symbolu
nieterminalnym.

LEMAT 4.1 (O pompowaniu dla jezykow liniowych) Niech L bedzie nieskoriczonym
jezykiem liniowym. Istnieje wowczas stata m > 0 (zalezna jedynie od L) taka, ze
dowolne stowo w € L o dlugosci co najmniej m mozna roztozyé na czesci w = afyon
w taki sposob, ze

(1) lapon| < m,
(i) |50] = 1,

a przy tym wszystkie bez wyjgtku stowa wy, = afB¥yd*n dla k = 0,1,2,... sq takze
elementams L.

Dowd6d tego lematu pomijamy, por. np. [7]. Jest on w swojej strukturze podobny do
dowodu ogolniejszego lematu o pompowaniu dla jezykoéw bezkontekstowych, ktory
naszkicujemy nizej.

PRZYKELAD 4.13 Zastosujemy powyzszy lemat do pokazania, ze jezyk L = {w €
{a,b}* : |w|s = |w|p} 7 Przyktadu 2.5 nie jest liniowy. Zalézmy nie wprost, ze istnieje
generujaca go liniowa gramatyka. Zgodnie z Lematem 4.1, dla L istnieje stala m
wyznaczajaca dtugosé stow w, dla ktorych zawsze mozliwe jest pompowanie. WeZmy
zatem jako w slowo postaci a™b*™a™. Lemat gwarantuje dalej istnienie podzialu
w = afvyon, dla ktorego nierownosé (i) oznacza w obecnej sytuacji, ze czesci «, 3, §
i n zbudowane sa wylacznie z liter a, natomiast (ii) zapewnia, ze pompowane cze$ci
B i 0 zawieraja co najmniej jedna litere a. Czesé¢ centralna stowa w zbudowana z
liter b ukryta jest w podciagu v i nie podlega pompowaniu. Tak wiec liczba liter
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a w stowach wy wzrasta, podczas gdy liczba liter b pozostaje niezmieniona. Tym
samym pompowanie tworzy stowa spoza L. Otrzymali$my sprzeczno$c¢ z teza lematu,
a zatem zaltozenie o liniowosci jezyka L musiato by¢ fatszywe.

Ostatni przyklad pokazuje, ze L1y G Lo. Przejdzmy do sformutowania analo-
gicznego lematu dla ogélnych jezykow bezkontekstowych.

LEMAT 4.2 (O pompowaniu dla jez. bezkontekstowych) Niech L bedzie nieskori-
czonym jezykiem bezkontekstowym. Istnieje wowczas stata m > 0 (zalezna jedynie
od L) taka, ze dowolne stowo w € L o dlugosci co najmniej m mozna roztozyé na
czesci w = affyon w taki sposdb, ze

(i) |Byo] < m,

(i) |B0] = 1,
a przy tym wszystkie bez wyjgtku stowa wy, = afBfyd*n dla k = 0,1,2,... sq takze
elementami L.

Zauwazmy, ze réznica miedzy obydwoma wersjami lematu jest raczej subtelna: ogra-
nicza sie ona do innej postaci nierownosci (i). W przypadku jezykow liniowych wa-
runek (i) gwarantuje, ze czesci 81 podlegajace pompowaniu znajduja sie w obrebie
m znakow od koncéw napisu w, a wiec “blisko jego brzegow”. Rozdzielajaca je czesé
“centralna” v moze by¢ dowolnie dtuga. Widaé¢ wiec celowos¢ takiego a nie innego
wyboru stowa w w Przyktadzie 4.13: skoro naszym celem jest obalenie przypusz-
czenia o liniowosci L, wybieramy stowo w tak, by pompowanie generowalo stowa
spoza L, w szczeg6lnosci by powielato tylko litery a, nie zmieniajac liczby liter b i
naruszajac tym samym warunek |w|, = |w|, definiujacy L.

Odwrotnie, w wersji lematu dla jezykow bezkontekstowych czeéci podlegajace
pompowaniu leza “niedaleko” od siebie, zawsze w obrebie m znakéw niezaleznie od
wyboru stowa w, a czeéci poczatkowa i konicowa a i n moga tym razem by¢ dlugie.
Ta obserwacja takze pomoze nam wybiera¢ celowo stowa w, ktore tatwo prowadza do
obalenia hipotezy o bezkontekstowosci analizowanego przy pomocy lematu jezyka.

SZKIC DOWODU. Skoro jezyk L jest klasy Lo, posiada generujgca go gramatyke
bezkontekstowa G. Zal6zmy bez zmniejszenia ogblnosci, ze gramatyka ta nie zawiera
pustych ani tez jednostkowych produkcji. Tym razem przedstawimy wyprowadzenie
S =* w w postaci drzewa, w ktorym wierzchotki reprezentuja symbole terminalne i
nieterminalne, a rozgatezienia do kolejnych pieter odpowiadaja uzytym produkcjom,
np.
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Zastosowane w tym przyktadzie produkcje to S — aXY, X — 05 1Y — Za.
Niech ¢ oznacza najwieksza dlugosé¢ prawej strony produkeji w G. Jesli m jest dtu-
goscia stowa w € L, wowezas log, m jest dolnym oszacowaniem wysokosci drzewa
reprezentujacego wyprowadzenie S =* w. Rzeczywiscie, gdyby w kazdym kroku wy-
prowadzenia uzywano produkcji z g-literowa prawa strona, pierwsze pietro drzewa
zawieraloby ¢ znakow, drugie ¢ znakow itd., a wiec I-te ¢! znakow. Biorac ¢' > m,
otrzymujemy [ > log, m.

Poniewaz L jest z zalozenia nieskoriczony, dtugosci stow sa w nim nieograniczone.
Wybierzmy wige stowo w o dostatecznie duzej dtugosci m, tak aby log, m > p, gdzie
p jest liczba nieterminali w G. Zatem wysoko$é¢ [ drzewa wyprowadzenia w spelnia
nieréwno$¢ [ > p. Istnieje wiec Sciezka w tym drzewie o kolejnych wierzchotkach
nieterminalnych S = Xy, Xs, ..., X;, a poniewaz [ > p, pewien nieterminal pojawia
sie w niej wiecej niz raz. Niech X bedzie takim powtarzajacym sie nieterminalem,
X =X, = Xj, 7 >1i. W zwyklym zapisie wyprowadzenia mamy wiec

S =" aXn="afXon="afyin = w,

przy czym szczegOtowe kroki tego wyprowadzenia zawsze przeprowadzi¢ mozna w
takiej kolejnosci, zeby «, 3, § i n byly napisami terminalnymi. Oznacza to, ze X =*
BX 6§ oraz X =* 7. Legalne sa zatem takze nastepujace wyprowadzenia:

S =" aXn="ayn

oraz,
S =* aXn =" af*Xo"n =* affyitny

dla k = 1,2,..., a wiec wszystkie stowa w;, = apvd*n dla k = 0,1,2,... sa ele-
mentami L. Oszacowanie (i) w lemacie uzasadni¢ mozna przez bardziej precyzyj-
ny wybor powtarzajacego sie nieterminala (chodzi o taki zawsze wykonalny wybor
X = X; = Xj, aby w poddrzewach zakorzenionych w X; i X, nie wystepowaly
juz inne powtorzenia nieterminali). Nie bedziemy jednak wchodzi¢ w szczegoty tego
technicznego argumentu. Nieréwnosc¢ (ii) jest konsekwencja faktu, ze gramatyka G
nie zawiera ani pustych ani tez jednostkowych produkcji: skoro X =* X0, zatem
|B6] > 0. O

Zilustrujemy kilkoma przyktadami przydatnos$é¢ lematu o pompowaniu do obala-
nia przypuszczen co do bezkontekstowosci pewnych jezykow.

PRZYKELAD 4.14 Standardowym przyktadem jezyka, ktory nie speinia tezy Lema-
tu 4.2 jest L = {a™b"c" : n > 0}. Zalozmy, ze jest to jezyk bezkontekstowy. Istnieje
zatem stata m gwarantujaca, ze stowo w = a™b™c™ dzieki swojej dtugosci moze
by¢ podzielone na segmenty w = afvyon w sposob zgodny z (i) oraz (ii) tak, ze
zastosowana do niego operacja pompowania wy, = o/3*y6n generuje inne stowa z L.
Jednak warunek (ii) |3vd| < m dla naszego slowa oznacza, ze segment ten moze by¢
zbudowany z powtorzen co najwyzej dwoch liter, a wiec moze by¢ jednej z postaci
a’, a®bt, b, bct lub ostatecznie ¢”, gdzie r < m lub s +t < m. Wowczas jednak
pompowanie powiela tylko jedna lub dwie sposrdd liter a, b, ¢, produkujac stowa
spoza jezyka L. Stad wniosek, ze jezyk ten nie moze by¢ bezkontekstowy.
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Rys. 4.8: Tlustracja do Przyktadu 4.15. Segment [Svd ze wzgledu na ograniczong
dhugos¢ nie wieksza niz m moze miesci¢ si¢ w obrebie co najwyzej dwoch sasiednich
blokow liter a i b. W kazdym z mozliwych potozenn pompowanie niszczy symetrie
stow jezyka L.

PRZYKEAD 4.15 Niech z kolei L = {up : p € {a,b}*}. Gdyby jezyk ten byl
bezkontekstowy, zgodnie z lematem istnialaby dla niego odpowiednia stata m. Jako
robocze stowo w € L wezmy tym razem a™b™a™b™. Wybor tego stowa jak zwykle
nie jest przypadkowy, chcemy bowiem ulatwi¢ sobie analize struktury napiséow wy
budowanych przez pompowanie. Warunek (i) oznacza, ze jakkolwiek nie wygladatby
podzial w = afvdn, segment Byn, ze wzgledu na swoja dlugosé nieprzekraczajaca
m, moze by¢ zlokalizowany w obrebie co najwyzej dwoch blokéw liter a lub b, por.
Rys. 4.8. Na podstawie tego rysunku wida¢ dlaczego pompowanie w kazdym moz-
liwym potozeniu bloku Sv0 niszczy strukture pp stow jezyka L. Formalny dowdd
jest bardzo prosty lecz powinien by¢ przeprowadzony dla wszystkich szczegdétowych
przypadkow. Np. gdy segment 50 miedci sie w catosci w obrebie jednego z czterech
blokow liter a lub b, pompowanie generuje stowa postaci
W = am—i—ksbmambm ’ ambm—l—ksambm ’ ambmam-‘rksbm lub ambmambm-‘rks ’

gdzie s > 0i k = 1,2,.... Zadne z nich nie nalezy do L. Natomiast konfiguracje
takie jak przedstawiona na Rys. 4.8 wymagaja osobnej, wariantowej ze wzgledu na
rozne mozliwe potozenia i 9, analizy.

PRZYKEAD 4.16 Jako ostatni z przyktadow rozwazmy jezyk L = {a"2 : n >0},
ktory analizowaliSmy juz wcze$niej, por. Przyktad 3.17, uzasadniajac dlaczego nie
jest on regularny. Czytelnik zechce przekonac sie, ze doktadnie tego samego sposobu
argumentacji uzy¢ mozna réwniez teraz, w kontekécie lematu o pompowaniu dla
jezykow bezkontekstowych, wnioskujac, ze L takze nie jest klasy L£,. Zbieznosé ta
nie jet przypadkowa: w podrozdziale IV.3.4 przekonamy sie, ze jezyki nad jednolite-
rowym alfabetem, jesli nie s regularne, nie moga by¢ takze bezkontekstowe.

2 Zamknieto$¢ klasy jezykéw bezkontekstowych

Jak wspomnieliSmy, wyniki dotyczace zamknietosci klasy Lo ze wzgledu na operacje
na jezykach sa bardziej skromne niz w wypadku klasy L.

LEMAT 4.3 Klasa Lo jest zamknieta ze wzgledu na sume mnogosciowq, konkatena-
cje © domkniecie konkatenacyjne. Jest takze zamknieta ze wzgledu na odbicie lustrza-
ne i dowolny homomorfizm.
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DowOD. Zatozmy, ze Ly, Lo € Ly sa generowane przez gramatyki bezkontekstowe
(G711 Gy o roztacznych alfabetach nieterminalnych V; i V5. Niech ponadto S 1 .55 beda
ich symbolami startowymi. Wowczas, jak tatwo sprawdzié, nastepujace gramatyki
bezkontekstowe generuja odpowiednio jezyki Ly U Lo, Ly Lo oraz Lj:

GU = (A1UA2,‘/1U‘/2U{S}, S, H1UH2U{S—)51|SQ}),
Gkon = (Al UAQ, ViuVou {S}, S, II, Ull, U{S — 5152}),

Konstrukcja gramatyki generujacej jezyk T jest takze bardzo prosta. Wystarczy
zastapi¢ kazdag produkcje X — « produkcja “lustrzang” X — o. Fakt, ze grama-
tyka taka generuje lustrzane odbicia stow L(G) jest intuicyjnie oczywisty, gdyby-
$my jednak chcieli podaé¢ bardziej formalny dow6d, nalezatoby postuzy¢ sie postacia
Chomsky’ego dla G i przeprowadzi¢ prosty argument indukcyjny wzgledem dlugosci
wyprowadzenia.

W koricu, dla homomorfizmu h : A — B* wystarczy, podobnie jak wyzej, uzy¢
postaci Chomsky’ego gramatyki i zastapi¢ produkcje terminalne X — a produkcjami
X — h(a). Jest oczywiste, ze zmodyfikowany w ten sposob uklad produkeji generuje
jezyk h(L(Q)). O

Podobnie jak w przypadku jezykéw regularnych, istnieje inny prosty sposob zwie-
ztego uzasadnienia zamknietosci klasy Lo ze wzgledu na kilka spo$r6d wymienionych
wyzej operacji. W tym celu przywolamy opisang w Rozdziale I1.3, str. 31, operacje
podstawienia y (L) indukowanego przez odwzorowanie x(a) = L,. Nasze poprzednie
twierdzenie jest w rzeczywisto$ci w znacznej czeéci prosta konsekwencja nastepuja-
cego, ogoblniejszego faktu:

LEMAT 4.4 Jesli jezyk L oraz wszystkie jezyki L., a € A, sq klasy Lo, jest nim
takze jezyk x(L).

DOWOD. Przyjmijmy, ze L generowany jest przez gramatyke G, a jezyki L, — przez
gramatyki G, wszystkie o roztacznych zbiorach nieterminali i symbolach poczatko-
wych S oraz odp. S,. Gramatyke G, dla podstawienia y (L) uzyskamy zastepujac w
produkcjach G wszystkie symbole terminalne a przez odpowiednie symbole startowe
S,. Tak zmodyfikowany zbior produkcji G uzupetniamy o produkcje ze wszystkich
gramatyk G,. O

Przejdzmy teraz do wynikoéw negatywnych.

LEMAT 4.5 Klasa Lo nie jest zamknieta ze wzgledu na przekroje i dopelnienia je-
zykow, nie jest tym samym zamknieta ze wzgledu na roznice i roznice symetryczne.

DoOwOD. Ponizszy prosty przyktad pokazuje, ze przekrdj jezykoéw bezkontekstowych
na ogot nie musi by¢ jezykiem tej samej klasy. Niech

Ly = {a"b"c™: m,n >0} oraz, Ly = {a™b"c": m,n > 0}.

Ly i Ls sa oczywiscie jezykami z Lo, natomiast Ly N Ly = {a™b™c™ : n > 0} nie jest
jezykiem tej klasy, por. Przyktad 4.13.
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Fakt, ze dopelnienie jezyka bezkontekstowego nie musi by¢ typu Lo wynika nie
wprost z tozsamosci (L§ U LS)¢ = L1 N Ly. Gdyby bowiem byto inaczej, lewa jej stro-
na musiataby by¢ jezykiem bezkontekstowym, co przeczytoby uzyskanemu wtagnie
negatywnemu wynikowi dla przekrojow. Podobnie z réwnosci

L1—<L1—L2) = LlﬂLQ oraz Ll@L2@<L1UL2):L1ﬂL2

(por. Zad. 2 7z Rozdziatu I) wnioskujemy, 7ze zaréwno roéznica jak i roznica syme-
tryczna na ogo6l wyprowadzaja poza klase L. 0.

Kilka innych faktow dotyczacych operacji na jezykach bezkontekstowych pojawi
sie w formie zadan na koncu rozdzialu. Przytoczymy tu jeszcze jeden uzyteczny
rezultat.

LEMAT 4.6 Jesli L jest klasy Lo natomiast L, jest reqularny, wowczas L N L, jest
jezykiem bezkontekstowym. Innymai stowy klasa Lo jest zamknieta ze wzgledu na prze-
kroje z jezykami reqularnymi.

DowOD. Uzasadnienie lematu uzyskujemy przez konstrukcje podobna do tej, ktorej
uzywamy do budowy automatu deterministycznego dla przekroju jezykow regular-
nych, por. (3.6), str. 68. Niech M = (A,V, z,%, sg, Sp, ) bedzie niedeterministycz-
nym automatem ze stosem dla L oraz niech M, = (A, %, o, Rp,m,.) bedzie skon-
czonym automatem deterministycznym akceptujacym L,. Utworzymy automat ze
stosem M symulujacy rownolegte dziatanie M i M,. Oznaczmy komponenty M jako

M = (A V,2,%, 5, Sp, 7).
Podstawsa konstrukcji jest uzycie odpowiednich iloczynéw kartezjanskich
i:Eer, §p:SF><RF, S0 = (S0, 70) -
Nastepnie definiujemy ruchy automatu M:
((sk,m0),7) € 7((si,7), a,2) jesli (sk,v) € m(si,a,x) 1 m(rj,a)=1.
Ponadto dla pustych przej$¢ (sg,7y) € m(s;, A, ) mamy
((sk,rj),v) e ((si,75), A\, x) .

Tak wiec pustym przejsciom w M towarzyszy brak ruchu automatu M,. Stosujac
indukcje mozna tatwo udowodnié, ze

(s0,m0)az =Y alsy,rp)y dla sfeSp 1 rr€Rp
wtedy i tylko wtedy, gdy
Soauz =) QS oraz ToQw =y QT

Stad napis « jest akceptowany przez automat M wtedy i tylko wtedy, gdy jest

~

jednoczesnie akceptowany przez automaty M i M,, a wiec L(M) = LN L,. a
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Ponizsze przyktady ilustruja sposob wykorzystania ostatniego lematu.

PRZYKEAD 4.17 Rozwazmy jezyk Lgg = {a"b" : n > 0, n # 99}. Cho¢ mozna
bytoby zbudowaé¢ odpowiedni automat ze stosem lub gramatyke bezkontekstowa dla
tego jezyka, konstrukcja taka bytaby dos¢ zmudna. By przekonac¢ sie szybko, ze
Lgg jest jezykiem bezkontekstowym, rozumujemy nastepujaco. Jako L wezmy jezyk
{a™v" : n > 0}, natomiast jako L, jezyk jednoelementowy {a®*6%}. Poniewaz
L¢ jest regularny, na podstawie Lematu 4.6 wnioskujemy, ze Lgg = L N L jest
bezkontekstowy.

PRZYKEAD 4.18 Pokazemy teraz, ze jezyk
L = {a€efabc}: |al,=]aly=]al.}

nie jest bezkontekstowy. Jest to natychmiastowy wniosek z Lematu 4.6 jesli zauwa-
zy¢, ze

L N L(a*b*c) = {a"b"c": n>0}.
Gdyby bowiem L byl klasy £4, na podstawie Lematu powyzszy przekrdj takze bytby
jezykiem bezkontekstowym.

3 Rozstrzygalnosé w klasie £,

Z dyskusji przy koncu podrozdziatu [V.1 wiemy juz, ze problem czy dane stowo jest
czy tez nie jest elementem jezyka opisanego przez gramatyke bezkontekstowa jest
rozstrzygalny. Wiemy takze, ze istnieja ogolne, obliczeniowo wydajne metody (algo-
rytm CYK) rozwiazujace ten problem, a w przypadku jezykow deterministycznych
sa to wrecz metody o liniowej ztozonosci wzgledem dtugosci analizowanego stowa.
Opiszemy pokrotce, ktore z typowych probleméw posiadaja efektywne rozwigzania
dla jezykoéw bezkontekstowych.

LEMAT 4.7 Dla danej gramatyki bezkontekstowej pytanie czy generowany przez nig
jezyk jest pusty oraz pytanie czy jest on nieskonczony sq¢ rozstrzygalne.

DowoOD. By przekonaé sie o tym, czy L(G) = O czy tez nie, poddajmy grama-
tyke operacjom eliminujagcym puste produkcje, a nastepnie wyznaczmy wszystkie
symbole bezuzyteczne (por. Rozdzial TV.1.3). Jesli symbol startowy okaze sie bez-
uzyteczny, jezyk L(G) jest pusty. By stwierdzi¢ czy jest on nieskonczony, podobnie
rozpoczynamy od uproszczenia gramatyki przez eliminacje pustych, jednostkowych
i bezuzytecznych produkcji, a nastepnie tworzymy graf zaleznosci nieterminali: X
taczy sie skierowana krawedzig z Y jesli G zawiera produkcje postaci X — aY .
Latwo sprawdzi¢, ze L jest nieskonczony wtedy i tylko wtedy, gdy graf zaleznosci
zawiera cykle. Z kolei sprawdzenie czy dany graf skierowany zawiera cykle jest stan-
dardowym efektywnie wykonalnym testem w teorii grafow. O

Bez szczegétowych dowodéw podajemy nizej liste niektorych problemoéw nieroz-
strzygalnych w klasie £,. Niech GG i H oznaczajg zadane gramatyki bezkontekstowe.
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Rozstrzygna¢ czy L(G
Rozstrzygna¢ czy L(G
Zbadaé czy L(G)NL(H) = 0.

Zbadaé czy L(G) = A*.

Rozstrzygna¢ czy L(G) jest jezykiem regularnym.

Rozstrzygnaé czy gramatyka G jest niejednoznaczna.

NSOt W=

Zbadaé¢ czy dany jezyk bezkontekstowy L jest wewnetrznie niejednoznaczny.

Zauwazmy, ze badanie czy L(G) & L(H) = O jako rownowaznik zagadnienia 1,
skuteczne w przypadku jezykoéw regularnych, nie moze by¢ tym razem zastosowane,
gdyz ani przekroj, ani tez dopelnienie nie sa jak juz wiemy wykonalne w klasie L.
7 tego samego powodu nieskuteczna bylaby proba redukcji problemu 4 do pytania
czy L(G) = O.

Zwroémy takze uwage na pewien subtelny szczegot. Nie nalezy utozsamiaé py-
tania 5 z problemem badania czy konkretny zadany jezyk jest regularny. Mamy
wszak do tego wygodne narzedzia — twierdzenie Myhilla i lemat o pompowaniu.
W problemie 5 chodzi o co§ zupelnie innego: chodzi o to, czy istnieje jeden ogdlny
algorytm, ktory czytajac jako dane opis dowolnej gramatyki bezkontekstowej od-
powiada na pytanie czy generowany przez nig jezyk jest regularny. Zastosowanie
twierdzenia Myhilla takim algorytmem nie jest, bowiem na ogét uzywa odmiennych
metod, a czasem catkiem niestandardowych sztuczek, zaleznie od tego jaki jezyk
analizujemy przy jego pomocy. Nierozstrzygalny jest takze nieco prostszy problem,
bedacy wariantem pytania 1: dla danych gramatyk G bezkontekstowej i H regularne;j
rozstrzygna¢ czy L(G) = L(H).

Problem 1 jest rozstrzygalny dla gramatyk LL(k), natomiast nie wiadomo nic o
rozstrzygalnosci tego zagadnienia w calej klasie jezykow deterministycznych. Wyka-
zano natomiast natomiast rozstrzygalnos¢ problemu 4 w tej klasie.

Zainteresowany ta tematyka czytelnik znajdzie wiecej informacji w ksiazkach [1]
i [4], por. takze ostatni rozdzial niniejszego skryptu.

4 Twierdzenie Parikha i inne charakteryzacje jezykéw klasy £,

Twierdzenia Parikha jest kolejnym rezultatem charakteryzujacym jezyki bezkontek-
stowe, tym razem przez liczby wystapien poszczegolnych liter terminalnych w ich
stowach. Zdefiniujmy najpierw dwa niezbedne pojecia.

DEFINICJA 4.13 Dla danego alfabetu A = {ay,aq,. .., a,} odwzorowaniem Parikha
nazywamy funkcje W : A* — N" okreslong nastepujgco:

U(w) = (|wlays [@lags - |w]an) - (4.21)

Tak wiec U(w) jest wektorem caltkowitoliczbowym, ktorego sktadowe okreslaja liczby
wystapien symboli a; w w. Zauwazmy przy tym, ze kolejnos¢ numeracji liter alfabetu
a; nie jest tu istotna, wazne jedynie by byla na poczatku ustalona, aby wiadomo
byto do ktorej litery odnosi sie i-ta sktadowa W(w). Np. jesli A = {a, b, c}, wowczas
U(aacabb) = (3,2, 1) itp.
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Rys. 4.9: Przyktad zbioru liniowego w N?.

DEFINICJA 4.14 Podzbior K C N" nazywamy liniowym, jesli istniejg wektory € i
€1,...,em € N, m <n, dla ktorych

K ={c+ Loy +hea+-+1n8n : bl L, €N},

Zbor K nazywamy semilintowym, jesl jest on sumaqg mnogoSciowq skonczonej liczby
zbiorow liniowych.

Zbior liniowy przypomina wiec rozmaitos¢ liniowa znang z geometrii afinicznej, z tg
roznica, ze w przypadku rozmaitosci wspotezynniki [; powinny by¢ elementami ciata
liczbowego, ktorym N nie jest. Punkty zbioru liniowego tworza regularng siatke w
zbiorze N" por. Rys. 4.9. Zbior liniowy mozna uwazaé¢ za wielowymiarowe uogdl-
nienie ciggu arytmetycznego, a,, = ag + nr, gdzie ¢ pelni role wyrazu poczatkowego
ag, a wektory €; sa wielowymiarowymi przyrostami odpowiadajacymi r. Mowiac
obrazowo, zbiory liniowe i semiliniowe w N" to zbiory o bardzo prostej, regularnej
strukturze.
Mozemy teraz sformutowaé twierdzenie Parikha [8, 11]. Dowod pomijamy.

TWIERDZENIE 4.5 Jesli jezyk L jest bezkontekstowy, wowczas jego obrazem w od-
wzorowaniu Parikha V(L) jest zbidr semiliniowy.

Zauwazmy, ze bardzo rézne jezyki moga mie¢ identyczng reprezentacje w od-
wzorowaniu Parikha jako podzbiory N". Na przyklad L = {a™b" : n > 0} i jezyk
poprawnie zagniezdzonych nawiaséw przeksztatcane sy przez ¥ w zbior {(n,n) :
n € N}. Ma zatem sens nastepujace okreslenie: méwimy, ze jezyki L i L' s literowo
albo tez permutacyjnie réwnowazne jesli W(L) = W(L').

Podamy teraz prosty do udowodnienia fakt.

LEMAT 4.8 Kazdy zbior semiliniowy w N" jest obrazem pewnego jezyka reqularnego
nad n-literowym alfabetem.
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DowOD. Udowodnimy lemat dla n = 2, uogélnienie na wiecej wymiaréw bedzie
oczywiste. Niech K bedzie zbiorem liniowym, dla ktorego ¢ = (¢, ¢2) oraz e, = (p, q)
i€ = (r,s). Tworzymy na tej podstawie wyrazenie regularne

p = a’ b (a’b?)* (a"b%)" .

FLatwo sprawdzi¢, ze W(L(p)) = K. Jesli K jest semiliniowy, K = K; U ... U K,,,
utworzmy podobnie wyrazenia regularne p; dla K; a nastepnie potézmy p = p; +
-+ pm. L(p) jest poszukiwanym jezykiem regularnym. O

Prowadzi to nas do wniosku, ktory czasami podawany jest jako wtasciwe sfor-
multowanie twierdzenia Parikha.

WNIOSEK 4.1: Kazdy jezyk bezkontekstowy jest permutacyjnie rownowazny z pew-
nym jezykiem regularnym.

Roéznica miedzy jezykami bezkontekstowymi a regularnymi zasadza sie wiec w
uporzadkowaniu liter, nie zas w arytmetycznych relacjach miedzy ich liczebnosciami
w roznych stowach. W szczegdlnym wypadku jezykéw nad jednoliterowym alfabetem
uporzadkowanie liter przestaje mie¢ znaczenie i otrzymujemy

WNIOSEK 4.2: Kazdy jezyk bezkontekstowy nad jednoliterowym alfabetem jest requ-
larny.

Zapowiedzig tego wniosku byl rozwazany przez nas Przyklad 4.16, L = {a"2 :
n > 0}. Jesli jednoliterowy jezyk zostanie rozpoznany jako nieregularny, wiadomo
od razu, ze nie moze on by¢ bezkontekstowy.

Zauwazmy jednak, ze istnieja bardziej skomplikowane jezyki, ktorych obrazy Pa-
rikha moga nadal mie¢ prosta strukture zbioru semiliniowego. Np. L = {a"b"c" :
n > 0} mimo, ze jak juz wiemy nie jest bezkontekstowy, posiada bardzo prosty li-
niowy obraz {(n,n,n) : n > 0}. Zatem nieprawdziwe jest stwierdzenie odwrotne do
Twierdzenia 4.5, 7e jesli obraz V(L) jest semiliniowy, to L musi by¢ bezkontekstowy.

Wspomnimy na koniec o jeszcze jednym waznym twierdzeniu formutujacym al-
gebraiczng charakteryzacje jezykow bezkontekstowych. Przedstawia ono jezyk po-
prawnie zagniezdzonych nawiaséw jako swego rodzaju prototyp wszystkich jezykow
bezkontekstowych. W istocie potrzebny jest nieco bardziej ogblny prototyp, by po-
radzi¢ sobie z jezykami nad bogatszymi niz dwuliterowe alfabetami.

DEFINICJA 4.15 Rozwazmy alfabet zawierajgcy parzystq liczbe powigzanych w pary
liter A, = {l1,71,l2,79, ..., Ly, n}. Jezykiem Dycka rzedu n, D,, nazywamy jezyk
bezkontekstowy generowany przez gramatyke o produkcjach

S — l15r1|l25r2| |lnSTn|SS|)\
Jezyk Dycka jest niczym innym jak jezykiem poprawnie zagniezdzonych nawiasow

n roznych typow Iy, ry lo, o itd., tak jak np. w napisie [()()]{}. Oto wspomniane
twierdzenie.
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TWIERDZENIE 4.6 (Chomsky-Schiitzenberger) Kazdy jezyk bezkontekstowy L jest
homomorficznym obrazem przekroju pewnego jezyka regularnego R z jezykiem Dycka,

L = h(RND,).

Mozna wiec powiedzie¢, ze pod wzgledem porzadku liter kazdy jezyk bezkontek-
stowy L nasladuje strukture poprawnie zagniezdzonych nawiasow, zas przekroj z
jezykiem R pozwala skorygowac liczebno$¢ poszczegolnych liter w stowach zgodnie z
twierdzeniem Parikha, natomiast homomorfizm odpowiedzialny jest za ewentualng
zmiane alfabetu.

IV.4 Zadania do Rozdzialu IV

Zadanie 1

Zmalez¢ gramatyki bezkontekstowe dla nastepujacych jezykow:

a) L={a™b": m<n+3}

) L={a"b": m#n—1}

) L={am™b": m#2n}

) L={a"b": 2m <n <3m}

) L={we{nh}: |ol#lwh)

) L={dv"c": k=m lub m <n}
) L={dv"c": k=m 1lub m#n}
h) L= {ad""™c": m,n >0}

i) L= {a*vmck—ml: k m >0}

)

)

a2 o o

= @

a2

J
k

1

L ={a"bmc": n#k+m}
L={we{abc}: |wl+|wlp# |wl|}
L={we{a,b,c}*: |w| =3wl}

Zadanie 2

Poda¢ gramatyke bezkontekstowa opisujaca jezyk ztozony z poprawnych wyrazen
logicznych wzgl. zmiennych p, ¢, r 7z operacjami A, V,— oraz z nawiasami ( ).

Zadanie 3

Zmalez¢ gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk poprawnych wyrazen regular-
nych nad alfabetem {a, b}.

Zadanie 4
Pokaza¢, ze dopetnienie jezyka L = {a"b™ : n > 0} jest jezykiem bezkontekstowym.
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Zadanie 5

Pokazaé, ze dopelnienie jezyka L = {wﬁ : w € {a,b}*} jest jezykiem bezkontek-
stowym.

Zadanie 6

Pokaza¢, ze gramatyka z produkcjami
S — AB|aaB, A—a|Aa, B—b
jest niejednoznaczna.

Zadanie 7

Skonstruowaé jednoznaczng gramatyke rownowazng tej z poprzedniego zadania.

Zadanie 8

Znalez¢ jednoznaczng gramatyke rownowazng gramatyce otrzymanej w Zadaniu 3.

Zadanie 9

Pokaza¢, ze kazda s-gramatyka jest jednoznaczna.

Zadanie 10

Pokazac, ze jezyk poprawnie zagniezdzonych nawiaséw nie jest wewnetrznie niejed-
noznaczny.

Zadanie 11
Uproéci¢ gramatyke

S — AB|CAb, A — aaA|N, B — Bblx, C — CS|CaB

usuwajac z niej wszystkie A\-produkcje, produkcje jednostkowe i produkcje bezuzy-
teczne.

Zadanie 12

aScc|SZc| X
YeZ|ZY

AN bZ
bXc|Y

=< <IN @
VRN

a) Uprosci¢ gramatyke usuwajac z niej kolejno A-produkcje, produkcje jednost-
kowe i produkcje bezuzyteczne.

b) Przeksztalci¢ uproszczona gramatyke do postaci normalnej Chomsky’ego.
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Zadanie 13
Przeksztalci¢ nastepujaca gramatyke do postaci Chomsky’ego:

S —aB, A—DbBb|\, B— Aa.

Zadanie 14

Znalez¢ posta¢ Chomsky’ego dla gramatyk otrzymanych w Zadaniach 1 a), b), d),
h) oraz 1).

Zadanie 15

Korzystajac z gramatyki uzyskanej w poprzednim zadaniu zasymulowaé dziatanie
algorytmu CYK dla jezyka L = {a™b" : m # n — 1} i stéw aaabbb oraz aabbb.

Zadanie 16

Skonstruowaé niedeterministyczne automaty ze stosem akceptujace nastepujace je-

a) L= {a"b*: n >0}

b) L = {ab(ab)"b(ba)" : n >0}

c) L={amb"™"c": m>0,n>1}

) L={we{abel: [wla+2wl =l

o) L={we{ab}: 2wl <|wl < 3ful.}

Zadanie 17

Pokaza¢, ze jezyk z Zadania 16 a) jest jezykiem deterministycznym.

Zadanie 18
Pokaza¢, ze jezyk L = {w € {a,b}* : |w|, # |w|p} jest deterministyczny.

Zadanie 19
Pokazaé, ze L = {ac@ : a € {a,b}* } jest deterministyczny.

Zadanie 20
Uzasadni¢, ze jezyki regularne stanowia podklase £L(1).

Zadanie 21

Zmalez¢ gramatyki typu LL dla nastepujacych jezykow bezkontekstowych:
a) L={a™b"c™*": m,n >0}
b) L={we{ab}: |w,<|wp}
c) L={we{abc}: |wla+ |wp# |w|}
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Zadanie 22

Stosujac lemat o pompowaniu dla jezykow bezkontekstowych pokazaé¢, ze nastepu-
jace jezyki nie s klasy Lo:

L = {a*b'c*, k,1>1}

L={a™b™c": m#n}

L={wbw: we{ab}}

L={a"b*: n >0}

L=A{we{abc} : |wla<]|wp<|w|c}

a

e o T

@

)
)
)
)
)
)

anr

L ={a?: p jest liczba pierwsza }

Zadanie 23
Stosujac lemat o pompowaniu dla jezykow liniowych pokazaé, ze nastepujace jezyki
nie s3 tej klasy:

a) L={a™b"a"b": m,n >0}

b) L={we{a,b}*: |wl.<|wlp}

c) L={we{abc}: |wla+ |wlp=|w|}

Zadanie 24

Pokazac, ze klasa Ly, jest zamknieta ze wzgledu na sume mnogosciowa, lecz nie jest
zamknieta ze wzgledu na konkatenacje.

Zadanie 25

Pokazac, ze klasa jezykow deterministycznych nie jest zamknieta ze wzgledu na sume
mnogosciows.

Zadanie 26

Pokazac, ze jesli jezyk L, jest liniowy, a Ly regularny, wowczas LiLs jest liniowy.

Zadanie 27
Podac¢ przyktad jezyka bezkontekstowego, ktorego dopetnienie nie jest tej klasy.

Zadanie 28

Zaproponowadé algorytm, ktory dla danej gramatyki bezkontekstowej G rozstrzyga
czy A € L(G).

Zadanie 29

Pokazac, ze nastepujacy problem jest rozstrzygalny: majac dang gramatyke bezkon-
tekstowa G oraz liczbe n > 0, rozstrzygna¢ czy L(G) zawiera stowa w o dtugosci nie
przekraczajacej n.
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Zadanie 30

Pokazac, ze istnieje algorytm, ktory dla danych jezykow bezkontekstowego i regu-
larnego rozstrzyga czy ich przekrdj jest niepusty.

Zadanie 31

Znalezé jezyki regularne permutacyjnie rownowazne jezykom a), b), d), h), i) oraz
1) z Zadania 1.

Zadanie 32

Znalez¢ odpowiednie jezyki R, D, i homomorfizm h, o ktérych mowa w Twierdze-
niu 4.6 dla

a) L={a"b": n>0}

b) L={a"b"": n>0}

c) L={we{ab}": |w,=|wlp}
)

d) jezykow z Zadania 1 pkt. a), b), ¢) oraz h).



Rozdziat V

Gramatyki 1 jezyki kontekstowe

W Rozdziale 11 podalismy ogolna definicje gramatyki i definiowanego przez nia je-
zyka, por. Definicje 2.4 i 2.5. Dalej w Rozdziale TV, por. str. 85, argumentowalismy,
ze badanie, czy dane stowo jest elementem generowanego przez gramatyke jezyka,
oparte na systematycznej analizie drzewa wyprowadzen moze by¢ skuteczne jedynie
wtedy, gdy wyprowadzenia sg nieskracajace. Przypomnijmy pokrotce ten argument,
gdyz bedzie on bardzo istotny w dalszej dyskus;ji.

Na podstawie opisu gramatyki GG staramy sie rozstrzygnaé¢ dla dowolnego stowa
a czy a € L(G). Bez dodatkowych zalozeni o postaci gramatyki musimy zdaé sie na
0g6lng metode systematycznej konstrukcji drzewa wszystkich mozliwych wyprowa-
dzen w G, w ktorego k-tym pietrze znajda sie wszystkie formy zdaniowe osiggalne
w k krokach z symbolu startowego S, por. Rys. 4.1. Liczba elementéw k-tego pietra
drzewa ograniczona jest przez p*, gdzie p jest liczba produkeji w G. Jedli a € L(G),
stowo to na pewno pojawi sie w pewnym momencie w drzewie wyprowadzen, jesli za$
a ¢ L(G), wowezas w ogolnym przypadku systematyczny przeglad nie jest w stanie
potwierdzi¢ tego faktu w jakiejkolwiek skonczonej liczbie krokow. Dzieje sie tak, gdy
dopuscimy wyprowadzenia skracajace formy zdaniowe, a wiec w szczegolnodcei dla
gramatyk z produkcjami X — . Jesli przeciwnie dtugosé form zdaniowych wzdtuz
Sciezek w drzewie wyprowadzen rosnie monotonicznie, wowczas znajac dlugosé a,
mozemy przerwaé przeglad po osiagnieciu poziomu w drzewie, ponizej ktorego znaj-
duja sie juz w nim wszystkie formy zdaniowe o tej dtugosci i tym samym rozstrzygnaé
czy o € L(G).

W przypadku gramatyk bezkontekstowych obecno$é¢ A-produkcji naruszataby
wtlasnos¢ nieskracania. Jak juz wiemy, dla tych gramatyk istnieje ogbélna metoda
eliminowania takich produkcji bez naruszania generowanego jezyka. Inaczej ma sie
sprawa dla bardziej ogélnych gramatyk: w ich przypadku wtasno$¢ nieskracania mu-
si by¢ zagwarantowana w definicji, w przeciwnym bowiem razie gramatyczny opis
jezyka bytby nieefektywny.

Omawiane w tym rozdziale gramatyki kontekstowe definiowane sa wtasnie w ten
sposob: wymagamy aby wszystkie ich produkcje byty nieskracajace. Opiszemy takze
wtasnosci generowanych przez nie jezykow kontekstowych i zbadamy czy wyczerpuja
one kategorie wszystkich jezykow, dla ktorych problem nalezenia stowa jest efektyw-
nie rozstrzygalny.
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V.1 Gramatyki kontekstowe i ich postaé normalna

Rozpocznijmy od definicji gramatyk kontekstowych i jezykéw przez nie generowa-
nych.

DEFINICJA 5.1 G = (A, V, S, 1) nazywamy gramatykq kontekstowq lub réwnowaz-
nie gramatykqg typu 1, jesl wszystkie jej produkcje spetniajq warunek nieskracania:

v—n e ll wtedy 1 tylko wtedy, gdy 7] < |n]. (5.1)

W zbiorze 11 wyjgtkowo wystgpié moze produkcja postaci S — X, pod warunkiem
jednak, ze wowczas symbol startowy S nie pojawia sie w prawych stronach innych
produkcji.

Jezyki generowane przez gramatyki typu 1 nazywamy jezykami kontekstowymi.
Tworzqg one klase oznaczong w hierarchit Chomsky’ego symbolem L.

Przypomnijmy, ze zgodnie z Definicja 2.4 lewa strona kazdej produkcji musi
zawiera¢ co najmniej jeden symbol nieterminalny.

W Przyktadzie 2.6 opisaliémy gramatyke dla jezyka L = {a"b"a™ : n > 0}. Nie
spelnia ona jednak powyzszej definicji, poniewaz zawiera produkcje postaci AX — a.
Oto rownowazna gramatyka, tym razem kontekstowa.

PRZYKLAD 5.1 Gramatyka G 7z produkcjami

S — aXbal|aba| A\

aX — aaXbX|aabX
bXb — bbX
bXa — baa

generuje jezyk L jak wyzej. Istotnie, mamy np.

S = aXba = aaXbXba = aaabXbXba = aaabXbbXa
= aaabXbbaa = aaabbXbaa = aaabbbXaa = aaabbbaaa

Przez prosta modyfikacje mozna zamieni¢ G w gramatyke dla pokrewnego jezyka
L ={a""c": n > 0}.

PRZYKELAD 5.2 Niech z kolei G zawiera nastepujace produkcje

S — alaa| AXXA
AX — AXYX
YX — XXY
YA — XA
A — a
aX — aa

Gramatyka ta generuje jezyk L = {a®" : n > 0}. Wyprowadzenia stow a, aa
i aaaa sy oczywiste. Przeanalizujmy wyprowadzenie rozpoczynajace sie od S =
AXXA = AXY XX A. Zauwazmy, ze oprocz zamiany symboli A i X na terminal a
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koriczacej wyprowadzenie, uzycie w drugim kroku produkcji AX — AXY X generu-
jacej zmienng Y jest jedyna alternatywa dostepna na tym etapie. Rola zmiennej YV
polega na tym, ze poruszajac sie w prawo przez kolejne symbole X podwaja ich licz-
be za sprawa produkcji Y X — X XY. Ponadto rozpoczynajaca ten cykl produkcja
AX — AXY X “podwaja” takze symbol A do postaci AX. By pozby¢ sie zmiennej
Y, ktorej nie mozna zamieni¢ bezposrednio w terminal, nalezy przesunaé ja az do
koricowego symbolu A. Po osiggnieciu tego punktu symbol Y znika “podwajajac”
przy tym koncowe A do X A. Tak wiec jeden przebieg, przesuwajacy zmienna Y od
lewej do prawej strony, powoduje podwojenie dtugosci napisu AX ... X A. Zamiana
Ai X na litere a konczy wyprowadzenie kolejnego stowa a?”, natomiast kontynuacja
wyprowadzenia przez kolejne wygenerowanie Y przy poczatkowym A rozpoczyna
podobny proces tworzenia stowa a2""" .

PRZYKELAD 5.3 W kolejnym przyktadzie omowimy konstrukeje gramatyki dla jezy-
ka L = {ww : w € {a,b}* }. Idea tej konstrukeji polega na wstepnym wygenerowaniu
stowa wi i nastepujacym po nim odwrédceniu % dow. Oczywiscie stowo 0 musi by¢
zapisane na tym etapie przy pomocy nieterminali, powiedzmy A, B, by byta mozliwa
jego dalsza modyfikacja. Sprobujmy opisa¢ wiec proces odwracania kolejnosci sym-
boli w dowolnym stowie © € {A, B}* przy pomocy kontekstowych produkcji. Oto
jeden z wielu mozliwych scenariuszy. Utatwimy sobie zadanie przyjmujac, ze przed
pierwszg litera © stoi dodatkowy symbol P (zadbamy pozniej o to, by w pierwszym
etapie taki symbol sie w tym miejscu pojawil). Rola P jako znacznika aktualnego
poczatku przeksztalcanego stowa © polega na wywotaniu kontekstowej zamiany sa-
siadujacej z nim litery A lub B odpowiednio w symbol X lub Y, ktory nastepnie
bedzie przesuwany w prawo, a gdy znajdzie sie na koncu stowa O, zamieni sie w
odpowiadajacy mu symbol terminalny. Produkcje realizujace ten proces to:

PA — PX, PB — PY zamiana poczatkowego A w X lub B w Y
XA — AX, XB — BX  przesuwanie X w prawo przez A lub B
YA — AY, YB — BY przesuwanie Y w prawo przez A lub B

X = a, Y — b zamiana X i Y w terminale

Przekonajmy sie jak dziala ten algorytm:

PABB = PXBB = PBXB = PBBX = PBBa
= PYBa = PBYa = PBba = PYba = Pbba.

Zauwazmy, 7ze zbyt wczesna zamiana symbolu X lub Y na terminal (to jest przed
osiagnieciem przez niego konca stowa ©) spowoduje zablokowanie mozliwosci dalsze-
go przeksztatcania znajdujacych sie na prawo od niego liter A i B. W tym wypadku
wyprowadzenie zakonczy sie na napisie zawierajacym nieterminale. Z drugiej strony
zamiana X i Y na konicu © ustawia blokade dla przesunie¢ w prawo kolejnych sym-
boli X iY i poczatkowa kolejnos¢ A1 B w © ulega stopniowemu odwréceniu. Nalezy
jeszcze pozby¢ sie symbolu P, jednak chcac zachowac¢ kontekstowosé gramatyki nie
mozemy w tym celu uzyé¢ nielegalnej produkecji P — A. Zamiast tego, zadbamy by
P bylo nieterminalem w wyprowadzeniu poczatkowego stowa w.

Uzupehijmy wiec nasza gramatyke o produkcje realizujace pierwsza faze wypro-
wadzenia:

S — aSA|bSB|PA|QB
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generuja “wzorce” stow wio, przy czym ostatnia litera w w zakodowana jako P dla
a lub @ dla b pelni jednoczesnie role znacznika poczatku czesci % dla potrzeb fazy
drugiej, odwracajacej . Dla kompletnosci gramatyki pozostaje doda¢ produkcje
usuwajace P i Q:

P —a, Q—b.

Podobnie jak poprzednio, przedwczesne usuniecie P lub () uniemozliwia eliminacje
symboli A i B na prawo od niego.

W koricu by zaliczy¢ do jezyka L takze stowo puste, stosujemy standardowe
rozszerzenie G o nowy symbol startowy S’ i produkcje

S"— S|A.

Opiszemy obecnie szczegdlnie dogodna postaé gramatyki kontekstowej.

TWIERDZENIE 5.1 Dowolng gramatyke G = (A, V, S, 1) typu 1 mozna przeksztal-
ci¢ do réwnowaznej postaci, w ktorej wszystkie produkcje majg forme

aXp — avp, (5.2)

gdzie X € V, a,B,7 € (AUV)* oraz v # A, z moZliwym wyjgtkiem produkcji
S — X pod warunkiem jednak, Ze S nie wystepuje wowczas w prawych stronach
innych produkcji.

Opisywana tu posta¢ gramatyki ttumaczy pochodzenie terminu “kontekstowa”. Pro-
dukcja (5.2) pozwala zastapi¢ symbol X napisem 7 jedynie wowczas, gdy wystepuje
on w otoczeniu, czyli w kontekscie napisow « i 3. Za sprawa zalozenia, ze v # \
produkcje tego typu sa oczywidcie nieskracajace. Gdy jednocze$nie v i S sa puste,
produkcja redukuje sie do postaci bezkontekstowej. Tak wiec kazda gramatyka bez-
kontekstowa jest szczegdlnym przypadkiem gramatyki kontekstowej, a wiec Lo C L.
Zauwazmy ponadto, ze na podstawie Przyktadow 4.15 1 4.15 oraz omoéwionych przed
chwilg 5.1 1 5.3 inkluzja ta jest wlasciwa.

SzKic DOWODU. Niech GG bedzie gramatyka o nieskracajacych produkcjach. Zatoz-
my, ze terminale wystepuja jedynie w produkcjach postaci A — a (zaktadamy wiec,
ze kazdy terminal posiada reprezentujacy go symbol nieterminalny). Produkcje maja

zatem postaé
X1 Xo... X, = YIY5... Y, 2<m<n. (5.3)

Kazdg z nich mozna zamienié¢ na rownowazny ciag produkcji postaci

XlXQ...Xm — 21X2Xm
Z1XoX5... X, — Z145X5...X,

Zi . T Xm
2175 ... ZnYmir ... Y,

Z1 o T ZopYmit - Yo (5.4)
YiZo ... ZYmir ... Y,

}/1 R meIZmYerl R Yn — }/1 A meIYmYerl R Yn
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gdzie Z;, j = 1,...m sa nowymi symbolami nieterminalnymi, unikalnymi dla kaz-
dej przetwarzanej produkcji (5.3). Zauwazmy, ze kazda z produkcji (5.4) jest juz
postaci (5.2). Uzycie w wyprowadzeniu produkeji (5.3) jest rownowazne uzyciu ca-
tego ciagu (5.4), przy czym elementéw tego ciagu nie mozna wykorzysta¢ inaczej niz
wspolnie 7z pozostalymi. O

W Rozdziale IV poznaliémy posta¢ normalng Chomsky’ego gramatyk bezkon-
tekstowych, ktora uzywana jest miedzy innymi w algorytmie CYK. Gramatyki kon-
tekstowe rowniez posiadaja specjalne, proste formy. Najbardziej istotne jest to, ze
istnieje uniwersalny algorytm transformujacy dowolng gramatyke kontekstowa do
zadanej postaci normalnej. Oto dwie takie postaci.

DEFINICJA 5.2 Mowimy, ze gramatyka kontekstowa dana jest w postaci normalne;j
Kurody, jezeli kazda z jej produkcyi przyjmuge jedng z trzech dopuszczalnych postaci:

A—a, A — BC, AB — CD.

Ponadto gramatyka jest w jednostronne;j postacit normalnej Kurody, jesli trzeci z
podanych wyzej wzorcow produkcji ma postaé

AB — AC'.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 5.2 Kazdg gramatyke kontekstowq mozna efektywnie przeksztatcié
do postaci normalnej Kurody, jak rowniez do postaci jednostronney.

DowOD (dla postaci normalnej Kurody). Zakladamy standardowo, ze symbole ter-
minalne obecne sa jedynie w produkcjach typu A — a. Drugi rodzaj produkcji
to produkcje bezkontekstowe w postaci Chomsky’ego. Jesli gramatyka zawiera pro-
dukcje bezkontekstowe, mozna je przeksztalci¢ znana z Rozdziatu IV metoda do
tej wlasnie postaci (gramatyka kontekstowa jest z definicji A-wolna, a ewentualne
jednostkowe produkcje mozna usunaé z niej dokladnie tak, jak opisalismy to w Roz-
dziale IV). Kazda produkcje postaci (5.3) dla 2 < m < n (gdy m = n = 2, produkcja
ta ma juz posta¢ AB — CD) przeksztalcamy w rownowazny ciag produkeji

X1 Xy — Y12,
Zo X3 — YaoZ3

Zm—le — Ym—lzm
Zy = YT
Zmy1 = Y1 Zmyo

Zn—l — Yn—lyn

gdzie Z;, j = 2,...,n — 1 sa nowymi nieterminalami, unikalnymi dla kazdej prze-
ksztalcanej produkeji (5.3). O
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Przytoczymy na koniec dwa rezultaty, ktorych waznosé polega na tym, ze po-
kazuja explicite w czym zasadza sie roznica miedzy gramatykami kontekstowymi a
ogblna, nieograniczona postacia gramatyk typu 0, zdefiniowana przez nas w Roz-
dziale 11, Definicja 2.4.

TWIERDZENIE 5.3 Kazdg gramatyke typu 0 mozna doprowadzié do réwnowaznej
postaci, w ktorej oprocz produkcji pustych A — \ wszystkie requty majg forme kon-
tekstowq (5.2).

WNIOSEK. Kazdg gramatyke typu 0 mozna przeksztatcié do postaci rownowazney,
zawierajgee] oprocz requt A — X wytqcznie produkcje w postaci normalnej Kurody.

V.2 Wilasnoéci jezykéw kontekstowych

Wszystkie jezyki, ktore pojawity sie do tej pory w naszym skrypcie w formie przy-
ktadow sa jezykami kontekstowymi. Okazuje sie bowiem, ze standardowe algorytmy
obliczeniowe, ktorych uzy¢ mozna w definicji jezyka, prowadza z regulty do jezykow
klasy £,. Mamy tu na my$li jezyki takie, jak np.

{a"b™ : n >0}, {a”: pjest liczby pierwsza}, {a™b": NWP(m,n)="7}

itp.! Co wiecej, wiele wlasnosci sktadniowo-semantycznych jezykéw naturalnych
mozna skutecznie opisa¢ przy pomocy gramatycznych regut kontekstowych. Nato-
miast znalezienie przyktadu jezyka spoza klasy £, jest bardziej skomplikowane niz
mogtloby sie to wydawaé, cho¢ oczywiscie istnieje bardzo wiele takich jezykow.

Spostrzezenie to jest pewnym intuicyjnym wyjasnieniem faktu, ze klasa £; w
odroznieniu od Ly jest zamknieta ze wzgledu na wiekszo$¢ operacji. W tym roz-
dziale ograniczymy sie do podania najwazniejszych rezultatow tej kategorii bez ich
dowodzenia.

TWIERDZENIE 5.4 Nastepujgce operacje nie wyprowadzajq poza klase Ly:

(i) operacje mnogoSciowe: suma, przekrdj i dopetnienie (a wiec takie réznica i

réznica symetryczna)

(ii) konkatenacja i domkniecie konkatenacyjne

(7ii) odbicie lustrzane

(iv) A-wolne podstawienie (a wiec takze A-wolny homomorfizm).
Podstawienie, czyli odwzorowanie przyporzadkowujace kazdej literze a alfabetu A
pewien jezyk L, nad alfabetem B, jest A-wolne jesli zaden z jezykdéw L, nie zawiera
napisu pustego A. Stad tez A-wolny homomorfizm h spelnia warunek h(a) # A dla

wszystkich a € A. Podstawienie, o ktorym mowa w punkcie (iv) to odwzorowanie
X : A — L4, ktore standardowo rozszerzamy na zbiér napiséow A* za pomoca formuty

1Zaznaczmy przy tym, ze tworzenie gramatyk kontekstowych dla tego typu jezykow jest na
og6l dosé trudne. Zwykle prostszym zadaniem jest konstrukcja akceptujacego automatu specjalnej
klasy. O tych automatach méwié¢ bedziemy w kolejnych podrozdziatach.
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x(ay...a,) = x(ay)...x(a,). Interesuje nas oczywiscie obraz x(L) dla L € £;. Do-
wod zamknietosci £ ze wzgledu na takie podstawienia polega w pierwszej fazie na
wyprowadzeniu slowa o € L w postaci A1 A, ... A,, gdzie nieterminale A; reprezen-
tuja litery terminalne a; (gramatyka G dla L zawiera z zalozenia produkcje A; — a;).
Jesli teraz utozsami¢ A; z symbolem startowym gramatyki G, jezyka x(a;), ze sto-
wa A1 As ... A, wyprowadzi¢ mozna wszystkie napisy w x(«). Skoro A ¢ x(a;), G,
jako gramatyka kontekstowa nie zawiera produkcji A; — A. Dlatego wyprowadzenia
z Ay ... A, sa nieskracajace, a zatem y(L) jest jezykiem kontekstowym.

Dowolne podstawienie, jesli nie jest A-wolne, sprawia, ze warunek nieskracania
zostanie ztamany. Stad ogolny wniosek:

TWIERDZENIE 5.5 Klasa £, nie jest zamknieta ze wzgledu na dowolne podstawie-
nia & dowolne homomorfizmy.

Zakonczymy ten podrozdzial opisem, ktore z zagadnien sa efektywnie rozstrzy-
galne w klasie £;.

TWIERDZENIE 5.6 Problem nalezenia stowa o € L jest efektywnie rozstrzygal-
ny dla jezykow kontekstowych, natomiast nierozstrzygalne sq dla nich nastepujgce
problemy:

(i) czy L = O, czy L jest skoriczony oraz czy L jest nieskoriczony
(ii) czy L(Gy) = L(G2) oraz czy L(G1) C L(G2)
(iii) czy L jest reqularny lub czy jest bezkontekstowy.

Wspomnijmy jeszcze, ze istnieja podklasy gramatyk kontekstowych, dla ktorych
problem (iii) jest tatwo rozstrzygalny, [10].

LEMAT 5.1 Jesli wszystkie produkcje w G majg postaé¢ aXp — avyp, gdzie o, B €
A*, v € (AUV)*, wowczas istnieje gramatyka bezkontekstowa réwnowazna G.

V.3 Jezyki rekursywne

Przyjmijmy nastepujaca robocza definicje, ktorej nadamy bardziej precyzyjny wyraz
w Rozdziale VI.

DEFINICJA 5.3 Jezyk L C A* nazywamy jezykiem rekursywnym, jesl istnieje al-
gorytm, ktory w skoriczonej liczbie krokow rozstrzyga o dowolnym stowie o € A czy
a € L, czy tez a ¢ L. Klase jezykow rekursywnych oznaczamy symbolem Lyec.

Oczywiscie kazda gramatyka nieskracajaca, a wiec kazda kontekstowa, generuje
jezyk tej klasy. Mamy wiec £1 C Lge.. Pojawia sie natychmiast standardowe pytanie

o to, czy klasy te sa rowne. Oto do$¢ zaskakujace rozstrzygniecie.

TWIERDZENIE 5.7 Istnieje jezyk rekursywny, ktory nie jest kontekstowy.
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Istnieja wiec jezyki, dla ktorych algorytmy rozstrzygajace czy o € L bazuja na
wtasnosciach istotnie stabszych niz monotoniczno$é wyprowadzeri.

DoOwWOD. Argument wykorzystuje metode przekatniowa, o ktorej pisaliSmy w Roz-
dziale I, por. Przyktad 1.4. Rozwazmy wszystkie kontekstowe gramatyki dla dwuli-
terowego alfabetu A = {a,b}. Zalézmy, 7ze w kazdej 7z nich symbole nieterminalne
oznaczone s3 standardowo przez X;, V = { Xy, X1, ...}, przy czym zawsze X, pelni
role symbolu startowego. Kazda z gramatyk jest wtedy wyczerpujaco opisana przez
cigg swoich produkcji, ktory mozemy zapisaé jako pojedyncze stowo nad alfabetem
AUV U{—,;}
a1 — By an = Pa; .y —> B

Zakodujmy to stowo jako ciag binarny, uzywajac nastepujacego homomorfizmu
h(a) = 010, h(b) = 0110, h(—) = 01110, h(;)= 011110, h(X;) = 017"°0.

Tak wiec kazda gramatyka kontekstowa ma jednoznaczna reprezentacje w postaci
stowa w jezyku regularnym L((011*0)*). Ponadto ta reprezentacja jest odwracalna,
bowiem kazdemu takiemu stowu binarnemu odpowiada nie wiecej niz jedna grama-
tyka kontekstowa (zadna, jesli stowo nie dekoduje sie sensownie w ciag produkeji).

Uporzadkujmy zbior {0,1}* leksykograficznie — kazdemu ciggowi binarnemu
przyporzadkowana jest w ten sposob jego liczba porzadkowa. To uporzadkowanie
indukuje numeracje gramatyk kontekstowych: jesli stowo o numerze ¢, w;, reprezen-
tuje gramatyke kontekstowa (G, nadajemy jej numer i, a wiec G = G;. Mozemy teraz
zdefiniowa¢ nastepujacy jezyk nad {0, 1}:

L = {w;: w; definiuje gramatyke kontekstowa G; oraz w; ¢ L(G;) }. (5.5)

Przekonajmy sie, ze tak zdefiniowany jezyk jest rekursywny. Wezmy bowiem dowolne
w; € {0,1}* i sprawdzmy czy reprezentuje ono kontekstowa gramatyke. Jesli nie,
wowcezas w; ¢ L, za§ w przeciwnym wypadku — majac rozkodowany opis G; —
sprawdzmy czy w; € L(G;). Ten ostatni test jest oczywiscie wykonalny, poniewaz
jezyk L(G;) jest z zalozenia kontekstowy, a wiec rekursywny. Jesli wiec w; € L(G;)),
wowcezas w; ¢ L. Natomiast gdy przeciwnie w; ¢ L(G;)), wtedy w; € L. Wida¢ wiec,
ze dla dowolnego w; opisany tu algorytm weryfikuje efektywnie czy w; € L czy tez
nie.

Okazuje sie jednak, ze sam jezyk L nie jest kontekstowy. Zal6zmy nie wprost, ze
jest on klasy £;. Posiada wiec generujaca go gramatyke kontekstowa, ktoéra musi by¢
ujeta w opisanej wyzej numeracji. Niech wiec n bedzie liczba taka, ze L = L(G,,).
Mozna zadaé¢ wowczas pytanie czy stowo binarne w, kodujace te gramatyke jest
elementem jezyka L. Gdyby bylo w,, € L, wowczas w,, € L(G,,) skoro L = L(G,,). Ale
to oznacza na podstawie definicji (5.5) jezyka L, 7e w,, ¢ L, mamy zatem sprzecznosc.
Gdy przeciwnie zalozyé¢, 7e w, ¢ L, a wiec w, ¢ L(G,), wowczas jak poprzednio
na podstawie (5.5) otrzymujemy w,, € L, ponownie sprzeczno$¢. Widzimy zatem, ze
przypuszczenie jakoby L € £; musi by¢ falszywe. W konsekwencji £1 G Lgre.. O

Dodajmy na koniec, ze wtasnos$ci zamknieto$ci Lge. ze wzgledu na operacje na
jezykach sa identyczne jak w przypadku klasy £, por. Twierdzenie 5.4.
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V.4 Przestrzen robocza i automaty liniowo ograniczone

Naszym celem jest teraz opis klasy automatow akceptujacych jezyki z £,. Okazuje
sie, ze pojeciem, ktore prowadzi do adekwatnego ograniczenia na tryb operowania
pamiecia przez automat jest tzw. przestrzen robocza. Zdefiniujemy ja dla dowolnej
gramatyki typu 0 (por. Definicje 2.4).

DEFINICJA 5.4 Niech G = (A, V, S, 11) bedzie dowolng gramatykq i rozwazmy wy-
prowadzenie stowa w € L(G),

D: S=ww=>w=.. B 9=>w=w.
Przestrzeniq roboczqg wyprowadzenia D nazywamy wielkosé
We(w, D) 4 max{|w;| : 0<i<n}.
Przestrzen robocza stowa w zdefiniowana jest z kolei jako
We(w) & ml%n We(w, D).

Jesli G jest gramatyka kontekstowa, z uwagi na fakt, ze wyprowadzenia sg z definicji
nieskracajace, dla dowolnego D mamy Wg(w, D) = |w|, a wiec takze Wg(w) = |w|.
W przypadku dowolnych gramatyk formy zdaniowe moga w zasadzie rosnaé nie-
ograniczenie, jesli jednak potrafimy sensownie oszacowaé ten wzrost przez dtugosé
wyprowadzanego stowa, okazuje sie, ze generowany jezyk jest kontekstowy. Oto od-
no$ny wynik.

TWIERDZENIE 5.8 Jesli G jest dowolng gramatykq typu 0 oraz jesli istnieje stata
M > 0 taka, ze
We(w) < Mlwl

dla wszystkich niepustych stow w € L(G), wowczas L(G) jest jezykiem konteksto-
wym.

Zauwazmy, ze M jest wielko$cia zwigzang 7z gramatyka G, wspolna dla wszystkich
stow a € L(G).

Z twierdzenia tego wynika w szczegdlnosci, ze w przypadku gdy G opisuje jezyk
spoza klasy £, wowczas dla kazdej, niewazne jak duzej liczby M da sie znalezé
w L(G) stowo w, ktorego przestrzeri robocza spelnia nieréwnos¢ We(w) > M|wl.
Innymi stowy wyprowadzenia w gramatykach generujacych jezyki spoza £; moga
tworzy¢ posrednie formy zdaniowe o bardzo wielkiej dhugosci, majacej sie nijak do
dhugosci generowanego stowa.

Twierdzenie powyzsze zawiera sugestie co do ograniczen jakie nalezy natozy¢ na
sposob wykorzystania pamieci roboczej przez automat, by jego “moc obliczeniowa”
odpowiadata jak najlepiej “mocy generatywnej” gramatyk kontekstowych. Na tej
bazie utworzona jest definicja automatu liniowo ograniczonego.

DEFINICJA 5.5 Niedeterministyczny automat liniowo ograniczony (ALQO) jest opi-
sany jako
M = (Aa‘/u [7]727807SF7 {L7R}77T) )
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A jest alfabetem wejsSciowym
V' jest alfabetem tasmy roboczej

[,] €V sq znacznikami koricow tasmy roboczej
Y jest zbiorem standw automatu, o = {sg, s1,...,54}

S0 € X jest wyroznionym stanem startowym
Sp C X jest zbiorem standw koricowych (akceptujgcych)
L, R sq oznaczeniami kierunku ruchu gltowicy automatu na tasmie roboczej

7w jest relacjg przejscia, m: X x (AU{A}) xV — F(ExV x {L,R}).

Dziatanie automatu liniowo ograniczonego jest podobne do dzialania automatu ze
stosem, 7 ta roznica, ze tasma robocza moze by¢ zapisywana (po jednym znaku na
ruch) i odezytywana w dowolnej kolejnosci, a jej glowica moze przesuwac sie o jedna
pozycje w lewo lub w prawo w kazdym ruchu. Jednak przestrzen na tasmie robo-
czej jest ograniczona przez nieusuwalne znaczniki [ oraz | i zawiera dokladnie tyle
pozycji, ile jest liter napisu wejSciowego. W $wietle Twierdzenia 5.8 spodziewaliby-
$my sie raczej ograniczenia rozmiaru przestrzeni roboczej przez wielkos¢ typu M |a|.
Zauwazmy jednak, ze standardowa warto$¢ M = 1 nie jest w istocie zadnym ogra-
niczeniem, bowiem mozna efektywnie powiekszy¢ pojemnos¢ pamieci roboczej przez
uzycie bogatszego alfabetu V. Wazne jest jednak, ze alfabet ten (a wiec pojemnosé
roboczej pamieci) jest ustalony dla automatu czyli dla akceptowanego jezyka, nie
jest wiec zalezny od napisu wej$ciowego.

W stanie poczatkowym sg glowica tasmy wejsciowej jest standardowo ustawio-
na na pierwszej literze badanego napisu, natomiast glowica tasmy roboczej skanuje
pierwszy symbol na prawo od znacznika [. Zaktadamy przy tym, ze tasma ta wypel-
niona jest symbolami “pustymi”, np. O.

Stowo wejsciowe zostaje zaakceptowane, jesli automat osiagnie jego prawy koniec
i znajdzie sie w jednym ze stanéw koncowych z Sp. W kazdym innym wypadku stowo
zostaje odrzucone.

Podsumowujac, relacja przejscia ALO opisuje alternatywne ruchy, np.

n(s,a,X) > (s,Y,L)

interpretowane nastepujaco: jesli automat znajduje sie w stanie s, czytajac litere a
z tasmy wej$ciowej, natomiast skanowanym aktualnie symbolem na tasmie roboczej
jest X, automat przechodzi do stanu s’, zapisujac Y w miejscu X i przesuwajac
glowice na tasmie roboczej o jedna pozycje w lewo. Glowica tasmy wejsciowej prze-
suwa sie zawsze o jedng pozycje w prawo z wyjatkiem ruchéw “pustych” postaci
7(s, A\, X), gdy nastepuje zmiana stanu i dzialanie na tasmie roboczej bez badania
napisu wejsciowego i bez przesuniecia gtowicy czytajacej. Przejécia, w ktorych ska-
nowanym symbolem na tasmie roboczej jest znak [ lub | pozostawiaja go bez zmian,
wykonujac obowiazkowo ruch w prawo lub odpowiednio w lewo.

PRZYKEAD 5.4 Automat akceptujacy jezyk L = {a™b"c" : n > 0} skanujac napis
wejéciowy zapisuje na taémie roboczej symbole A dopoki czytane litery to a. Po osia-
gnieciu litery b automat cofa sie na tasmie roboczej zamieniajac symbole A w B. W
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Rys. 5.1: Automat liniowo ograniczony akceptujacy jezyk {a™b"c* : n > 0} z
Przyktadu 5.4. Czytelnik zechce zwroci¢é uwage na wykorzystanie pustych ruchéw z
s9 1 53 do uzgodnienia pozycji gtowic na tasmie wejsciowej i roboczej.

konicu po rozpoznaniu pierwszej litery ¢ ruch glowicy na tasmie roboczej ponownie
zmienia kierunek. Niezgodnosé liczby liter powoduje zatrzymanie automatu z braku
odpowiedniego przejscia lub, np. w przypadku nadmiaru liter ¢, przed osiggnieciem
konca napisu wejsciowego. Zakltadamy jak wyzej, ze glowica tasmy roboczej znajduje
sie w pozycji bezposrednio za znacznikiem [ i ze tasma ta wypelniona jest symbo-
lami O. Rozwigzanie przedstawiamy w postaci grafu, p. Rys. 5.1. Przeanalizujmy
dziatanie automatu na napisie wejsciowym aabbcc. Opiszemy je przy pomocy relacji
przejscia. Przypomnijmy, ze konfiguracja automatu reprezentowana jest przez ciag

a1a2...sai...an[Xng...&...Xn],

gdzie pierwsza czeSé opisuje napis wejSciowy a; . ..a,, a druga zawartosé¢ tasmy ro-
boczej X ... X,. Aktualny stan s wskazuje pozycje glowicy na tasmie wejsciowej, a
podkreslenie pozycje glowicy na tasmie roboczej. Mamy wiec

$paabbcc[OO0O000] = as1abbec]AOOOOO] = aas;bbcc[AAOOOO]
aabsabcc[AAOOOO] = aabs,bec[ABOOOO)]
aabbs;cc[ BBOOOO| = aabbesz;c[BBOOOO]

C OOOO] = aabbeesy[CCOOOO]

aabbesc|C B
[CCOOO0O0].

P4 U

aabbcess

Standardowa definicja automatu liniowo ograniczonego opisuje go jako urzadze-
nie niedeterministyczne. Istnieja takze deterministyczne automaty tego typu, jednak
problem ich réwnowaznosci badz nieréwnowazno$ci z niedeterministycznymi nie zo-
statl jak dotad rozwiazany. Jest to jeden z najbardziej znanych otwartych problemow
w teorii jezykoéw formalnych.

Zakonczymy obecny rozdzial waznym twierdzeniem.

TWIERDZENIE 5.9 Klasa jezykow akceptowanych przez automaty liniowo ograni-
czone jest identyczna z klasq jezykow kontekstowych L.
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Dowod tego twierdzenia wykorzystuje fakt, ze przestrzenn robocza gramatyki kon-
tekstowej jest dokladnie rowna dlugosci wyprowadzanego stowa. Automat liniowo
ograniczony jest wiec w stanie zasymulowaé proces takiego wyprowadzenia na tasmie
roboczej, jesli jego przejscia sa odpowiednio powiazane z produkcjami gramatyki.
Odwrotnie, pokazuje sie, ze reguly przej$cia automatu liniowo ograniczonego moga
by¢ przetworzone do nieskracajacych produkeji odpowiedniej gramatyki.

Automaty liniowo ograniczone posiadaja takze rownowazng, jednotasmows re-
prezentacje jako standardowo zdefiniowane maszyny Turinga (p. rozdzial nastepny),
jednak z liniowym wzgledem dtugosci danych ograniczeniem na rozmiar wykorzysty-
wanej pamieci. Ma to bezposredni zwiazek z charakteryzacja jezykoéw kontekstowych
zapisang w Twierdzeniu 5.8.

V.5 Zadania do Rozdzialu V

Zadanie 1

Zmalez¢ gramatyki kontekstowe dla nastepujacych jezykow:

a) L={a"1b"c"": n>1}
b) L= {a"b"a®": n >0}
¢) L={a"b"a™v": n >0}
d) L={a""c"": n>1}
e) L= {wﬁw : w € {a,b}*}
f) L={we{abec} : |wl=|wl=|w|}
g) L={we{abc}: |w, |w, |wl|sarozne}
h) L= {a”b"2 :n>1}
Zadanie 2

Narysowaé grafy automatéw liniowo ograniczonych akceptujacych jezyki z poprzed-
niego zadania.

Zadanie 3

Zal6zmy, ze mamy opis automatu liniowo ograniczonego akceptujacego jezyk L.
Pokaza¢, ze mozna uzupetni¢ i zmodyfikowaé ten opis tak, by uzyskaé¢ automat
liniowo ograniczony akceptujacy jezyk L.

Stanowi to dowod faktu, ze klasa £; jest zamknieta ze wzgledu na lustrzane
odbicie.



Rozdzial VI
Gramatyki typu 0 1 maszyny Turinga

Wiemy juz, ze gramatyki typu 0 (p. Definicja 2.4), przez dopuszczenie wyprowadzen
skracajacych formy zdaniowe, staja sie niedoskonalym narzedziem opisu jezykow,
bowiem nie gwarantuja mozliwosci w petni efektywnego testowania dowolnych stow
pod katem ich nalezenia badz nienalezenia do jezyka. Pelnig one jednak w hierarchii
Chomsky’ego bardzo wazna role, poniewaz sa funkcjonalnie réwnowazne pojeciu
obliczalno$ci, ktoremu w tym rozdziale nadamy precyzyjny sens. Wyznaczaja wiec
granice tego co intuicyjnie rozumiemy jako zagadnienia konstruktywnie rozwigzalne.

Systematyczny przeglad drzewa wyprowadzen, w ktorym formy zdaniowe moga
na przemian wydtuza¢ sie i skraca¢, mimo wspomnianej wady, moze jednak stuzyé
jako podstawa algorytmu wypisujacego systematycznie wszystkie stowa z jezyka: jesli
podczas przegladu kolejnego pietra drzewa napotkamy napis terminalny, wypisujemy
go. Oczywiscie algorytm taki dziala w nieskoriczonym czasie, by¢ moze wypisujac
niektore stowa wielokrotnie, jednak kazde stowo z jezyka pojawi sie na tworzonej
liscie w skoriczonym, choé¢ nieograniczonym czasie. Jest to bodaj najstabsza, wciaz
konstruktywna definicja jezyka jaka jesteSmy sktonni przyjac.

VI.1 Maszyny Turinga

Maszyny Turinga sa najbardziej ogolnymi automatami akceptujacymi jezyki — jak
pokazemy, rownowaznymi gramatykom typu 0. Zostaly zdefiniowane w 1936 roku
przez brytyjskiego matematyka Alana M. Turinga [13], znanego takze z badan, kto-
re doprowadzily do ztamania szyfru Enigmy podczas 1T Wojny Swiatowej. Definicje
Turinga probowano rozszerza¢ na wiele sposobéw w nadziei uzyskania bardziej ogol-
nych modeli automatu. Jednak zawsze zabiegi te prowadzily jedynie do konstrukeji
urzadzenn o mozliwosciach obliczeniowych dokladnie takich samych, jak oryginal-
ne maszyny Turinga. Na podstawie tej obserwacji amerykarnski matematyk Alonzo
Church sformutowal stynng hipoteze moéwiaca o tym, ze maszyny Turinga stanowig
najbardziej ogolna formalna definicje intuicyjnego pojecia efektywnej procedury, [3].

1 Klasyczna definicja

Rozpocznijmy od standardowej definicji deterministycznej maszyny Turinga.
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Rys. 6.1: Klasyczna jednotasmowa maszyna Turinga.

DEFINICJA 6.1 Deterministyczng maszyng Turinga nazywamy automat okreslony
przez

M = (Aa‘/aOaZaSOaSFa{LaR}aﬂ-)a
gdzie:

A jest alfabetem wejsciowym
V' jest alfabetem tasmy, A CV
O eV —A jest symbolem pustej klatki na tasmie
Y jest zbiorem standw automatu, o = {sg, s1,...,54}
S0 € X jest wyroznionym stanem startowym
Sp C X jest zbiorem standw koricowych (akceptujgcych)
L, R sq oznaczeniami kierunku ruchu gtowicy automatu
m  jest czeSciowq funkcjq przejscia, m: X x V e ¥ x V x {L, R}.

Maszyna Turinga wyposazona jest w potencjalnie nieskoniczona pamieé¢ tasmowa,
jednak kazde “obliczenie” wykorzystuje jedynie skoriczony cho¢ a priori nieograni-
czony jej odcinek. Klatki tasmy standardowo zawieraja symbol pusty O, za wyjat-
kiem odcinka, w ktorym zapisany jest napis wejSciowy. Automat startuje w stanie
so z glowica umieszczona w pozycji pierwszej litery napisu wejsciowego. Maszyna w
kazdym kroku wykonuje ruch opisany przez funkcje «. I tak np.

n(s,z) = (s,y,R), s, e€X, z,yeV

opisuje ruch automatu polegajacy na tym, ze jesli znajduje sie on w stanie s, a
czytanym aktualnie symbolem jest z, nastepuje zmiana stanu na s’, symbol y jest
zapisywany w miejsce x, a glowica wykonuje ruch w prawo do nastepnej klatki.
Jesli wartos¢ 7(s, x) jest nieokreslona, maszyna zatrzymuje sie, przy czym jesli ta-
kie zatrzymanie nastepuje w stanie s € Sp, traktujemy to jako akceptacje napisu
wejsSciowego, w przeciwnym za$ wypadku — jako odrzucenie.

Widzimy wiec, ze dzialanie maszyny Turinga polega na tym, ze jej gtowica prze-
mierza, by¢ moze wielokrotnie, obszar zawierajacy napis wejéciowy, zmieniajac przy
tym jego litery na symbole pomocnicze badz terminalne. Moze takze zmieniaé roz-
miar obszaru roboczego na tasmie zapisujac puste klatki dowolnymi symbolami lub
odwrotnie. Przy okazji, wida¢ teraz role zatozenia O € V' — A: symbol pustej klatki
musi sie rézni¢ od liter alfabetu A, by mogl petnié¢ role znacznika poczatku i korica
napisu wejsSciowego.



139

a,a,R a,a,L
b,b,R b,b,L

a,0.R O0L /N bOL |
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Rys. 6.2: Maszyna Turinga akceptujaca jezyk L = {a"b" : n > 0}, Przyktad 6.1.

DEFINICJA 6.2 Jezykiem akceptowanym przez maszyne Turinga M nazywamy zbior
tych napiséw nad alfabetem A, dla ktorych M zatrzymuje sie w jednym ze swoich
stanow konicowych.

Zilustrujemy ten formalny opis konkretnym przykladem.

PRZYKEAD 6.1 Ponownie rozwazymy jezyk L = {a"b" : n > 0}, opisujac tym
razem akceptujaca go maszyne Turinga. Metoda, ktora zastosujemy polega na tym,
ze czytana poczatkowa litera a jest zamieniana na symbol pustej klatki O, maszyna
zas przechodzi do stanu s, w ktérym przesuwa glowice na koniec napisu, bez zmia-
ny kolejnych liter. Po osiggnieciu symbolu O ograniczajacego stowo z prawej strony,
glowica cofa sie o jedna klatke (stan sy) i wymazuje litere b, jesli taka, zgodnie z
oczekiwaniami, sie tam znajduje. W stanie s3 maszyna cofa sie na poczatek stowa i
caly opisany cykl powtarza sie. W stanie sy, gdy glowica znajduje sie nad pierwsza
literag nieusunietej dotad czesci stowa, okreslone sa jedynie przejécia dla liter a i O.
Pojawienie sie litery b powoduje zatrzymanie maszyny, a poniewaz sg nie jest sta-
nem koricowym, stowo zostanie odrzucone. Symbol pustej klatki w tym miejscu to
albo puste stowo poczatkowe A, albo konsekwencja wymazania wszystkich par liter
a i b. Podobnie, wobec nieokreslonosci przejscia ze stanu sy 7 litera a, stowo zostaje
odrzucone jesli na jego konicu pojawia sie a zamiast spodziewanego b. Rys. 6.2 przed-
stawia graf opisanej tu maszyny Turinga. Sugerujemy czytelnikowi przeanalizowanie
jej dziatania na przyktadowych napisach aabb, aab i abb.

Oprocz tradycyjnej interpretacji automatu jako urzadzenia rozpoznajacego stowa
danego jezyka, czyli tzw. akceptora, maszyna Turinga moze by¢ uwazana takze za
urzadzenie obliczajace, a wiec tzw. komputer. W pierwszym przypadku istotny jest
stan, w ktorym nastapito zatrzymanie, nie jest istotna natomiast konicowa zawartosé
tasmy. W drugim przypadku, po zatrzymaniu w stanie koicowym, zawarto$¢ tasmy
interpretowana jest jako wynik obliczeri wykonanych na danych wejéciowych. Zwrdé-
my jednak uwage na catkowita rownowaznosé obydwu tych interpretacji. Rozpozna-
wanie stow dowolnego jezyka jest wszelako niczym innym jak procesem obliczajacym
pewna funkcje y zdefiniowang jako

(@) 1 gdyaelL
o) =
X 0 gdya¢lL.
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Rys. 6.3: Operacja zamiany dwoch sasiednich liter, Przyktad 6.2.

Z drugiej strony, kazdy proces obliczeniowy wyznaczajacy wartosci f : N — N mozna
zamieni¢ w problem rozpoznawania jezyka!

L = {a"V/™ : neN}.

Ponadto przez “obliczenia” nie nalezy rozumie¢ wylacznie procedur arytmetycz-
nych, powinni$émy mysle¢ ogolniej o dowolnych operacjach na ciggach znakow. Kolej-
ne trzy przyktady ilustruja rézne elementarne przeksztatcenia napisu wejsciowego,
jedne z wielu, ktére moga by¢ zrealizowane przez maszyne Turinga.

PRZYKELAD 6.2 Rys. 6.3 przedstawia fragment grafu maszyny Turinga, ktorego
dzialanie polega na zamianie miejscami dwoch kolejnych liter: tej, ktora aktualnie
znajduje sie pod glowica i nastepnej. Mozna tatwo wyobrazi¢ sobie umieszczenie
tego fragmentu w zapetlonej czesci grafu, by uzyska¢ np. procedure przemieszcza-
nia okreslonego znaku na koniec napisu. Zwr6¢my uwage na to, jak mozna uzywac
stanow do chwilowego przechowania informacji o tym, jaka byl wczesniejsza litera.
Np. stan s; inicjuje kolejne kroki, gdy przeczytang litera bylo a, natomiast s9, gdy
byto nig b. Zakladamy, ze po zamianie liter glowica wraca do pierwotnej pozycji,
cho¢ oczywiscie w konkretnej sytuacji mozna przyja¢ inne rozwiazanie.

PrzZYKELAD 6.3 Kolejny przyktad, Rys. 6.4, to realizacja wymazania znajdujacego
sie pod gtowica znaku, z przepisaniem calego fragmentu stowa na prawo od niego
o jedna pozycje na tasmie w lewo. Symbol pomocniczy X ustawiony poczatkowo w
pozycji usuwanego znaku pelni role znacznika miejsca na tasmie, w ktorym ma sie
zakoniczy¢ proces przesuwania dalszej czeSci stowa. Po ustawieniu tego wskaznika
maszyna przemieszcza glowice na koniec stowa, skad, cofajac sie w lewo, nadpisuje
kolejne litery warto$ciami ich nastepnikow.

PRZYKEAD 6.4 Koncowy przyktad, Rys. 6.5, pokazuje jak wstawi¢ nowa klatke na
tasmie wewnatrz napisu, przepisujac dalszg jego czesé o jedno miejsce w prawo. Sym-
bol X pelni role tymczasowego wypetnienia tego miejsca (7 oczywistych powodow

LOgolniej f : N* — N! odpowiada jezykowi
L= {al ... qrplmem) | phlmem) g e Ry

nad alfabetem A = {aqy,...,ax,b1,...,0}.
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Rys. 6.4: Wymazanie wskazanego znaku ze stowa, Przyktad 6.3.

unikamy uzycia symbolu O w tej roli). Zwro¢my uwage na podobieristwo grafow
automatu w tym i w poprzednim przyktadzie. Sa to wszakze operacje odwrotne
wzgledem siebie.

Nieco bardziej czasochtonne, cho¢ rownie nieskomplikowane sg zadania, w kto-
rych nalezy skonstruowa¢ maszyne Turinga wykonujaca okresSlone operacje aryt-
metyczne. Jedno z zadan na koncu rozdziatu dotyczy takiej wtasnie implementacji
sumatora binarnego. Dysponujac opisami maszyn realizujacych operacje arytme-
tyczne, mozemy uzy¢ ich do zbudowania bardziej ztozonych automatow. Jesli np.
tasma wejsciowa zawiera dwie liczby binarne o wartosciach m i n oddzielone zna-
kami separatora, powiedzmy #, mozna latwo opisa¢ automat, ktory implementuje
operacje

if m <n then oblicz m + n else oblicz 2m + 1.

Rozwiazanie polega¢ moze na obliczeniu r6éznicy n—m i zaleznie od wyniku przejscia
do stanu, ktory inicjuje obliczanie m + n lub odpowiednio 2m + 1. Zmierzamy do
tego, aby uswiadomié¢ czytelnikowi, ze niezwykle prosty repertuar elementarnych
ruchéw maszyny Turinga wystarcza do realizacji ztozonych algorytmow. Oczywidcie
proba implementowania ta metoda nawet zwyklego algorytmu Euklidesa dla NWP
jest raczej mato praktycznym zajeciem, bo potrafimy to zrobi¢ znacznie szybciej np.
przy pomocy programu w C. Istotne jest jednak to, ze maszyny Turinga moga w
zasadzie realizowaé te same zadania, do ktérych stosujemy w codziennej praktyce
wysokopoziomowe jezyki programowania.

Powyzsza obserwacja ma fundamentalne znaczenie dla wspotczesnej matematyki
obliczeniowej, w tym dla samej teorii jezykow formalnych. “Moc obliczeniowa” ma-
szyn Turinga pozwala bowiem symulowa¢ na nich dziatanie innych automatow, badz
w inny sposob formalnie opisanych proceséw algorytmicznych, pokazujac uniwer-
salno$¢ automatu Turinga. Ponizej opisujemy jeden z najwazniejszych przyktadow
wykorzystania takiego “symulacyjnego” argumentu.
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Rys. 6.5: Operacja wstawienia nowego symbolu przed wskazanym znakiem, Przy-
ktad 6.4.

Definicja niedeterministycznej maszyny Turinga rézni sie od deterministycznej
jedynie tym, ze 7 jest relacja, a wiec, ze przejscia 7(s,a) moga by¢ wieloznaczne,

7T<Sua’> = {(Si17Xi17Qi1)7 ey (Sik7Xik7Qik)}7 Sij S 27 Xij S v7 Qij € {L7 R}

Stowo a € A* jest akceptowane przez niedeterministyczna maszyne Turinga jesli
dla danych wejsciowych postaci « istnieje przynajmniej jedna sekwencja jej ruchow
koriczaca sie zatrzymaniem w stanie finalnym s € Sp. Nastepny przykltad ukazuje
roznice w dzialaniu maszyny deterministycznej i niedeterministycznej.

PRZYKLAD 6.5 Przeanalizujmy opisowo rozwigzania niedeterministyczne i deter-
ministyczne dla jezyka L = {ww : w € {a,b}*}. Jak juz wiemy, jest to jezyk kontek-
stowy, bo znamy generujaca go gramatyke kontekstowa, p. Przyktad 5.3. Podstawo-
wym problemem w przypadku analizy bottom-up stow z L przy pomocy automatu
jest poprawne wyznaczenie punktu podziatu stowa, tak by mozna byto nastepnie po-
rownac obie jego czesci. Niedeterministyczne rozwigzanie moze po prostu probowaé
“odgadna¢” wtasciwy punkt podziatu. Niech bowiem niedeterministyczna maszyna
Turinga rozpoczyna swoje dziatanie od przesuniecia gtowicy o kilka klatek w prawo,

7(s0,a) = {(s0,a, R), (s1,a,R)}, 7(s0,b) = {(s0,b, R), (s1,b, R)},

przy czym w dowolnym momencie moze nastapi¢ (niedeterministycznie) wybor stanu
s1. Stan sp inicjuje dalej proces wstawiania nowej klatki z symbolem X w miejscu
w ktorym znalazla sie gltowica, tak jak w Przyktadzie 6.4, a symbol ten traktowany
jest odtad jako znacznik punktu podziatu. Pozostaje wiec juz tylko poréwnac¢ na
zgodnosé znaki czeSci po lewej i po prawej stronie X. Zgodnie z definicja stowo
zostanie zaakceptowane, jesli istnieje sekwencja ruchéw maszyny prowadzaca do
stanu finalnego, a dla stow postaci ww (i tylko dla nich!) taka seria ruchow oczywiscie
istnieje: wystarczy aby maszyna niedeterministycznie wstawita znak X doktadnie na
srodku stowa.
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W przypadku rozwigzania deterministycznego punkt podzialu musi byé¢ precy-
zyjnie wyznaczony. Mozna to osiagnaé¢ np. nastepujaca metoda. Ustawmy najpierw
po jednej literze pomocniczej C' na poczatku i na koricu badanego stowa. Nastep-
nie wykonujmy cyklicznie przesuniecie poczatkowego C' o jedna litere w prawo, a
konncowego — o jedng w lewo. Jesli po wykonaniu kolejnej takiej pary przestawien
dojdzie do spotkania sie znakow C', wyznaczyliSmy Srodek napisu. Pozostaje faza
porownania, ktora tatwo jest zrealizowa¢ deterministycznie, p. Zadanie 4.

Jak pokazuje ostatni przykltad, wykorzystanie niedeterminizmu moze w niekto-
rych przypadkach istotnie uprosci¢ konstrukcje maszyn Turinga. Kazda determini-
styczna maszyna jest oczywiscie szczegblng postacia maszyny niedeterministyczne;j.
Zachodzi jednak nastepujace, bardzo wazne twierdzenie.

TWIERDZENIE 6.1 Dla kazdej niedeterministycznej maszyny Turinga istnieje row-
nowazna (w sensie akceptowanego jezyka) maszyna deterministyczna.

Konstrukcja maszyny deterministycznej na podstawie opisu niedeterministycznej,
o ktorej mowa w twierdzeniu, jest tym razem bardziej skomplikowana niz mialo to
miejsce to w przypadku skoniczonych automatéw, p. Twierdzenie 3.1. Prosta metoda
polegajaca na utozsamieniu standéw nowego automatu z elementami zbioru potego-
wego starych stanéw nie moze by¢ zastosowana, bowiem relacja przej$cia maszyny
Turinga zwraca jako wartoéci takze symbole X € V do zapisania na tasmie oraz
okresla kierunki ruchu gtowicy. Nie wiadomo np. jak deterministycznie opisa¢ nie-
deterministyczne przejscie postaci

7(s,z) ={(s,z, L), (s,z,R)},

polegajace na tym, ze maszyna nie zmienia stanu ani zapisanej na tasmie litery, lecz
niedeterministycznie przesuwa gltowice w lewo lub w prawo. Nie bedziemy wchodzié¢
w szczegbly techniczne dowodu, poprzestajac jedynie na krotkim opisie idei. Mozna
wyobrazi¢ sobie alternatywne sekwencje krokéw maszyny niedeterministycznej w
postaci drzewa, w ktérego weztach zapisujemy konfiguracje automatu

T1To ... ST ... Ty, z; €V, s, €.

Jak wczesniej, x; ...x, oznaczaja litery zapisane na tasmie, a s; — aktualny stan,
wskazujacy jednocze$nie pozycje glowicy. Krawedzie w tym drzewie odpowiadaja
relacji przejécia miedzy konfiguracjami, np.

T1T2 ... 8T ... Tn = T1X2...YSjTpy1.--Tn

wtedy i tylko wtedy, gdy 7(si, zx) 2 (55,9, R).

Mozna tak zorganizowaé dziatanie maszyny deterministycznej, by symulowata ona
systematyczny przeglad wszerz drzewa relacji przejécia maszyny niedeterministycz-
nej. Zapisana na tasmie konfiguracja startowa sgpa;...a, jest przeksztalcana na
ciagg alternatywnie osiggalnych z niej konfiguracji, opisanych przez relacje przejscia
7(s0,a1) maszyny niedeterministycznej. Elementy tego ciagu na tasmie maszyny
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Rys. 6.6: Symulacja automatu dwutasmowego przez maszyne Turinga.

deterministycznej oddzielone sa specjalnymi separatorami, np. #. Jest to pierw-
sze pietro przegladanego drzewa. Odczytujac kolejne elementy tego ciggu maszyna
buduje na tasmie obraz drugiego pietra. Gdy osiggnieta w ten sposdb zostanie konfi-
guracja akceptujaca oryginalnej maszyny, deterministyczny automat zatrzymuje sie
w swoim stanie finalnym, jesli nie — dziala dalej wg. tego samego schematu.

Skoro deterministyczna i niedeterministyczna wersja maszyny Turinga okazuja
sie rownowazne pod wzgledem zdolnosci obliczeniowej, proponujac rozwigzania roz-
nych teoretycznych probleméw mozemy wybiera¢ rozwiagzania niedeterministyczne,
jesli sa prostsze. Gdyby za$ chodzilo o wzgledy implementacyjne, nalezy pamietac,
ze ztozonos¢ obliczeniowa procesu niedeterministycznego jest na ogét istotnie mniej-
sza niz ztozonosé¢ jego deterministycznego réwnowaznika. Ocena zlozonosci bedzie
przedmiotem dyskusji w Rozdziale VII.

Innym przyktadem ilustrujagcym uniwersalno$¢ maszyn Turinga jest nastepujaca
argumentacja, dowodzaca, ze przyjeta przez nas w Rozdziale II og6lna definicja auto-
matu, por. Rys. 2.1, str. 36, wyposazonego w tasme wejsSciowa i osobng pamie¢ robo-
cza, nie jest whrew pozorom bardziej pojemna od jednotasmowej maszyny Turinga.
Automat Turinga moze bowiem, przez odpowiednig rozbudowe alfabetu pomocni-
czego V' i uzupelnienie relacji przejscia, zasymulowa¢ dzialtanie takiej dwutasmowej
maszyny na swojej pojedynczej tasmie. Wystarczy przyjac, ze napis wejsciowy jest
ograniczony z prawej strony specjalnym znakiem konca, np. #, natomiast przestrzen
tasmy na prawo od tego znaku pelni role pamieci roboczej. Drugi specjalny znak,
np. T, peli role znacznika pozycji glowicy na symulowanej w ten sposob tasmie
roboczej. Maszyna czyta pierwszy znak z czeSci wejSciowej, zapamietujac go przy
pomocy swojego stanu, przy czym natychmiast zamienia go na symbol pusty O. W
ten sposob pozniejszy powrot gltowicy do czesci wejsciowej zatrzyma ja na kolejnej
literze, gwarantujac, ze odczyt napisu wejSciowego odbywa sie znak po znaku od
lewej do prawej strony. Po przeczytaniu i zapamietaniu znaku wejsciowego maszyna
przesuwa glowice w prawo az do znaku 1 i wykonuje operacje wynikajace z opisu
symulowanego automatu, korzystajac z czesci roboczej tasémy od wskazanego miej-
sca. Symulacja ruchu gltowicy roboczej polega na odpowiednim przeniesieniu znaku
1 po wykonanej operacji. Nastepuje powr6t do czesci wejsciowej po kolejny znak.
Osiagniecie w tej fazie znaku # oznacza, ze napis wejsciowy zostal przeczytany do
konca, p. Rys. 6.6.

Warto zwrdcié uwage, ze jesli w trybie takiej symulacji maszyna Turinga nie ko-
rzysta w ogoble z roboczej czesci tasmy, wowczas symuluje ona skonczony automat
deterministyczny. Jesli korzysta z tej czesci jak ze stosu, ustawiajac znak 1 zawsze
przed ostatnim zapisanym tam symbolem, symulacja imituje dziatlanie automatu ze
stosem. W koncu jesli zatozy¢, ze czeS¢ robocza podczas obliczenn nie przekracza
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dhugosciag czesci wejsciowej, mamy dziatanie symulujgce automat liniowo ograniczo-
ny. Podajac opis sposobu symulacji pewnego typu automatu przez maszyne Turinga
dowodzimy jednoczesnie, ze ten automat jest niczym wiecej jak tylko szczegolnym,
ograniczonym typem maszyny Turinga.

2 Inne modele maszyn Turinga

W Definicji 6.1 kazdemu przejsciu maszyny Turinga towarzyszy obowiazkowy ruch
glowicy, w lewo lub w prawo. Patrzac na omawiane przez nas przyktady mozna uznaé
to za pewng niedogodnosé, bowiem czesto potrzebny jest dodatkowy ruch cofajacy
glowice do poprzedniej pozycji. Mozna wiec zastanawiaé sie nad rozszerzeniem de-
finicji maszyny w taki sposob, aby dopuszczalne bylty przejécia bez ruchu glowicy,
7(s,x) = (¢,y, N). Pytanie, ktore natychmiast nalezatoby postawi¢, to czy zdefi-
niowana w ten sposob maszyna “potrafi” istotnie wiecej od klasycznego automatu
Turinga? Pokazemy ze obie definicje sa najzupelniej rownowazne.

Metoda dowodu rownowaznosci dwoch rodzajow automatu polega zawsze na
opisie symulacji dzialania jednego z nich przez drugi i vice versa.

Niech wiec M = (A, V,0,%, so,Sp,{L, R, N}, ) bedzie rozszerzona maszyna
Turinga. Nie ulega watpliwosci, ze jest ona w stanie wykona¢ wszystkie ruchy do-
wolnej standardowej maszyny wprost z opisu jej funkcji przejscia 7’ , bowiem ruchy
te po porostu nie korzystaja z dyrektywy N.

By opisa¢ symulacje w odwrotna strone, wyobrazmy sobie standardowa maszy-
ne M' = (A, V,0,%, s,,Sp,{L, R}, '), gdzie ¥ C ¥’ oraz 7’ kopiuje w pierwszej
kolejnosci wszystkie przejscia m rozszeronej maszyny nie zawierajace dyrektywy N,

7'(s,2) = w(s,2) = (¢, L lub R).

Natomiast dla kazdego z jej ruchow postaci 7(s,z) = (q,y, N), funkcja przejscia
maszyny standardowej zawiera ruchy

7' (s,z) = (¢™,y, R) oraz 7' (¢™),2) = (q,2z,L) dla wszystkich z €V,

gdzie ¢ jest nowym stanem dodanym do zbioru ¥’ standardowej maszyny dla
kazdego stanu g € 3, ktory jak wyzej pojawia sie w przejsSciu zawierajacym dyrek-
tywe N.

Innym sposobem rozszerzenia standardowej maszyny Turinga, ktéry mozna spo-
tka¢ w literaturze jest wyposazenie jej w wielosciezkowa tasme, p. Rys. 6.7. Posiada
ona jak poprzednio jedna gtowice, natomiast tasma podzielona jest na kilka réwno-
legtych $ciezek, na kazdej z ktorych zapisywane moga by¢ litery z V. Odczyt i zapis
w danym potozeniu gtowicy odbywa sie jednoczes$nie na wszystkich Sciezkach, np.

7T<87 (av b, C)) = <Q7 (.T, Ys Z), L) .

Chwila zastanowienia uswiadomi nam, ze model powyzszy nie rézni sie niczym od
standardowego, wystarczy bowiem przyjac, ze alfabet V' nowej maszyny zawiera
symbole zlozone, takie jak np. (X, b,b), a wiec w przypadku maszyny trojsciezkowe;j
jest zbiorem postaci V' x V' x V. Dlatego model wieloSciezkowy nazywany jest czasem
alternatywnie wektorowa maszyna Turinga.
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Rys. 6.7: Wielo$ciezkowa maszyna Turinga.

Mniej oczywista na pierwszy rzut oka jest natomiast rownowazno$¢ standardowej
wersji z tzw. wielotasmowg maszyng Turinga. Wyjaénijmy, ze chodzi tym razem o
istotnie inny model niz ten, ktory opisaliémy jako ogolny schemat automatu w Roz-
dziale II i ktory analizowaliSmy pod katem jego relacji z klasyczng maszyna Turinga
w poprzednim podrozdziale. Tasma wejSciowa pelnita tam jedynie role pasywna,
przechowujac dane. Tym razem wszystkie tasmy sa aktywne, a wiec moga by¢ od-
czytywane i zapisywane niezaleznie, niezalezny i nieograniczony jest takze ruch ich
glowic. Funkcja przej$cia ma wiec nastepujaca postaé

T:Nx V" = UxV"x{L,R}",

gdzie n jest liczba tasm. Przyjrzyjmy sie szczegbtowo maszynie dwutasmowej, a na-
sza analize tego przypadku latwo bedzie p6Zniej uogo6lni¢ na przypadek wielotasmo-
wy. Np. przejscie m(s, X, b) = (s, Z,b, L, R) interpretowane jest nastepujaco: jesli w
stanie s symbolem skanowanym na pierwszej tasmie jest X, natomiast na drugiej
jest to b, maszyna przechodzi do stanu s’ zapisujac Z w miejsce X na pierwszej
tasmie i przesuwajac jej gtowice w lewo, jednocze$nie przesuwajac druga glowice w
prawo bez zmiany przeczytanej litery b. Ponownie przekonamy sie, ze maszyny wie-
lotasmowe w istocie nie stanowia zadnego uogolnienia klasycznych maszyn Turinga,
funkcjonalnie sa bowiem im réwnowazne.

To, 7e dwutasmowa maszyna jest w stanie symulowa¢ standardowy automat Tu-
ringa nie budzi watpliwosci: moze po prostu realizowaé jego dziatanie wykorzystujac
tylko jedna ze swoich tasm. Symulacja maszyny dwutasémowej przez jednotasmowsa
jest nieco bardziej ztozona. Przyjmiemy, ze maszyna jednotasmowa pracuje w trybie
4-$ciezkowym. Korzystamy tu z posiadanej juz wiedzy, ze maszyny z wielosciezko-
wa tadma sa rownowazne zwyklym. Idea symulacji zasadza sie w sposobie, w jaki
dwie tasmy reprezentowane sa przy pomocy czterech $ciezek, p. Rys. 6.8. Sciezki
113 w kazdej chwili zawieraja kopie zawartosci obu taém, natomiast Sciezki 2 i 4
zawieraja w swoich niepustych klatkach np. cyfry 0 i pojedynczy znak 1 shuzacy
jako wskaznik pozycji glowicy, odpowiednio na tasmie pierwszej i trzeciej. Ruchy
maszyny symulujacej wykonywane sa w cyklach ztozonych z nastepujacych krokow:

— ustawienie glowicy maszyny symulujacej na poczatku uzytkowego obszaru swo-
jej tasmy w stanie reprezentujacym aktualny stan (np. s) maszyny dwutasmo-
wej;

— odszukanie znaku 1 na $ciezce 2;
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Rys. 6.8: Reprezentacja konfiguracji dwutasmowej maszyny Turinga na pojedynczej
4-$ciezkowej tasmie.

— gzapamietanie przy pomocy odpowiedniej zmiany stanu symbolu na $ciezce 1
w tej pozycji (np. X);

— odszukanie znacznika T na $ciezce 4;

— na podstawie aktualnego stanu (przechowujacego informacje o znaku zlokalizo-
wanym wczesniej na pierwszej Sciezce i wyjsciowym stanie maszyny dwutasmo-
wej) oraz wartosci symbolu w aktualnej pozycji na $ciezce 3 (np. b) wiadomo
teraz jakie czynno$ci w tej konfiguracji wykonuje maszyna dwutasmowa: np.

(s, X,b) = (s, 2,0, L, R);

— w kolejnych krokach nalezy zmodyfikowa¢ odpowiednio zawartosé Sciezek, a
wiec np. zamieni¢ X na u na pierwszej, przesunaé znacznik 1 o jedno miejsce
w prawo na drugiej itd.

— przechowanie informacji o stanie s’ i rozpoczecie nowego cyklu.

Pomijamy tu oczywidcie szereg technicznych szczeg6tow, majac nadzieje, ze idea
symulacji jest dostatecznie jasna. Istotne jest by zbior stanéw maszyny symulujacej
byt dostatecznie liczny, by rozroznié¢ przy ich pomocy wszystkie mozliwe kombinacje
(s, z) maszyny dwutasmowe;j.

Tak wiec maszyny wielotasmowe posiadaja te sama moc obliczeniowa co kla-
syczne maszyny Turinga w nastepujacym, precyzyjnym sensie: kazdy algorytm, kto-
ry moze by¢ zrealizowany przez wielotasmowy automat, moze by¢ takze wykonany
przez klasyczng maszyne Turinga. Podobnie jak wcze$niej, nie odnosimy sie na tym
etapie dyskusji do zagadnienia naktadu dodatkowej pracy obliczeniowej, niezbedne-
go do przeprowadzenia symulacji.

Wspomnijmy jeszcze o uogdlnieniu maszyn Turinga polegajacym na wprowa-
dzeniu wielowymiarowej pamieci, np. tabelarycznej na ptaszczyznie, p. Rys. 6.9.
Repertuar ruchéow gltowicy obejmuje tym razem takze ruchy w pionie — w gore i w
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Rys. 6.9: Maszyna Turinga z 2-wymiarowa pamiecia.

dot, a funkcja przejscia ma postac
T: X xV >YXxVx{L RUD}.

Nie bedziemy tym razem wchodzi¢ w szczegdly dowodu réwnowaznosci takiego auto-
matu z klasyczna maszyna Turinga. Poprzestaniemy na stwierdzeniu, ze symulacja
pamieci wielowymiarowej na pojedynczej, dwusciezkowej tasmie mozliwa jest, gdy
wprowadzimy w niej caltkowitoliczbowe kartezjanskie wspotrzedne i wykorzystamy
jedna ze $ciezek tasmy symulatora do przechowania zawartosci komoérek tabelarycz-
nej pamieci, a druga do zapisania ich wspotrzednych, np.

H#HL G 21#-1 0 #]2] -1 #

gdzie znak a znajduje sie w komorce adresowanej przez (1,2), b w komorce (—1,0)
itd.

Widzimy wiec, ze wszystkie sensowne uogoélnienia maszyn Turinga okazuja sie
by¢ rownowazne definicji standardowej. Definicja 6.1 podana przez nas na poczat-
ku rozdziatu jest bodaj najprostszym wariantem automatu Turinga. PrzekonaliSmy
sie, ze uzupelnianie tej definicji o dodatkowe elementy, jak np. wzbogacenie reper-
tuaru ruchéw gltowicy lub zapis wielo$ciezkowy, nie rozszerza mozliwosci maszyny.
Te dodatkowe elementy pozwalaja przewaznie na tatwiejsze, bardziej zwiezte opisy
procesow realizowanych przez automaty Turinga, niz w przypadku uzycia do tego
celu formalizmu standardowego. Zwr6¢my np. uwage, o ile prosciej opisa¢ mozna
proces dodawania 2 liczb binarnych uzywajac do tego celu maszyny 3-tasmowej (2
tasmy na argumenty, jedna na utworzenie wyniku), niz realizowa¢ to samo zadanie
na maszynie jednotasmowej, por. Zad. 3 na koncu rozdziatu.

3 Uniwersalna maszyna Turinga

Maszyna Turinga jest abstrakcyjnym matematycznym pojeciem, ktére powinno re-
prezentowaé intuicyjnie rozumiang “efektywna procedure obliczeniowa”’ lub réwno-
waznie powinno by¢ uniwersalnym, formalnym modelem komputera. Jednak kazda
maszyna Turinga okreslona jest przez definicje swej funkcji przejscia, a tym samym
jest abstrakcyjnym urzadzeniem przeznaczonym do rozwigzania jednego, konkretne-
go zadania albo — wypowiadajac to samo inaczej — do rozpoznawania stéw jednego,
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ustalonego jezyka. Nie widaé¢ zatem czy, a jesli tak, to w jaki sposob, mozna bytoby
“programowac” taki automat do wykonania wielu réznych zadan.

Opiszemy tzw. uniwersalng maszyne Turinga My, jako programowalny, formalny
model komputera. Idea jest nastepujaca: dane wejsciowe stanowié¢ bedzie opis funkcji
przejécia w dowolnej ustalonej maszyny M oraz dowolne stowo w € A*. Maszyna
uniwersalna przeczyta najpierw opis M, a nastepnie zasymuluje jej dziatanie na
“danych” w. Alternatywnie mozemy mysle¢, ze My czyta jako dane produkcje pewnej
gramatyki G oraz stowo w, a nastepnie na tej podstawie weryfikuje czy w € L(G().

Ustalmy na poczatek jednolity sposob kodowania opisu maszyny Turinga. Za-
tozmy, 7e zbior stanéw reprezentowany jest zawsze jako X = {si, s9,..., S, }, gdzie
standardowo s; oznacza stan poczatkowy, a s, jest pojedynczym stanem konicowym.?
Ponadto przyjmujemy, ze V = {x1,xs, ..., x,}, gdzie zawsze x; = O. Z tak przyjeta
konwencja notacyjna, do jednoznacznego opisu maszyny Turinga wystarczy podanie
wszystkich zdefiniowanych wartosci jej funkcji przejscia, m(s;, z;) = (sp, 24, R/L),
ktore mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci ciagu, np.

51,3, S4, T2, L7 54,23, 52, T2, Ra ... 83,73, 82,13, L.

7 takiego ciggu mozna odczyta¢ w szczegédlnosci ile jest stanow i ile liter w V.
Przyjmijmy teraz nastepujace kodowanie:

51— 1 ap — 1 L—1

S9 — 11 as; — 11 R—11
. . (6.1)

S, — 17 Ay — 1™

oraz znaki “,” i*;” jako 0. Przy jego uzyciu ciag przej$¢ definiujgcy maszyne zapiszemy
jako

1011101111011010111101110110110110. .. itd. (6.2)

Wynika stad, ze kazdg maszyne Turinga mozna opisa¢ skoficzonym ciggiem binar-
nym, oraz ze kazdy ciag binarny — jesli tylko ma strukture j.w. — mozna zdekodo-
wadé jako opis maszyny Turinga.

Dla przejrzystosci opiszemy maszyne uniwersalng My jako automat trojtasmo-
wy, w ktorym pierwsza tasma przechowuje binarny opis (6.2) symulowanej maszyny
M, druga pelni role jej tasmy roboczej, takze uzywajac na niej binarnego kodo-
wania (6.1) z zerami w roli separatorow liter, a trzecia przechowuje identyfikator
aktualnego stanu M.

Ruchy maszyny uniwersalnej polegaja kolejno na:

— porownaniu zawartosci tasmy I (nr stanu maszyny M) 7z poczatkiem aktu-
alnie skanowanego kodu przejscia m dla M na pierwszej tasmie; w przypadku
niezgodnosci — przewinieciu pierwszej taémy do poczatku nastepnego opisu
przejscia w M (za kolejnym pigtym znakiem 0) i powtorzeniu tego kroku;

2Mozna zawsze przyjaé, ze maszyna Turinga ma tylko jeden stan koricowy. Jesli jest ich wiele,
wystarczy uzupetnié zbiér ¥ o nowy, unikalny tym razem stan finalny sy, oraz rozszerzy¢ definicje
funkcji przejscia o wartosci m(sg, ) = (s¢, =, R) dla wszystkich dotychczasowych stanéw koricowych
s 1 takich € V, dla ktoérych 7(sg,x) bylo dotad nieokreslone (a wiec powodowalo zatrzymanie
maszyny w stanie si).
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— porownaniu kodu znaku z; z opisu przejécia na tasmie I z kodem aktualnie
skanowanego znaku na tasmie II; w przypadku niezgodnosci nalezy wrocié do
poprzedniego kroku;

— po znalezieniu w poprzednich krokach opisu przejscia dla konfiguracji stan—
litera wg. zawartosci tasm II i I1I, symulacyjnym wykonaniu czynno$ci maszy-
ny M na tasmach II i ITIT wskazanych w opisie przejscia na tasmie I (zmiana
kodu litery i ruch gtowicy na tasmie II i zmiana identyfikatora stanu ta tasmie
I11);

— powtorzeniu catego cyklu lub — w przypadku nieodnalezienia stosownej reguty
przejscia na tasmie I — przejscie do swojego stanu finalnego, z sygnalizacja
czy ostatnim osiggnietym stanem symulowanej maszyny byt akceptujacy stan
S9.

Konstrukcja uniwersalnej maszyny Turinga ma przede wszystkim znaczenie teo-
retyczne. Jest ona wykorzystywana w dowodach niektorych twierdzen o problemach
nierozstrzygalnych.

Jako rezultat uboczny przeprowadzonej powyzej dyskusji otrzymujemy nastepu-
jacy, interesujacy lemat.

LEMAT 6.1 Zbior wszystkich maszyn Turinga jest przeliczalny.

Jest to oczywiste na podstawie faktu, ze zbior skoriczonych ciagéw binarnych jest
przeliczalny, a wérod nich zawarte s zakodowane opisy wszystkich maszyn Turinga.
Przy okazji kodowanie to indukuje pewna numeracje maszyn Turinga

My, My, Ms, ... (6.3)

wg. wzrastajacych wartosci liczbowych kodow tych maszyn. Do tej numeracji be-
dziemy sie jeszcze odwolywaé w dalszej czesci rozdziahu.

V1.2 Hipoteza Churcha-Turinga i jezyki rekursywnie przeli-
czalne

Powiazemy obecnie automaty Turinga z jezykami klasy £,. Nadamy takze bardziej
precyzyjne znaczenie pojeciom takim, jak obliczalnosé, rozstrzygalnosé czy nieroz-
strzygalno$c.

1 Roéwnowazno$é maszyn Turinga i gramatyk typu 0

Naszym celem jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 6.2 Klasa jezykow akceptowanych przez maszyny Turinga jest row-
na klasie Ly jezykow generowanych przez gramatyki typu 0.

DOwWOD. Zat6zmy najpierw, ze L € Ly oraz ze GG jest gramatyka generujaca L. Ist-
nieje deterministyczna maszyna w standardowej postaci, ktora akceptuje wszystkie
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stowa z L, a zarazem jedynie te stowa. Postuzymy sie tu jednak niedeterministycz-
nym modelem maszyny dwutasmowej, by uniknaé¢ technicznych komplikacji, zaciem-
niajacych jedynie samg idee dowodu. Wiemy juz, ze niedeterminizm i uzycie wielu
tasm nie definiujg nowych klas automatéw, bowiem kazda z tych wlasnosci moze
by¢ symulowana przez jednotasmowa, deterministyczna maszyne Turinga.

Maszyna Turinga M na jednej ze swoich tasm przechowuje zbiér produkcji gra-
matyki G, np. w postaci ciaggu oy — S1# ... #a, — Bn. Tasma 1T przechowuje
testowane stowo w. Maszyna najpierw przesuwa glowice pierwszej tasmy, wybiera-
jac niedeterministycznie jedna z produkcji o; — S;. Podobnie niedeterministycznie
wybierana jest pozycja glowicy nad stowem w na tasmie II. Jesli poczynajac od
tej pozycji kolejne litery w w zgadzaja sie z prawa strona wybranej produkcji j;,
wowczas maszyna przeksztalca stowo w = v8;n w napis w; = ya;n. Jesli po pewnej
liczbie takich cykli zawartos$é tasmy Il zamieni sie w w, = S, automat przechodzi
do swojego stanu koncowego, z ktorego nie ma dalszych ruchéw. Zgodnie z defini-
cja maszyny niedeterministycznej, napis wejsciowy w jest akceptowany, jesli istnieje
sekwencja ruch6w maszyny prowadzaca do jej zatrzymania w stanie finalnym. Jest
wiec oczywiste, ze M akceptuje w wtedy i tylko wtedy, gdy S =¢ w, a wiec gdy
w € L(G).

7 kolei niech L = L(M) bedzie jezykiem akceptowanym przez maszyne Turuinga

M = (A,‘/,O,Z,QQ,SF,{L,R},W) .

Utworzmy gramatyke G = (A, U, Sy, IT) typu 0, w ktorej zbior nieterminali utozsa-
miamy z

U = (AU{)\})XV Uu X U {50,51,52},
natomiast II sktada sie z nastepujacych produkcji:

1. So — q051

2. 51 — (a,a)S1| Sy, dla wszystkich a € A
3. SQ — ()\,O)SQ | A
4

. q(a, X) = (a,Y)r, dla wszystkich a € AU{A\} oraz X, Y € V, ¢,r € 3, dla
ktorych 7(q, X) = (r,Y, R)
5. (b, Z)q(a,X) = r(b,Z)(a,Y), dlawszystkich a,b € AU{\} oraz X|Y,Z € V|
q,r € X, takich ze (¢, X) = (,Y, L)

6. (a,X)q — qaq, q(a, X) = qaqgiq— N, dlace AU{N\},qeXiX eV.
Zauwazmy teraz, ze produkcje 1-3 generuja wyprowadzenia
So =" qo(ar,ay) ... (an,an)(\, B)",

gdzie a; € A oraz k > 0. Wyprowadzenie to mozna dalej kontynuowaé¢ uzywajac
produkeji 4 lub 5. Produkcje te symuluja bezposrednio ruchy maszyny M, przy czym
zawarto$c¢ jej tasmy kodowana jest przez drugi element w “ztozonych” nieterminalach
postaci (a, x). Proces wyprowadzania konczy sie, gdy w formie zdaniowej pojawi sie
jakikolwiek stan koncowy ¢ € Sp. Wowczas wykorzystywane sg reguty nr 6, w
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wyniku czego otrzymujemy stowo w = ajas...a,. Latwo teraz sprawdzi¢, ze w €
L(G) wtedy i tylko wtedy, gdy w € L(M). O

Przedstawiony w dowodzie opis dziatania maszyny Turinga, realizujacej w trybie
bottom-up redukcje wg. regut gramatyki, mozna odwréci¢ w taki sposéb, by symu-
lowany byt petlny przeglad drzewa wyprowadzen, a wiec proces analizy top-down.
Bardziej naturalna jest deterministyczna wersja tego procesu. Zalozmy, ze uzywamy
przy tym 3 tasm. Na pierwszej, jak wyzej, przechowywane sg produkcje G. Na tasmie
IT zapisujemy na poczatku symbol S. Maszyna przeglada produkcje w poszukiwaniu
tych z lewa strona S, generujac wszystkie formy zdaniowe osiggalne z S w jednym
kroku, a wiec pierwsze pietro drzewa wyprowadzeni. Uzywa przy tym dodatkowego
znaku # dla separacji poszczegdlnych form. W nastepnym cyklu w podobny sposob
generowane sg wszystkie formy drugiego pietra drzewa itd. W przypadku wygenero-
wania napisu terminalnego, jest on kopiowany na tasme nr III. W ten sposob tasma
I zapetnia sie stopniowo lista stow ay#as# ..., a; € L.

Przyjmijmy nastepujaca definicje.

DEFINICJA 6.3 Mowimy, zZe jezyk L jest rekursywnie przeliczalny jesli istnieje algo-
rytm wypisujecy systematycznie wszystkie jego stowa. Klase tych jezykow oznaczamy
symbolem Lgp.

Widzimy wiec, ze jezyki akceptowane przez maszyny Turinga, a wiec wszystkie jezyki
7 Lo sa rekursywnie przeliczalne,

Lo C Lrp.

W nastepnym podrozdziale uzasadnimy takze inkluzje odwrotng.

2 Hipoteza Churcha-Turinga. Hierarchia jezykéw formalnych.

Wykazalismy, ze maszyny Turinga stanowia klase automatow o dokladnie takim
samym “potencjale obliczeniowym” jak gramatyki Chomsky’ego typu 0. Nie jest to
jedyna rownowaznos¢ tego typu znana w matematyce. Istniejg inne formalne modele
efektywnie wykonalnych procesé6w obliczeniowych, ktére mimo faktu, iz wyrosty z
zupetnie odrebnych badan o czesto odleglej tematyce, wszystkie z czasem okazaly
sie by¢ réwnowazne standardowym automatom Turinga. Wymierimy tylko niektore
z nich, odsylajac zainteresowanego czytelnika do literatury: funkcje rekurencyjne,
systemy Posta, uktady Markowa, gramatyki macierzowe lub systemy Lindenmayera,
[7, 10, 11]. Fakty te stanowia racjonalna baze dla tzw. Hipotezy Churcha-Turinga.

HirOTEZA CHURCHA-TURINGA. Klasa wszystkich efektywnie wykonalnych proce-
dur jest tozsama z klasqg maszyn Turinga.

To, ze maszyny Turinga sa przykladami efektywnie wykonalnych procedur nie
budzi naszej watpliwosci, natomiast nietrywialna cze$¢ tezy Churcha orzeka zacho-
dzenie takze relacji odwrotnej: kazdy bez wyjatku efektywnie wykonalny proces da
sie zrealizowa¢ w postaci maszyny Turinga. Hipotezy tej nie mozna udowodnié,
bowiem odwotuje sie ona do intuicyjnego i nie do konca precyzyjnego pojecia “efek-
tywnego procesu”. Pierwszym krokiem do dowodu musiatoby by¢ wiec formalne zde-
finiowanie takiego procesu. Tu natychmiast pojawia sie nieusuwalny problem: czy
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oto nowa formalna definicja rzeczywiscie wiernie odpowiada pojeciu efektywnej pro-
cedury? Zatem proba udowodnienia hipotezy Churcha kreuje natychmiast nowa teze
doktadnie tego samego rodzaju. W $wietle naszych rozwazan hipoteza Churcha jest
na tyle dobrze umotywowana, ze przyjecie jej nie budzi dzi$ zastrzezen.

W podobnym duchu mozna sensownie postawié¢ pytanie o relacje miedzy maszyna
Turinga a wspotczesnym komputerem. Skoro opis automatu jest z definicji skoriczo-
ny, zawiera bowiem skoriczenie wiele stanéw, symboli i regul przejscia, nietrudno
wyobrazi¢ sobie program, napisany w jezyku C lub dowolnym innym, symulujacy
dziatanie deterministycznej maszyny Turinga. Jedyna watpliwo$¢ moze pochodzi¢
stad, ze maszyna Turinga dysponuje nieograniczong pamiecig sekwencyjna, podczas
gdy pamie¢ realnego komputera jest skonczona. W tym sensie jest on w stanie emu-
lowa¢ co najwyzej skonczone automaty, a wiec jego zdolnosci rozpoznawania jezykow
Scisle rzecz biorac ograniczone do jezykéw regularnych. Mozna jednak wyobrazi¢ so-
bie, przynajmniej hipotetyczne, rozszerzanie pamieci komputera o kolejne terabajty
w miare potrzeb. W tym sensie komputer jest w stanie symulowaé dziatanie maszyny
Turinga, jesli tylko jesteSmy w stanie udostepni¢ mu “dostatecznie duza pamiec”.

Odwrotnie, czy dzialanie komputera moze by¢ wiernie symulowane przez maszy-
ne Turinga? Zauwazmy w pierwszej kolejnosci, ze architektura wszystkich kompute-
row, a $cislej ich procesoréw, udostepnia skoriczenie wiele elementarnych rozkazow
operujacych na skonczonej liczbie stow 16-, 32- lub 64-bitowych. Dziatanie rozkazow,
w tym takze tych operujacych zmiennoprzecinkowymi rejestrami, moze by¢ opisane
przez rozbudowane sieci logiczne z bramkami operujacymi na poziomie pojedyn-
czych bitoéw. Caly repertuar rozkazow dowolnego procesora mozna wiec zrealizowad
na maszynie Turinga. Z kolei symulacja adresowalnej pamieci moze byé¢ wygodnie
przeprowadzona na dwusciezkowej tasmie, gdzie jedna ze Sciezek przechowuje nu-
merycznie zapisane adresy stow, a druga réwnolegle przechowuje zapisane w niej
dane. Upraszczajac sobie zadanie, mozemy przyja¢ wielotaémowa architekture ma-
szyny Turinga symulujacej komputer. Jedna z tasm (jak wyzej) reprezentuje pamiec
i przechowywaé¢ moze binarny kod programu do wykonania, a wiec liste instrukcji
procesora sktadajaca sie na ten program. Dalsze taSmy moga reprezentowaé osobno
rejestry komputera: licznik rozkazow, rejestr adresowy, rejestry arytmetyczne itp.
Jest ich zawsze skoriczenie wiele, niezaleznie od rodzaju procesora. Kolejne dwie
tasmy symulowac¢ beda pliki wejsciowy i wyjsciowy. W koricu ostatnia z tasm reali-
zuje funkcje pamieci roboczej. W takiej konfiguracji mozna juz stosunkowo tatwo
wyobrazi¢ sobie cykl pracy maszyny Turinga symulujacej komputer.

Wracajac do relacji miedzy jezykami klasy £y a rekursywnie przeliczalnymi, wi-
dzimy, ze jedna z konsekwencji hipotezy Churcha jest rownosc¢

LRp - LO . (64)

Ponadto tatwo przekona¢ sie, ze kazdy jezyk rekursywny L (p. Definicja 5.3) jest
rekursywnie przeliczalny. Wystarczy bowiem generowaé¢ kolejne napisy o z A* w
porzadku leksykograficznym, a nastepnie sprawdzaé czy o € L oraz, w przypadku
twierdzacej odpowiedzi, wypisywa¢ je. Relacja odwrotna nie zachodzi: o ile dla je-
zykow rekursywnych zawsze potrafimy zdecydowaé czy a € L czy tez o ¢ L, to gdy
L jest jedynie rekursywnie przeliczalny, stwierdzenie, ze dane stowo a ¢ L na ogot
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nie jest mozliwe: przegladanie nieskonczonej listy stow jezyka L nie daje podstaw
do odrzucenia a w jakimkolwiek skoficzonym czasie. Jest to jednak tylko argument
intuicyjny. Przy pewnym dodatkowym naktadzie pracy przekonamy sie, ze zgodnie z
ta intuicja inkluzja Lrec € Lrp jest rzeczywiscie wlasciwa, najpierw jednak przeana-
lizujemy jak relacja miedzy Lgre. a Lrp przejawia si¢ w sposobie dziatania maszyny
Turinga, mozliwe sa bowiem nastepujace trzy scenariusze:

a) maszyna zatrzymuje sie w pewnym stanie koricowym s € Sp 7z powodu nie-
okreslonosci funkcji przejscia dla aktualnej konfiguracji (s, a);

b) jak wyzej, z ta roznica, ze s ¢ Sg;

¢) maszyna Turinga nie zatrzymuje sie, dzialajac w nieskonczonej petli.

O pierwszych dwoch wariantach méwimy, ze maszyna osiaga stan stopu. Jak juz
wiemy, w przypadku a) mowimy o akceptacji stowa wejsciowego, w przypadku b)
— o0 jego odrzuceniu. Nie ma jednak gwarancji, nawet w przypadku maszyny niede-
terministycznej, ze dla kazdego napisu wejsciowego istnieje cigg ruchéw osiaggajacy
stanu stopu. Moze sie zdarzy¢, ze dla pewnych napiséw realizowany bedzie jedynie
scenariusz ¢). Stowa te oczywiscie nie sa kwalifikowane jako elementy akceptowanego
przez automat jezyka, zgodnie z Definicja 6.2.

Gdy relacja przejécia maszyny ma taka strukture, ze dla dowolnego napisu wej-
Sciowego stan stopu jest osiggany, akceptowany jezyk jest jezykiem rekursywnym,
bo pytanie czy a € L jest rozstrzygalne. Mozemy na tej podstawie uscisli¢ definicje
klasy Lgec:

DEFINICJA 6.4 Jezyk L okreslamy jako rekursywny jesli istnieje akceptujgca go
maszyna Turinga, ktora osigga stan stopu dla kazdego napisu wejscioweqo.

Okazuje sie, ze zachowanie typu c¢) jest w ogolnym przypadku nieusuwalng cecha
maszyn Turinga, przez co klasa akceptowanych przez nie jezykow jest bardziej po-
jemna niz Lge.. Przekonamy sie jednak, ze skonstruowanie cho¢ jednego przyktadu
jezyka z Lrp — Lgrec nie jest zadaniem prostym.

Rozpoczniemy od zbudowania przyktadu jezyka, ktory nie jest nawet rekursyw-
nie przeliczalny. Jezykow takich jest w istocie bardzo wiele: sokro zbiér napiséw A*
nad dowolnym alfabetem jest przeliczalny, zgodnie z Twierdzeniem 1.1 z Rozdziatu I
jego zbiodr potegowy, a wiec zbiér wszystkich jezykow nad A jest nieprzeliczalny. Z
drugiej strony a podstawie Lematu 6.1 i rownosci (6.4) wiemy, ze jezykow rekursyw-
nie przeliczalnych jest przeliczalnie wiele. A wiec olbrzymia wiekszos¢ podzbiorow
A* to jezyki, ktore nie sg rekursywnie przeliczalne, mamy zatem bez liku potencjal-
nych przyktadéw. Problem z charakteryzacja choc¢by jednego takiego jezyka bierze
sie stad, ze skoro nie jest on rekursywnie przeliczalny, tym samym nie mozna opisaé
go efektywna procedura. A wiec w samym postawieniu problemu tkwi juz logiczny
chochlik. Rozwiazanie jest jednak mozliwe, jesli wybierzemy nieco okrezng drogg.

TWIERDZENIE 6.3 Isinieje jezyk L € Lgy, ktorego dopetnienie L ¢ Lg,.

DowOD. Ponownie musimy odwota¢ sie do metody przekatniowej. Rozwazmy wszy-
stkie maszyny Turinga akceptujace jezyki nad alfabetem jednoliterowym A = {a}.
Uporzadkowanie automatow Turinga (6.3) indukuje unikalna numeracje rozwazanej
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tu rodziny automatow, My, Mo, itd. Kazdy z jezykow L(M;) jest rekursywnie przeli-
czalny, a takze kazdy rekursywnie przeliczalny jezyk nad jednoliterowym alfabetem
jest ujety w tym ciagu.

Utworzmy teraz nowy jezyk wg. przepisu

L = {d*: " € L(M)}.

Przekonajmy sie, ze jest on rekursywnie przeliczalny. Majac dane k maszyna Turinga
generuje kolejne ciggi binarne, sprawdzajac czy koduja one poprawnie automat nad
jednoliterowym alfabetem zgodnie z (6.2). Po znalezieniu k-tego z nich, kodujacego
automat M, maszyna przechowuje go na swojej tagmie i uzupetnia napisem a*, po
czym przechodzi do stanu, ktory rozpoczyna jej dziatanie jako uniwersalnej maszyny
Turinga M. Akceptuje ona stowo a* jesli tylko a* € L(M,), a wiec w efekcie
akceptuje jezyk L. Jest on zatem jezykiem klasy Lgp.

Pokazemy nastepnie, ze jezyk L nie jest rekursywnie przeliczalny. Gdyby prze-
ciwnie byt on elementem Ly, jako jezyk nad jednoliterowym alfabetem musiatby sie
znalez¢ na naszej liscie L(M,), L(Ms), ..., a wiec istniatoby n takie, ze L° = L(M,,).
Zapytajmy o stowo a”: czy jest ono elementem L¢? Jesli tak, to a™ € L(M,,), co jed-
nak oznacza, ze a™ € L, a wiec, ze a" ¢ L. DoszlisSmy do sprzecznosci. Zal6zmy na
odwrot, ze a™ ¢ L, a wiec a™ ¢ L(M,), czyli a™ ¢ L. To jednak oznacza, ze a™ € L°
— ponownie sprzecznos$¢. Przypuszczenie, ze L¢ jest rekursywnie przeliczalny mu-
siato by¢ zatem falszywe. O

Przejdzmy do dowodu drugiego, tym razem prostego faktu.

LEMAT 6.2 Jesli zarowno L jak i L¢ sq jezykami rekursywnie przeliczalnymi, sq
one automatycznie rekursywne. Ponadto jesli L jest rekursywny, wowczas na pewno
L jest rowniez rekursywny, a wiec obydwa sq¢ rekursywnie przeliczalne.

DowoOD. Niech L, L¢ € Lgp. Istnieja zatem maszyny Turinga M dla L i M dla
L° tworzace kompletne listy ich stow. Niech a € A*. Pozwolmy maszynie M wy-
generowa¢ jedno stowo z L i podobnie maszynie M — jedno stowo z L°. Jegli jest
wsrod nich «, dowiedzieliSmy sie czy a € L, czy tez o« € L°. W przeciwnym razie
powtarzamy cykl generujac kolejne stowa z L na przemian z tymi z L°. Poniewaz
jednak a € L albo a € L°, a musi pojawié sie w skoniczonym czasie na jednej z list.
Zatem problem czy o € L jest rozstrzygalny. Poniewaz rezultat ten mozna odnies¢
zaréwno do L jak i do L€, obydwa jezyki sa rekursywne.

Jesli zas wiemy, ze L € Lge., wOwczas algorytm weryfikujacy czy dowolne o € L
jest takze dobry dla L¢, a wiec L¢ tez jest rekursywny. O

Mozemy teraz sformutowaé oczekiwany rezultat jako wniosek z powyzszych roz-
wazan.
WNIOSEK.
LRp - LRec 7é @

Istotnie, w Twierdzeniu 6.3 zbudowaliSmy jezyk L € Lgp, ktorego dopelnienie nie
lezy w tej klasie. Zatem na podstawie ostatniego lematu L nie moze by¢ rekursywny.
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Rys. 6.10: Hierarchia klas jezykéw. Ciggla linig oznaczyliSmy standardowe klasy
jezykéw Chomsky’ego.

Podsumujmy nasze wyniki w formie tatwego do zapamigtania diagramu obrazu-
jacego relacje miedzy klasami jezykow, Rys. 6.10.

Zakonczymy ten podrozdzial interesujaca charakteryzacja algebraiczng klasy
Lrp, p. np. [10].

TWIERDZENIE 6.4 (Ginsburg et al. 1967) Kazdy jezyk rekursywnie przeliczalny L
jest homomorficznym obrazem przekroju dwdch jezykow bezkontekstowych Ly i Lo .

3 Zamknieto$¢ klasy £,

7 Twierdzenia 6.3 i Lematu 6.2 wysnu¢ mozna bezposrednie wnioski, ze klasa Lrec
jest zamknieta ze wzgledu na operacje mnogosciowego dopeknienia jezyka, natomiast
Lrp nie. Dwa twierdzenia, ktore przytoczymy bez dowodéw, podsumowujg wtasnosci
zamknietosci klas Lgec 1 Lrp ze wzgledu na rozmaite operacje.

TWIERDZENIE 6.5 Klasa Lgy, jest zamknieta ze wzgledu na nastepujgce operacje:
suma, przekroj, konkatenacja, domkniecie konkatenacyjne, odbicie lustrzane, prze-
kroj z jezykiem regularnym, dowolne podstawienie (w tym dowolny homomorfizm).
Nie jest natomiast zamknieta ze wzgledu na dopetnienie, a wiec takze ze wzgledu na
roznice zwyktq i symetryczng.

TWIERDZENIE 6.6 Klasa Lgree jest zamknieta ze wzgledu na nastepujgce opera-
cje: suma, przekroj, dopetnienie, konkatenacja, domkniecie konkatenacyjne, odbicie
lustrzane, przekrdj z jezykiem reqularnym, \-wolne podstawienie (w tym \-wolny ho-
momorfizm). Nie jest natomiast zamknieta ze wzgledu na dowolne podstawienia i
homomorfizmy.
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4 Granice obliczalno$ci — problemy nierozstrzygalne

Jestesmy obecnie wyposazeni w teoretyczne narzedzia pozwalajace na bardziej pre-
cyzyjna analize poje¢ obliczalnosci i rozstrzygalnosci. We wczesniejszych rozdzia-
tach, gdy mowiliSmy, ze pewien problem jest rozstrzygalny lub nierozstrzygalny dla
jezykow okreslonej klasy, odwolywalismy sie do istnienia badz nieistnienia ogolnej
procedury, ktora np. na podstawie opisu gramatyki stwierdza jednoznacznie czy ge-
nerowany przez nig jezyk posiada pewne cechy. O ile dowodem istnienia procedury
jest po prostu podanie jej opisu, to uzasadnienie nieistnienia ogdlnej metody jest
z reguly o wiele bardziej wyrafinowane logicznie. Okazuje sie, ze pojecie maszyny
Turinga pozwala na precyzyjne zdefiniowanie niezbednych poje¢ i tworzy formalna
baze do prowadzenia $cistych dowodoéw nierozstrzygalnosci.

DEFINICJA 6.5 Niech f: X — N bedzie funkcjg okreslong na pewnym podzbiorze
X C N. Mowimy, ze f jest obliczalna, jesli istnieje maszyna Turinga wyznaczajgca
wartosci f dla wszystkich n € X.

Stowo wyjadnienia: jesli mowimy, ze maszyna M wyznacza wartosci f, mamy na
mysli, ze osigga ona stan stopu dla wszystkich danych n z dziedziny f. Koncowa
zawarto$¢ tasmy jest wowczas interpretowana jako wynik obliczenia f(n). Zwro¢my
uwage, ze dziedzina funkcji X jest integralng czescia pojecia obliczalnosci: funkcja
jest zawsze obliczalna na pewnej dziedzinie, na innej moze nie by¢ obliczalna.

Przez opis gramatyki rozumiemy stowo nad pewnym ustalonym alfabetem kodu-
jace wszystkie jej produkcje, np. w postaci

ar — PrfFas — Bt ..o — B,

przy czym przyjeta jest standardowa konwencja dotyczaca oznaczania nieterminali,
por. np. dowod Twierdzenia 5.7. Stowo tej postaci kodujace gramatyke G oznaczymy
krotko symbolem <G >.

Niech P oznacza pewna wlasno$c¢, ktora moga posiadac¢ lub nie jezyki okreslonej
klasy £ (generowane przez gramatyki kategorii G, np. kontekstowe, liniowe itp.).
Mowimy wowcezas, ze wtasnosé P jest trywialna w klasie £, jesli P jest prawdziwa
dla wszystkich bez wyjatku jezykow w £ albo falszywa dla nich wszystkich. W
przeciwnym wypadku mowimy, ze P jest nietrywialna w £. 7Z wlasnoscia P mozemy
zwiazaé jezyk

Lp = {<G>: Ge§ i L(G) posiada wlasnos¢ P}. (6.5)

DEFINICJA 6.6 Mowimy, ze wtasnosé P jest rozstrzygalna w klasie jezykow L, jesli
jezyk Lp jest rekursywny.

Innymi stowy wtlasno$¢ P jest rozstrzygalna w £, gdy istnieje maszyna Turinga,
ktora dziatajac na dowolnym stowie <G > dla G € G osiagga stan stopu i rozpoznaje
czy <G> € Lp, awiec czy L(G) posiada czy tez nie wlasnoéé P. Nierozstrzygalnosé
jest rownowazna z nierekursywnodcia jezyka Lp. Moze sie wiec np. zdarzyé, ze dla
pewnego stowa < G > maszyna Turinga badajaca wtasnos¢ P nie osiagnie stanu
stopu.

Okazuje sie, ze w zasadzie wszystkie sensowne wtasnosci sa w klasie £y nieroz-
strzygalne. Orzeka o tym nastepujace twierdzenie, [4, 10]:
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()
(3] ()
@) b)

Rys. 6.11: a) Struktura stanéw maszyny Hg. b) Rozszerzenie H® maszyny Hg.

TWIERDZENIE 6.7 (Rice, 1959) Kazda nietrywialna wtasno$é P jezykow klasy Lo
jest nierozstrzygalna.

Podamy teraz klasyczny przyktad nierozstrzygalnego zagadnienia. Postuzymy sie
kodowaniem binarnym opisanym w podrozdziale VI.1.3.

DEFINICJA 6.7 Niech wy; oznacza stowo binarne opisujgce maszyne Turinga M =
(A, V,0,%, so, Sk, {L, R}, ) oraz niech w bedzie binarnym kodem pewnego stowa
nad alfabetem A maszyny M. Okreslmy jezyk

Lsiop = {wyu#w @ maszyna Turinga M osigga stan stopu na danych w } .

Problem stopu polega na stwierdzeniu dla dowolnego napisu postact wyFw czy nalezy
ono do jezyka Lgiop.

Mamy wiec wtasno$é P postaci “M osiaga stan stopu na danych w” w klasie £
tym razem opisanej nie przez gramatyki, lecz przez maszyny Turinga M (stowa wy,
pelnia wiec role stow <G > ). Domyslamy sie, 7e jest to wlasnosé nietrywialna w Lo,
a wiec zgodnie z twierdzeniem Rice’a problem stopu bytby nierozstrzygalny. Podamy
jednak bezposéredni dowod tego faktu.?

TWIERDZENIE 6.8 Problem stopu jest nierozstrzygalny.

DOwOD. Zalézmy przeciwnie, ze Lgiop € LRec, istnieje wiec maszyna Turinga Hg
osiggajaca stan stopu dla dowolnych danych wejsciowych wy,#w. Bez zmniejszenia
ogo6lnodci zalozmy, ze maszyna Hg zatrzymuje sie w jednym z dwoch standéw: sp gdy
wyHw € Lsiop lub sy w przeciwnym wypadku. Sytuacje ilustruje diagram a) na
Rys. 6.11. Zmodyfikujemy strukture maszyny Hg dodajac do niej najpierw 2 nowe
stany s, 1 s, oraz nastepujace przejscia:

m(sr,z) = (sp,z, R), m(sp,x) = (84,2, L), m(sg, ) = (Sp, ¢, R)

dla wszystkich x € V. W ten sposd6b nowa maszyna H° po osiagnieciu stanu sp
wchodzi w nieskoriczona petle s, O s,, Rys. 6.11 b). Utworzmy nastepnie maszyne
K, ktorej dziatanie polega na tym, ze powiela ona swoje dane wejSciowe w, gene-
rujac na tasmie napis postaci w#w, po czym przesuwa glowice na jego poczatek i

3W rzeczywistosci dowod twierdzenia Rice’a korzysta z faktu, ze problem stopu jest nierozstrzy-
galny. Dlatego niezalezny dowdd dla zagadnienia stopu jest niezbedny.
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zatrzymuje sie w stanie finalnym. Ostatni krok naszej konstrukeji polega na tym, ze
taczymy maszyny K i H° kaskadowo, to jest utozsamiamy stan finalny K ze stanem
startowym sp maszyny H°. Otrzymana w ten sposéb maszyne oznaczamy symbo-
lem H. Jak kazda maszyna Turinga, H moze by¢ przedstawiona w postaci binarnego
kodu wy.

Przeanalizujmy dzialanie maszyny H na danych wejéciowych wpy. W pierwszej
fazie wy jest przeksztalcane w stowo wy#wy, ktore w fazie drugiej staje sie napisem
wejsciowym dla bloku H°. Zgodnie z okresleniem H°, H wchodzi nieskoniczong w
petle s, O s, jesli maszyna opisana przez wy, a wiec H (!), osiaga stan stopu
na danych wpg. Jest to oczywiscie sprzeczno$é¢. Alternatywnie H zatrzymuje sie w
stanie sy jesli maszyna kodowana przez wy wchodzi w petle na danych wy. Ponownie
sprzeczno$¢. Stad wnosimy, ze jezyk Lg;op nie moze by¢ rekursywny, a zatem problem
stopu jest nierozstrzygalny. O

Pytanie o rozstrzygalno$¢ problemu stopu jest w gruncie rzeczy rownowazne py-
taniu o to czy Lrec = Lrp- Z jednej strony bowiem, gdyby kazdy jezyk akceptowany
przez maszyny Turinga byt rekursywny, problem stopu bytby trywialny: kazda ma-
szyna osiaga stan stopu na kazdych danych. Z drugiej strony gdyby istniata maszyna
H rozstrzygajaca dla dowolnych danych problem stopu, pytanie czy a € L(M) dla
dowolnej maszyny Turinga M bytoby rozstrzygalne. Wystarczytoby uruchomi¢ H
na danych wy,#a — jesli odpowiedzia H byloby “M nie zatrzymuje sie dla danych
a”; wowcezas z pewnoscig o ¢ L(M), jesli zas odpowiedz bylaby przeciwna, wystar-
czytoby uruchomi¢ M na «, a po jej zatrzymaniu sie sprawdzi¢ czy osiagneta stan
finalny czy tez nie. Tak wiec L(M) € Lgee, a wobec dowolnosci M oznaczaloby to
r6wnos$¢ Lrec = Lrp-

Powyzszy argument wiazacy ze soba problem stopu i problem nalezenia stowa do
jezyka z Ly jest przykladem bardzo waznej techniki redukcji uzywanej w dowodach
nierozstrzygalnosci. Problem rozstrzygalnosci zagadnienia P redukuje si¢ do pyta-
nia o rozstrzygalno$¢ innego zagadnienia @, jesli hipotetyczny algorytm (maszyna
Turinga) rozstrzygajacy zagadnienie () moze by¢ uzyty do rozstrzygniecia P,

rozstrzygalnosé () = rozstrzygalnos¢ P.

Jesli jednak wiemy juz, ze P jest nierozstrzygalny, oznacza to, ze () tez nie moze by¢
rozstrzygalny. Tak wiec, jesli np. potrafimy wskaza¢ konstruktywny sposob redukcji
zagadnienia stopu do innego problemu, ten drugi problem nie moze by¢ rozstrzy-
galny. W gruncie rzeczy $ciste dowody wszystkich wymienionych w tym skrypcie
zagadnien nierozstrzygalnych przeprowadza si¢ przez wskazanie jak mozna zreduko-
waé do nich jeden ze znanych probleméw nierozstrzygalnych. Pamietajmy, ze choé
nierozstrzygalnosé¢ w klasie £ jest wyczerpujaco opisana przez twierdzenie Rice’a,
nie da si¢ go zastosowa¢ w odniesieniu do innych klas jezykoéw i np. nierozstrzy-
galno$¢ pytania o to czy dany jezyk bezkontekstowy jest identyczny z A* wymaga
wtasnego dowodu. W klasie £ to samo pytanie jest oczywiscie nierozstrzygalne,
poniewaz wlasno$¢ bycia jezykiem tozsamym z A* jest nietrywialna.

Oto przyktad argumentu przez redukcje. By zilustrowaé¢ gtowna idee metody,
omijajac rozbudowane w takich sytuacjach szczegoty techniczne, wykazemy nieroz-
strzygalno$¢ zagadnienia czy L = O w klasie £y (mimo, iz wiemy to juz na bazie
twierdzenia Rice’a).
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LEMAT 6.3 Zagadnienie czy L(G) = O jest nierozstrzygalne dla gramatyk typu 0.

DowOD. Pokazemy, ze problem nalezenia stowa do jezyka z Ly moze by¢ zredu-
kowany do pytania o pustos¢ jezyka tej klasy. Niech M bedzie maszyna Turinga
akceptujaca jezyk L(G). Bez trudu mozemy skonstruowaé¢ maszyne K, ktora dla
danych postaci o generuje napis a#« i cofa glowice do jego pierwszej litery, oraz
maszyne I, akceptujaca jezyk jednoelementowy* {a}. Opis I, uzupelniamy o przej-
Scia, ktore na wstepie przesuwaja gltowice do pierwszej litery za znakiem #, tak by
I, rozpoczeta prace na drugiej czesci stowa a#a. Istotne jest to, ze majac dane sto-
wo « jesteSmy w stanie wygenerowa¢ automatycznie napis kodujacy taki automat
I,. 7 tych elementéw mozna tatwo zbudowa¢ maszyne, ktorej dziatanie na danych
« polega na uruchomieniu najpierw maszyny kopiujacej K, przy czym jej stan final-
ny utozsamiamy ze stanem poczatkowym maszyny M. M dziala dalej na pierwszej
czesci stowa a#a, a jej stan finalny (zaktadamy jak poprzednio, ze jest tylko jeden)
utozsamiamy ze stanem startowym I,,. Nietrudno sprawdzié¢, ze tak opisana maszyna
M, akceptuje jezyk
L(M,) = L(M)n{a}.

W dowodzie Twierdzenia 6.2 podaliSmy ogélny algorytm zamiany opisu maszyny
Turinga na produkcje gramatyki typu 0. Mozemy ta metoda wygenerowa¢ napis
<G4 > kodujacy gramatyke GG, odpowiadajaca opisanej przed chwila maszynie M,.

Caty opisany wyzej proces moze by¢ zrealizowany przez procedure, ktora startu-
jac z napisu wy#a, kodujacego opis maszyny M i stowo «, produkuje stowo <G, >
opisujace gramatyke GG,,. Niech T oznacza maszyne Turinga realizujaca te procedure.
Zatozmy, ze istnieje maszyna Turinga FE, ktora dla danych <G > bedacych opisem
dowolnej gramatyki typu 0 rozstrzyga czy L(G) = O (zaktadamy wiec, ze problem
pustosci jezyka jest rozstrzygalny w Ly). Mozemy zatem polaczy¢ maszyny T'i E w
kaskade,

o, #a T <G,> £ — L(G,)=9
- > L(G, )+ O

otrzymujac automat, ktory z uwagi na fakt, ze « € L(M) wtedy i tylko wtedy,
gdy L(G,) # O, odpowiadalby niezawodnie na pytanie czy a € L(M) czy tez nie.
Whnosimy stad, ze zalozenie o rozstrzygalnosci problemu L(G) = O bylo falszywe.O

Omowimy krotko jeszeze jeden klasyczny problem nierozstrzygalny, tzw. problem
Posta. Jest on czesto wykorzystywany w dowodach nierozstrzygalnosci w klasie L.

DEFINICJA 6.8 (Problem Posta) Dla pary skoriczonych zbioréw stéw nad alfabetem
A

)

P = {ay,qy,...,ayx} oraz Q = {B1,052,...,0n}

4Jest to oczywiscie najprostszy skonczony automat deterministyczny m(s;,a;) = sit1, i =
0,1...n, gdzie « = agpay ...a, oraz Sp = {Sp4+1}.
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odpowiedzie¢ na pytanie: czy istnieje cigg indeksow iy, 1o, ... 00, 1 < 1 < N, dla
ktorych zachodzi rewnos$é konkatenacji

QG Oy oo Oy = 51'151'2 e 5iM .

Jesli taki cigg indeksow istnieje mowimy, Ze problem Posta dla pary (P, Q) posiada
rozZWigZanie.

Dane dla problemu Posta mozna zakodowacé jako

o Ffaadf ... an BB - .. B (6.6)
i zwigza¢ z nim jezyk ztozony ze stow w tej postaci
Lposy = {w: w ma posta¢ (6.6) i opisuje problem Posta posiadajacy rozwiazanie} .

Okazuje sie, ze Lpyg; jest jezykiem rekursywnie przeliczalnym. Zgodnie z Definicja 6.6
oznacza to, ze problem Posta jest nierozstrzygalny. Zwroémy jednak uwage, ze w
tej ogolnej definicji nierozstrzygalnosé charakteryzowana jest przez nierekursywnosé
powiazanego jezyka (6.5), a wiec na ogo6t jezyk ten nie musi by¢ nawet rekursywnie
przeliczalny. Fakt, ze Lpoy € Lgrp 0znacza, ze jesteSmy w nieco lepszej sytuacji: jesli
dla danej pary (P, Q) istnieje rozwiazanie, to jesteSmy w stanie je znalez¢, jednak w
og6lnym przypadku nie mozna stwierdzié¢ jego braku.

Nierozstrzygalnos¢ problemu Posta uzyskuje sie redukujac do niego zagadnienie
nalezenia stowa do jezyka w klasie L. Ze stowem w),#w opisujacym pytanie czy
w € L(M) mozna zwiaza¢ specjalnie skonstruowany problem Posta w taki sposob,
ze posiada on rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy w € L(M). Tym samym gdyby
problem Posta byt rozstrzygalny, rozstrzygalny bytby takze problem nalezenia.

Dzieki swemu sformutowaniu (badanie rownosci specyficznych konkatenacji stow)
problem Posta okazuje sie wyjatkowo poreczny w dowodach, w ktoérych poszukuje-
my sposobu na opisanie redukcji tego zagadnienia do typowych pytan zadawanych
w klasie gramatyk bezkontekstowych. Problem stopu, jakkolwiek réwnowazny, jest
technicznie bardziej od nich odlegty. Oto przyktad takiego wykorzystania problemu
Posta.

TWIERDZENIE 6.9 Problem polegajgcy na tym, by na podstawie opisu gramatyks:
bezkontekstowej G stwierdzié czy jest ona niejednoznaczna, jest nierozstrzygalny.

DowoOD. Niech P = {ay, ag, ..., a,} 1 Q = {51, Po, ..., Bn} beda danymi dla proble-
mu Posta nad alfabetem A. Rozszerzymy ten alfabet nowymi, roznymi od wszystkich
a € A symbolami ¢; w liczbie n,

A'=AU{ci,c,. .. 00}
Zbudujmy dwie gramatyki bezkontekstowe
Gp = (A, {Sp}, Sp, IIp) oraz Go = (A, {Sg}, So, lg)
z produkcjami odpowiednio

Sp — a;Spe; | aic; oraz So — BiSqci | Bici dla i=1,...,n.
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Wowcezas L(Gp) sklada sie ze stow postaci oy, v, ..., ¢ ... Ciy¢iy, natomiast
L(GQ) ze stow ﬁilﬁh c. ﬁimcim c o Ciy Gy -
Niech dalej G' bedzie gramatyka postaci

G = (A/, {S, SP,SQ}, S, HPUHQU{S%SPLSQ}),

ktora jak wiadomo generuje jezyk L = L(Gp) U L(Gg). Kazda z gramatyk Gp i Gg
jest jednoznaczna. Jesli np. ostatnia litera v € L(Gp) jest ¢;, wyprowadzenie v w
Gp musi sie zaczyna¢ od Sp = «;Spc;. Podobnie kolejne (liczac od konca) litery
c; okreslaja jednoznacznie produkcje uzyte w dalszych krokach wyprowadzenia v w
Gp lub w Gg. Jesli pewne stowo v mozna wyprowadzi¢ zarowno w Gp jak i Gy,
oznacza to, ze zachodzi rownos¢é

A Oy - O = Bz’lﬁig e Bim )

a wiec, ze problem Posta dla pary (P, Q) posiada rozwiagzanie. Jak wida¢, jest to
rOwnowazne z niejednoznacznodcia gramatyki G.

Gdybys$my wiec dysponowali algorytmem rozstrzygajacym dla dowolnej bezkon-
tekstowej gramatyki G czy jest ona niejednoznaczna, mozna byloby wykorzystaé
go wraz z przedstawiong wyzej konstrukcja do rozstrzygniecia problemu Posta dla
dowolnej pary (P, Q). O

V1.3 Zadania do Rozdzialu VI

Zadanie 1

Narysowaé grafy maszyn Turinga rozpoznajacych jezyki
a) L={a™": m>0 i m#n}
b) L= {a"b"c¢"+n: m,n>0}

c) L={amb"c¢"n: m,n>1}

Zadanie 2

Narysowaé grafy maszyn Turinga obliczajacych nastepujace funkcje:
a) f(w)=1W dlaw e {a,b}*
b)  f(n) = 3n
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W zadaniach b)—e) przyjmijmy unarng reprezentacje liczb m, n (a wiec np. 3 repre-
zentowane jest przez ciag 111).

Zadanie 3

Narysowaé graf maszyny Turinga obliczajacej sume dwoch liczb w postaci binarnej.

Zadanie 4

Narysowaé graf maszyny Turinga poréwnujacej dwa stowa nad {a, b}. Dane wejscio-
we przygotowane sa w postaci a#[.

Zadanie 5

Zaproponowa¢ dogodna reprezentacje liczb wymiernych m/n i architekture maszyny
Turinga, ktora obliczataby ich sumy i iloczyny.

Zadanie 6

Zdefiniowa¢ maszyne Turinga z jednostronnie ograniczona tasma oraz udowodnié
rownowazno$¢ takiego modelu maszyny ze standardowym.

Zadanie 7

Pokazac¢, ze maszyna Turinga bez mozliwoéci usuwania znakéw, tj. bez przejsé po-
staci m(s,a) = (¢, 0, L lub R) jest rownowazna ze standardowa wersja.

Zadanie 8

Pokazac, ze dla kazdej maszyny Turinga mozna skonstruowaé¢ maszyne réwnowazna
0 nie wiecej niz 6 stanach.

Zadanie 9

Napisa¢ w dowolnym jezyku programowania symulator uniwersalnej maszyny Tu-
ringa.

Zadanie 10

a) Niech L bedzie jezykiem skoniczonym. Pokakza¢ ze L* = (J,., L" jest jezy-
kiem rekursywnie przeliczalnym i opisaé¢ algorytm wypisujacy wszystkie jego stowa.
b) Wykonaé to samo zadanie gdy L jest jezykiem bezkontekstowym.

Zadanie 11

Uzasadni¢ dlaczego klasa Lgp, jest zamknigta ze wzgledu na przekrdj.

Zadanie 12

Pokazac, ze dopeknienie jezyka bezkontekstowego jest jezykiem rekursywnym.

Zadanie 13

Pokazac, ze problem czy dwie maszyny Turinga akceptuja ten sam jezyk jest nieroz-
strzygalny.
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Zadanie 14

Pokaza¢, ze problem czy dla dowolnych maszyn Turinga M; i M, zachodzi L(M;) C
L(Ms>) jest nierozstrzygalny.

Zadanie 15
%
Czy problem L = L jest rozstrzygalny w klasie £(?

Zadanie 16

Czy w klasie £ rozstrzygalny jest nastepujacy problem: zbadaé¢ czy L zawiera stowo
o dtugosci 100.

Zadanie 17

Niech P = {001,0011, 11,101} oraz @ = {01,111,111,010}. Czy problem Posta dla
P i @ posiada rozwiazanie?

Zadanie 18

Czy problem Posta nad dwuliterowym alfabetem jest rozstrzygalny?



Rozdziat VII

Z1ozonos$é obliczeniowa

We wcezesdniejszych rozdziatach interesowali$émy sie gtéwnie strukturalnymi cechami
jezykow okreslonych klas i réznicami miedzy nimi, czynigc jedynie poboczne uwagi co
do kosztow obliczeniowych zwigzanych z ich rozpoznawaniem. Obecnie zajmiemy sie
tym zagadnieniem systematycznie i bardziej szczegotowo. Podsumujmy na poczatek
nasza dotychczasowa wiedze.

Jezyki klasy L3 rozpoznawane sa przez skoriczone automaty deterministyczne,
dziatajace w czasie liniowym wzgledem dtugosci analizowanego stowa. Wykorzy-
stywana pamie¢! (liczba stanéw) jest stala, a wiec nie zalezy od rozmiaru danych
wejsSciowych.

W przypadku, gdy z gramatyk wyeliminowa¢ mozna A-produkcje proses wypro-
wadzen ulega “uporzadkowaniu”, dzieki czemu dlugosé generowanych form zdanio-
wych monotonicznie wzrasta. Wowczas algorytmy oparte o petny przeglad drzewa
wyprowadzen sa skuteczng cho¢ kosztowna obliczeniowo metoda analizy sktadniowe;j.
Koszt rosnie bowiem wyktadniczo wraz z dtugoscia stowa. Dotyczy to jezykow klasy
L. W klasie jezykow bezkontekstowych istnieja bardziej wydajne metody parsingu
(algorytm CYK) o zlozonosci O(n?) wzgledem dlugosci stowa, zas w szczegolnym
wypadku jezykow deterministycznych, gdy zastosowaé¢ mozna techniki typu LL(k)
lub LR(k), analiza sktadniowa moze by¢ wykonana w czasie liniowym O(n). Tlos¢
wykorzystywanej pamieci roboczej w przypadku parsingu w klasach jezykow Lo 1 £
jest co najwyzej liniowa funkcja rozmiaru danych.

Okreslanie ztozonosci obliczeniowej ma sens dla maszyn Turinga, ktore zawsze
osiaggaja stan stopu. Gdyby dopusci¢ zapetlone algorytmy, nalezatloby po prostu
przyjac, ze ich zlozono$¢ czasowa jest nieskoniczona, co nie wnositoby niczego wartego
uwagi do teorii. Ztozonos¢ parsingu dla jezykow klasy Lre. moze w zasadzie by¢
dowolnie duza i dotyczy to tak czasu obliczen, jak i rozmiaru niezbednej pamieci
roboczej. W niniejszym rozdziale opiszemy rozwarstwienie Lge. na hierarchie klas
ztozonodci obliczeniowej. Omoéwimy takze jej zwiazki z kategoryzacja Chomsky’ego.

Do rozmiaru pamieci wykorzystywanej w procesie rozpoznawania stéw nie wliczamy komorek
przechowujacych dane wejsciowe. Istotna jest przestrzen tasmy wykorzystywana do realizacji pro-
cesu parsingu i niezbedna liczba stanéw automatu, ktéra w kazdej implementacji przeklada sie
wszakze na rozmiar macierzy przejscia.

165
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VII.1 Zlozono$é a modele automatu Turinga

W Rozdziale VI.1 podaliémy standardows definicje maszyny Turinga oraz opisa-
lismy szereg wariantow jej architektury, bardziej porecznych w zastosowaniach do
rozmaitych teoretycznych konstrukcji, jak np. opis maszyny uniwersalnej. Zwroci-
liSmy przy tym uwage na funkcjonalng réwnowaznosé wszystkich modeli maszyny
Turinga. Automaty te nie sg jednak zupelnie roéwnowazne pod wzgledem nakladu
pracy jaka wykonuja rozwigzujac te same zadania. Wezmy pod uwage wspomnia-
ny juz wczesniej przyktad procesu dodawania dwoch liczb w postaci binarnej. Jesli
realizowaé bedziemy go na trojtasmowej maszynie, ktorej dwie tasmy przechowu-
ja argumenty, a trzecia przeznaczona jest na zapisanie wyniku, mozliwa jest prosta
symulacja pozycyjnego dodawania z przeniesieniem, gdy 3 glowice poruszaja sie syn-
chronicznie w lewo od najmniej znaczacych cyfr argumentéw. Liczba niezbednych
krokow jest w tym przypadku taka sama jak dtugos$¢ danych, czyli n, a jesli wziaé
takze pod uwage niezbedne przemieszczenie gltowic na koniec danych wejSciowych
przed rozpoczeciem wlasciwego procesu dodawania, taczna liczba operacji wyniesie
2n, a wiec jest liniowa.?

To samo zadanie wykonywane na jednej tasmie (p. Zadanie VI.3) wymaga wiek-
szej liczby operacji, bowiem glowica musi wielokrotnie “transportowac” bity pierw-
szego skladnika na koniec drugiego i tam je sumowac. Na kazdy z n bitow pierwszego
sktadnika glowica musi wykona¢ mniej wiecej n ruchéw w prawo i po wykonaniu su-
mowania ponownie n ruchéow w lewo. Stad liczba krokow caltego procesu to mniej
wiecej n x 2n, a wiec O(n?).

Na podstawie powyzszego przyktadu widac¢, ze odpowiedzi na pytania o ztozo-
no$¢ obliczeniowa sa na og6t zalezne od tego, jakiego modelu automatu uzyjemy
do opisu metody rozwigzania. WolelibySmy jednak by charakterystyka ztozonosci
algorytmicznej problemu odzwierciedlala bardziej jego immanentny poziom skom-
plikowania, a w mniejszym stopniu wlasnosci uzytego formalizmu. Jak zobaczymy,
ta niedogodnos¢ jest w rzeczywistosci mato istotna w przypadku zamiennego uzycia
automatow jedno- i wielotadmowych, natomiast powazne ro6znice pojawiaja sie¢ w
przypadku alternatywnego zastosowania formalizmu deterministycznego i niedeter-
ministycznego.

Rozpocznijmy od ogolnego wyniku dla automatow wielotasmowych.

LEMAT 7.1 Kazdy algorytm, ktérego wykonanie na k-tasmowej maszynie Turinga
wymaga O(m) ruchdw, moze byé zrealizowany na standardowej jednotasmowej, ma-
szynie kosztem co najwyzej O(m?) przejsé.

DowOD. Symulacja k-tasmowego automatu na jednej tasmie polega, jak pamieta-
my, na sekwencyjnym przedstawieniu zawartosci k£ tasm wq,...,wr W postaci jed-
nego stowa wi#wy# . .. wi z wstawionymi dodatkowymi k& symbolami 1 znaczacymi

2W teorii ztozonosci obliczeniowej, jak zobaczymy, na ogét nie interesuje nas drobiazgowe osza-
cowanie liczby krokéw algorytmu, lecz raczej jego zachowanie ze wzgledu na dtugos§é danych wej-
§ciowych. I tak np. nie jest istotne czy dany algorytm wykonuje efektywnie 2n krokéw, czy moze
3n + 10, natomiast wazne jest, ze czas jego dzialania rosnie linowo z dlugoscig danych. A wiec w
szczegb6lnosei dla dwukrotnie dltuzszych danych nalezy oczekiwaé podwojenia czasu dziatania algo-
rytmu. Oddaje to bardzo dobrze zwiezta i wygodna notacja Bachmanna-Landaua: w tym wypadku
zaniedbujac wszelkie state napiszemy, ze ztozonosé¢ czasowa metody wynosi O(n).



167

aktualne pozycje odpowiednich gtowic. Niech n = max{|w|, |ws|, ..., |wk|}. Mamy
m > n, poniewaz wykonujac zadanie automat na ogoét przeglada swoje dane co
najmniej raz. Symulujac jeden ruch automatu wielotasmowego, glowica maszyny
jednotasmowej musi na ogo6t przejrzeé¢ cala zawarto$¢ swojej tasmy, wykonujac nie
wiecej niz kn + const, a wiec O(m) ruchoéw. Ponadto maszyna wielotasmowa mo-
ze podczas dzialania rozszerza¢ swoj obszar roboczy, jednak w jednym ruchu moze
ona doda¢ nie wiecej niz po 1 komorce na kazdej tasmie. W sumie w m ruchach
przestrzen robocza moze sie wiec powiekszy¢ o maksymalnie km komorek. Liczbe
ruchéw maszyny jednotasmowej mozna zatem oszacowac z gory przez m X 2km lub
krotko przez O(m?). O

Rozwazmy teraz inny klasyczny przyktad, na bazie ktérego postaramy sie uchwy-
ci¢ istote roznicy miedzy rozwigzaniami deterministycznymi a niedeterministyczny-
mi.

PRZYKELAD 7.1 Opiszemy tzw. problem spetnialnosci formut logicznych, w skrocie
SAT. Wszystkie funkcje logiczne od n zmiennych, ®(zy, ..., x,) mozna przedstawi¢
w tzw. normalnej postaci koniunkcyjnej, np.

(D(.Tl, .CL’Q,.Tg) = (.Tl vV i’g) A (ZIIQ V I‘3) s

a wiec w postaci wyrazenia zbudowanego z pewnej liczby czynnikéw koniunkcyj-
nych, z ktorych kazdy jest alternatywag zmiennych z; lub ich negacji z;. Funkcje
logiczng ® nazywamy spelnialng, jesli istnieje cho¢ jedno przypisanie wartosci lo-
gicznych 0,1 zmiennym z;, dla ktérego obliczona warto$¢ ® wynosi 1. Innymi stowy
® jest spetnialna, jesli nie jest tozsamosciowo rowna 0. Problem spetnialnosci polega
na znalezieniu takiego postawienia. Rozwiazanie deterministyczne jest nam dobrze
znane ze szkolnych lekcji logiki: nalezy utworzy¢ tabelke z kolumnami odpowia-
dajacymi wartosciom xq,...,x, oraz ®, a w wierszach wypisa¢ kolejno wszystkie
mozliwe podstawienia 0,1 za z; oraz wyliczona dla nich wartos¢ ®. Obliczenia moz-
na przerwaé gdy w kolejnym kroku w kolumnie ® pojawi sie 1. Tak wiec maszyna
Turinga realizujaca podobna metode rozwigzania generuje wszystkie n-elementowe
ciagi zero-jedynkowe i oblicza dla nich systematycznie warto$¢ ®. Poniewaz liczba
mozliwych podstawienn wynosi 27, ztozonos¢ tej metody jest w ogdlnosci nie mniejsza
niz O(2").

Rozwiazanie przy pomocy niedeterministycznej maszyny Turinga jest znacznie
prostsze. Wystarczy by wygenerowala ona niedeterministycznie dowolny n-elemen-
towy ciag wartosci 0,1, a nastepnie sprawdzita czy wygenerowane podstawienie spet-
nia formute ®. Przypomnijmy, ze zgodnie z definicja maszyny niedeterministycznej,
rozwigzuje ona okreslone zadanie jesli istnieje sekwencja jej niedeterministycznych
ruchéw koriczaca sie w stanie finalnym. Tak wiec zlozonosé niedeterministycznego
algorytmu dla problemu spelnialnosci wynosi O(n).

Powyzszy przyktad jest istotny, poniewaz ilustruje on olbrzymia jako$ciowa rozni-
ce miedzy rozwigzaniem deterministycznym a niedeterministycznym. Dla problemu
spetnialnosci nie jest znany algorytm deterministyczny o mniejszym niz wyktad-
niczy koszcie obliczeniowym. Oznacza to, ze szkolna metoda tabeli logicznej jest
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w gruncie rzeczy najlepsza metoda rozwigzania problemu spetnialnosci, jaka dzis
dysponujemy. Przejscie miedzy automatem niedeterministycznym a réwnowaznym
deterministycznym charakteryzuje ogolnie nastepujacy lemat.

LEMAT 7.2 Kazdy algorytm, ktory realizuje sie na niedeterministycznej maszynie
Turinga w O(m) krokach moze byé wykonany przez réwnowazng deterministyczng
maszyne w co najwyzej O(K™) krokach.

Uzasadnienie tego lematu polega na przeanalizowaniu kosztow symulacji opisanej w
szkicowym dowodzie Twierdzenia 6.1. Stata K ma zwiazek z maksymalnym stopniem
rozgatezien w drzewie przej$¢ niedeterministycznej maszyny.

By lepiej uswiadomié¢ sobie charakter réznicy miedzy wyktadniczym a wielomia-
nowym kosztem obliczeniowym przeanalizujmy zestawione ponizej dane. Poréwnu-
jemy szacunkowe czasy wykonania algorytmoéw o typowych, spotykanych w praktyce
ztozonosciach O(n), O(nlogn), O(n?), O(n?) i O(2"). Czas w sekundach dla réznych
wartosci n wyliczylismy wg. dostepnych w sieci testowych danych dla przyktadowego
procesora Intel Core i7-4790K, 4GhZ. Jest on w stanie wykona¢ ok. 10! operacji
zmiennoprzecinkowych na sekunde (czyli ok. 100 gigaflops).

n O(n) | O(nlogn) | O(n?) | O(n?) o(2m)

10 107191 3,3 x 107 | 107° 1078 1078
100 1079 ] 6,6 x 1072 | 1077 | 107> | 3 x 10* lat
1000 1078 1077 107° 1072 | 3 x 10%3 lat

1000000 | 107> | 2 x 1074 10 | 116 dni 00

Najszybsze superkomputery wykonuja obecnie od kilku do kilkudziesieciu petaflops,
czyli maksymalnie ok. 10'¢ dziatan na sekunde. Wyniki w tabeli mozna by wiec po-
prawié¢ o 5 rzedow wielkosci, jednak nie zmienia to jako$ciowo dramatycznej r6znicy
miedzy wydajnoscig algorytmow o ztozonosci wielomianowej w stosunku do metod o
kosztach obliczeniowych narastajacych wyktadniczo: juz dla danych umiarkowanego
rozmiaru (n = 100) obserwujemy wykladnicza eksplozje czasu ich dziatania. Dla
poréwnania, wiek Wszech§wiata szacowany jest na ok. 1.4 x 10'° lat.

Widzimy wiec, ze zlozono$¢ wyktadnicza w praktyce dyskwalifikuje pewne me-
tody, gdyz nawet dla danych rozsadnej wielko$ci staja sie one bezuzyteczne, a roz-
wiazania okazuja sie nieosiagalne.

Powyzsze rozwazania prowadza nas do wniosku, ze r6znice w oszacowaniach zto-
zonosci proceséw obliczeniowych wynikajace z uzycia réznych modeli maszyny Turin-
ga do ich opisu maja drugorzedne znaczenie, jesli pozostajemy w klasie automatow
deterministycznych. Metoda, ktora potrafimy zrealizowa¢ wielomianowym wzgledem
rozmiaru danych kosztem na wielotasmowej maszynie Turinga, moze by¢ zaimple-
mentowana takze na standardowej maszynie bez nadmiernego wzrostu ztozonosci.
Inaczej rzecz ma sie w przypadku realizacji niedeterministycznego algorytmu na
urzadzeniu deterministycznym, bowiem w ogélnosci spodziewaé sie wowczas mozna
wyktadniczego wzrostu kosztow.
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VII.2 Zlozono$é czasowa i pamieciowa

Dyskusja z poprzedniego rozdzialu stanowi motywacje dla zdefiniowania oddzielnych
klas jezykow w obrebie Lge, rézniacych sie ztozonosciag obliczeniowa rozpoznajacych
je algorytméw. W definicjach postuzymy sie standardowym, jednotasmowym mode-
lem maszyny Turinga. Okre$lmy najpierw kilka przydatnych pojec.

(i) Niech Ty (w) oznacza liczbe ruchow, ktore wykonuje deterministyczna maszyna
Turinga M na danych wejsciowych w € L(M) do chwili osiagniecia stanu
stopu.

(ii) W przypadku niedeterministycznej maszyny Ty (w) oznacza minimalng liczbe
ruchow jakie wykona M na w € L(M) przed osiagnieciem stanu stopu.

(iii) Niech Sy (w) oznacza wielko$¢ najdhuzszego odcinka tasmy roboczej wykorzy-
stywanego przez M podczas dzialania na danych w € L(M).

(iv) W przypadku gdy M jest niedeterministyczna, niech Sy (w, P) oznacza mak-
symalna wielko$¢ wykorzystanej pamieci roboczej podczas wykonywania se-

kwencji ruchéow P na danych w € L(M). Wowczas definiujemy Sy(w) =
minp Sy (w, P).

Zwroémy uwage, ze zarowno Ty jak i Sy okreslone sa wylacznie dla danych w €
L(M), a wiec dla stow, dla ktorych stan stopu jest osiagany nawet w przypadku
jezykow klasy L.

DEFINICJA 7.1 Cze$ciowq funkcje Ty : N o> N postaci

Ty(n) = max Ty (w)

nazywamy czasowq ztozonoscig obliczeniowq maszyny Turinga M (deterministycznej
lub nie). 7 kolei czesciowq funkcje Sy : N o> N dang jako

Su(n) = max Su(w)

nazywamy ztozonosciqg pamieciowqg maszyny M.

T i S sa funkcjami czeSciowymi, gdyz prawe strony w ich definicjach okreslone sa
jedynie dla napisow w € L(M). Majac zdefiniowane dwa rodzaje ztozonosci maszyny
Turinga mozemy z kolei okresli¢ podobne wielkosci dla jezykow.

DEFINICJA 7.2 Mowimy, ze jezyk L € Lgec jest klasy DTIME(f(n)) jesli istnieje
deterministyczna maszyna Turinga M taka, ze L = L(M) oraz Tys(n) = O(f(n)).
Podobnie mowimy, ze L jest klasy NTIME(f(n)) jesli istnieje niedeterministyczna
maszyna Turinga M akceptujgca L, dla ktorej Th(n) = O(f(n)).

Klasy jezykow o okreslonej ztozonosci pamieciowej DSPACE(f(n)) i NSPACE(f(n))
zdefiniowane sa analogicznie.
Oto dwie inkluzje, ktore nie wymagaja dowodow:

DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))
DTIME(f(n)) S DTIME(g(n)) gdy f(n)=0(g(n)).
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i podobnie dla ztozonosci pamieciowej. Inng prosta do uzasadnienia inkluzja jest
DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)),

poniewaz przy wykorzystaniu fragmentu tasmy roboczej dtugosci k¥ maszyna wyko-
nuje co najmniej k ruchéw. Ponadto istniejg przyktady jezykow wskazujace np., ze
DTIME(n*) G DTIME(n**1). W szczegolnosci wiemy juz, ze £3 C DTIME(n) oraz
Ly C DTIME(n?). Zachodzi jednak nastepujace ogolne twierdzenie.

TWIERDZENIE 7.1 Nie istnieje totalna funkcja F' : N — N obliczalna w sensie
Turinga, dla ktorej zachodzitoby

Lpee € DTIME(F(n)).

Ujmujac to innym jezykiem, dla kazdej dowolnie szybko wzrastajacej funkcji obli-
czalnej F' istnieja jezyki rekursywne o ztozonosci wiekszej niz F. Dowdd tego intry-
gujacego faktu znalezé mozna np. w ksiazce [7].

VII.3 Klasy zlozono$ci obliczeniowej. Kategorie P i NP oraz
NP-zupelnosé

Wr6émy jeszeze raz do fundamentalnej roznicy miedzy ztozonoscia rozwigzan deter-
ministycznych i niedeterministycznych dla tych samych probleméw. Oto dwa bardzo
wazne pojecia, ktore formalizuja obserwacje na temat tego rozréznienia.

DEFINICJA 7.3 Klasa jezykow P zdefiniowana jest jako

P = | JDTIME(n*).
keN

Podobnie okreslamy
NP = | JNTIME(n*).
keN

P czesto okresla sie mianem klasy problemow (jezykow) rozwiazalnych (ang. trac-
table). Znane sa bowiem dla nich deterministyczne algorytmy o wielomianowej zto-
zonosci, ktore w praktyce sa w stanie produkowa¢ rozwiazania nawet dla danych
znacznych rozmiaréw. Nie do konica poprawne jest z kolei automatyczne utozsamia-
nie probleméw w klasie NP z tymi, dla ktorych istnieja algorytmy o niewielomianowe;j
ztozonosci. Scisle rzecz biorac NP to klasa problemow, dla ktérych znane sa wielo-
mianowe algorytmy niedeterministyczne. Problem, dla ktérego znamy wyktadnicze
rozwigzanie deterministyczne wcale nie musi by¢ rozwiazalny w czasie wielomiano-
wym na maszynie niedeterministycznej. Mowiac potocznie, dla zagadniern typu NP
mozna szybko (w czasie wielomianowym) sprawdzi¢ poprawnos¢ lub niepoprawnoscé
przypadkowo wybranego, domniemanego rozwigzania. W odniesieniu do problemu
spelnialnosci, Przyktad 7.1, fakt, ze SAT € NP oznacza dokladnie tyle, ze wy-
bierajac przypadkowe podstawienie 0,1 za zmienne z; jesteSmy w stanie obliczy¢
O(xq,...,x,) W czasie wielomianowym i zweryfikowaé¢ tym samym czy podstawienie
rozwigzuje problem spetnialnosci. Zwroé¢my przy tym uwage, ze nie stwierdziliSmy
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dotad, iz nie istnieje wielomianowy algorytm deterministyczny rozstrzygajacy pro-
blem SAT, powiedzieliSmy jedynie, ze takiego dzi$ nie znamy.

Problemy w klasie NP w jezyku angielskim okreslane sg mianem intractable. Bez-
refleksyjna proba przettumaczenia tego stowa na jezyk polski jako “nierozwigzalne”
nie jest zbyt szczesliwa, nalezaloby uzy¢ raczej stowa “oporne”. Wszak znamy dla nich
deterministyczne metody rozwigzania, na ogot o wyktadniczej ztozonosci, polegaja-
ce na symulacji przegladu z powrotami drzewa niedeterministycznych wyprowadzeri.
Sa to jednak metody niepraktyczne, poniewaz, jak stwierdziliSmy, wykraczaja poza
ludzka skale czasowa, nawet dla danych zupelnie skromnego rozmiaru.

W podobny sposéb definiuje sie takze kilka innych klas ztozonosci obliczeniowe;.
I tak np.

DLOG = DSPACE(log,n)
PSPACE = | | DSPACE(n")

keN
EXPTIME = | JDTIME(2")
keN
EXPSPACE = | JDSPACE(2")
keN

oraz ich niedeterministyczne odpowiedniki NLOG, NPSPACE, NEXPTIME i NE-
XPSPACE. Dla tych klas znane sa nastepujace inkluzje:

DLOG C NLOG C P C NP C PSPACE = NPSPACE
C EXPTIME C NEXPTIME C EXPSPACE.

Warto zauwazy¢, ze klasyfikacja powyzsza nie ma zbyt wiele wspolnego z hierar-
chiag Chomsky’ego. Pewne relacje sa oczywiste, np. L3 C DSPACE(0) (bez uzycia
pamieci roboczej), a wiec takze L3 C DLOG. Jezyki bezkontekstowe leza w klasie
DTIME(n?), a deterministyczne nawet w DTIME(n), a wiec £, C P. Jezyki bezkon-
tekstowe sg rozpoznawane przez niedeterministyczne automaty liniowo ograniczone,
a wiec L1 = NSPACE(n). Natomiast jak pokazuje Twierdzenie 7.1 istnieja jezyki
rekursywne poza wszystkimi powyzszymi klasami.

Rownoscé klas PSPACE = NPSPACE jest konsekwencja twierdzenia W. Savitcha
7 1970 roku, [10], ktore mowi, ze koszty pamieciowe symulacji maszyny niedetermi-
nistycznej przez deterministyczna rosng co najwyzej kwadratowo,

NSPACE(f(n)) € DSPACE((f(n))?).

Inng jego konsekwencja jest rownos¢ EXPSPACE —NEXPSPACE Relacja ta przy-
pomina oszacowanie wzrostu ztozonosci czasowej przy symulacji maszyny wielota-
Smowej przez jednotasmowa, p. Lemat 7.1. Zauwazmy przy tym, ze analogiczne
oszacowanie wzrostu ztozonosci czasowej przy przejsciu od niedeterminizmu do de-
terminizmu jest zgodnie z Lematem 6.1 o wiele bardziej pesymistyczne,

NTIME(f(n)) € DTIME(K/™),

a wiec w rezultacie mamy jedynie inkluzje NP C EXPTIME.
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Jak stwierdziliémy na poczatku tego podrozdziatu, najistotniejsze z punktu wi-
dzenia praktyki programistycznej jest rozréznienie miedzy klasami P i NP. Udo-
wodnienie, ze konkretny problem (jezyk) nalezy do klasy P polega na wskazaniu
rozwiazujacego go algorytmu o co najwyzej wielomianowej ztozonoéci czasowej. Nie
zawsze jest to zadanie proste. Np. klasyczne zagadnienie programowania liniowego,
bardzo waznej techniki optymalizacyjnej wykorzystywanej w réznych zastosowaniach
matematyki, czekalo na swoje rozwigzanie o wielomianowej ztozonosci przez niemal
40 lat. Jednak o wiele bardziej skomplikowanym zadaniem jest wskazanie realistycz-
nego dolnego ograniczenia na liczbe operacji niezbedna do rozwiazania pewnej klasy
zadan. Przyktad problemu spetnialnosci formut logicznych jest w tym kontekscie
bardzo typowy. Najprostszy — i jak dotad jedyny jaki znamy — deterministycz-
ny algorytm rozstrzygajacy SAT wykonuje O(2") sprawdzen. Nie wiemy czy rze-
czywiscie 2" jest dolnym oszacowaniem liczby krokéw niezbednych do rozwigzania
problemu SAT w kazdym przypadku. Gdyby tak byto, poszukiwanie lepszej, wielo-
mianowej metody bytoby bezcelowe. Poniewaz jednak dolne oszacowania ztozonosci
czasowe] jakimi dysponujemy dla wiekszosci probleméw sa w najlepszym wypad-
ku kwadratowe wzgledem rozmiaru danych, nie mozna na ich podstawie wykluczyé
istnienia bardziej wydajnych metod dla probleméw takich jak SAT. Dotykamy tu
najistotniejszego, nierozwigzanego zagadnienia w teorii ztozonosci obliczeniowe;j:

PROBLEM: Rozstrzygnagé czy P = NP, czytez P G NP.

Mowiac bardziej opisowo, problem sprowadza sie do odpowiedzi na pytanie: czy to,
ze dla pewnego zadania znamy prosta metode weryfikacji przypadkowo wybranego,
domniemanego rozwigzania, gwarantuje istnienie takze prostej, ale systematycznej
metody poszukiwania rozwigzan?

Problem ten pojawil sie historycznie po raz pierwszy w korespondencji Kurta
Godla z Johnem von Neumannem w 1956 roku. Precyzyjne sformutowanie i pierwsza
proba jego systematycznej analizy pochodza z pionierskiej i do dzi§ uwazanej za
przelomowa pracy Stephena Cooka [2]. Oméwimy pokrotee idee tam zarysowane.

DEFINICJA 7.4 Mowimy, ze jezyk Ly C A* jest wielomianowo redukowalny do jezy-
ka Lo C B*, co symbolicznie zapisujemy jako L1 < Lo, jesli istnieje maszyna Turinga
T o wielomianowej ztozonosci czasowej, ktora dla dowolnych danych o € A* tworzy
na tasmie stowo B € B*, w taki sposob, ze a € Ly < [ € Ls.

Jezyki Ly 1 Ly sq wielomianowo rownowazne, gdy zachodzi zaréwno Ly < Ly jak
1 LQ X Ll.

Sens pojecia wielomianowej redukowalnosci jest nastepujacy: jesli dysponujemy ma-
szyna Turinga M rozpoznajaca jezyk Lo i potrafimy zredukowaé wielomianowo L4
do Ly, mozemy wykorzysta¢ M do rozstrzygania czy o € Ly, uzywajac najpierw 1T’
do przettumaczenia stowa a na (3, a nastepnie uruchomienia M na . Wiemy wszak,
ze « € Ly & B € Ly. Skoro tlumaczenie a na [ jest procesem o wielomianowe;j
ztozonosci, nie podnosi ono zasadniczo kosztow obliczeniowych dla problemu o € L,
w stosunku do 8 € Ly. W szczeg6lnodci jesli Ly, € P, wowcezas takze Ly € P.

W bardziej praktycznym wymiarze powiemy, ze jesli dysponujemy algorytmem
rozwiazujacym zadanie () i potrafimy bez nadmiernego naktadu pracy przetworzy¢
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dane dla problemu P na serie danych dla problemu (), mozemy wykorzysta¢ algo-
rytm dla @), by¢ moze w wielokrotnej iteracji, do rozwigzania P. Zlozono$¢ takiego
rozwigzania jest wowczas niemal taka sama jak zlozonosé algorytmu (). Redukcja
P o« @ oznacza, 7ze naklad pracy przy konwersji danych (w tym dopuszczalne ich
wydtuzenie) jest co najwyzej wielomianowy, a wiec ze procedura dla @ jest wyko-
nywana co najwyzej wielomianows liczbe razy.

Pomyst Cooka byl nastepujacy: jesli zdotamy pogrupowaé znane problemy obli-
czeniowe w klasy zagadnien wielomianowo rownowaznych, tatwiej bedzie zorientowaé
sie w podobieristwach i roznicach miedzy nimi co do stopnia ich trudnosci oblicze-
niowej. Z jednej strony znajomosé¢ wielomianowego w czasie rozwiazania dla cho¢by
jednego czlonka takie grupy oznacza, ze wszystkie problemy w niej zawarte naleza
do klasy P. Z drugiej strony brak znanych wielomianowych procedur dla wszystkich
problemow w pewnej licznej ich klasie uprawdopodobnialby teze, ze sa to zagadnie-
nia o znacznej inherentnej trudnosci, lezace poza klasg P.

Oto kolejna definicja Cooka, idaca o krok dalej.

DEFINICJA 7.5 Jezyk L € NP, do ktorego wielomianowo redukujg sie wszystkie
inne jezykt w klasie NP nazywamy NP-zupetnym.

Oczywiste jest w tym miejscu pytanie: czy ta definicja w ogble ma sens? Czy istnieje
choé¢ jeden jezyk o tak silnej wltasnosci? Dowdd istnienia NP-zupelnego jezyka jest
gltownym wynikiem w pracy Cooka.

TWIERDZENIE 7.2 (Cook, 1971) Problem SAT jest NP-zupetny.

Dowo6d tego twierdzenia jest raczej ztozony technicznie, jednak jego idea jest stosun-
kowo prosta: istnieje konstruktywny sposéb zakodowania opisu dowolnej maszyny
Turinga M rozpoznajacej jezyk klasy NP w postaci pewnej funkcji logicznej ®,, i
danych z; dla niej tak, ze o € L(M) dokladnie wtedy, gdy ®y/(z1,...z,) = 1. Cook
wskazal taka metode kodowania, pokazujac jednoczesnie, ze niezbedny naktad pracy
jest wielomianowy.

Zagadnienia NP-zupelne uwaza¢ mozna za najtrudniejsze w klasie NP. Jesli bo-
wiem udatoby sie nam zaprojektowaé algorytm o wielomianowej ztozonosci czasowe;j
dla pewnego NP-zupelnego zadania (), oznaczatoby to, ze P = NP, poniewaz kaz-
dy inny problem, za posrednictwem wielomianowej redukcji, datoby sie rozwigzaé
algorytmem dla Q).

Majac juz jeden problem (jezyk) NP-zupelny, duzo latwiej jest wskazac¢ nastep-
ne. Jesli bowiem P jest NP-zupelny oraz P o« ) dla pewnego problemu ) € NP,
wowczas () takze jest NP-zupelny, poniewaz, jak tatwo zauwazyé, relacja oc jest
przechodnia w NP. W ten sposoéb w ciggu kilkudziesieciu lat odkryto ponad tysiac
probleméw NP-zupetnych, w tym wiele zagadnienn arytmetycznych, kombinatorycz-
nych, dotyczacych graféw, optymalizacyjnych itp.

Zwr6oémy uwage, ze definicja NP-zupelnosci wymaga, aby problem sam byt kla-
sy NP. Istnieje inne, ogoélniejsze pojecie zagadnienia NP-trudnego. Jest to problem
niekoniecznie klasy NP, a wiec na ogol wymagajacy istotnie wiekszych naktadow
obliczeniowych niz NPTIME, do ktorego mozna wielomianowo zredukowac¢ wszyst-
kie zagadnienia w NP. Relacje miedzy klasami P, NP oraz NP-zupeloscia i NP-
trudno$cig ilustruje Rys. 7.1.
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NPh NPh

a) b)

Rys. 7.1: Relacje miedzy klasami P i NP oraz kategoriami probleméw NP-zupetnych
(NPc) i NP-trudnych (NPh), a) przy zatozeniu, ze P G NP oraz b) jesli P = NP.

Jako przyktad dowodu NP-zupelnosci pokazemy jak problem SAT moze by¢
zredukowany do tzw. problemu kliki w grafie.

PRZYKLAD 7.2 W pierwszym kroku pokazemy jak zredukowaé¢ problem SAT do
prostszego problemu 3SAT, w ktérym funkcja ® ma specjalng posta¢, mianowicie
kazdy jej czynnik koniunkcyjny zawiera dokladnie 3 zmienne, a wiec np.

(I)(ZL'l,l‘Q, xs3, IL‘4) = (IL‘l V Ty V i‘g) VAN (1‘2 V T3 V IZ‘4)

Okazuje sie, ze kazda funkcje logiczna mozna przeksztalci¢ do takiej postaci wielo-
mianowym wzgledem liczby zmiennych naktadem pracy. Oto algorytm dla funkcji
w normalnej postaci koniunkcyjne;j.

1. Czynniki z 1 lub dwoma zmiennymi rozszerzamy przez powtorzenie zmiennych,

np.
1V Xo — 1V VIy.

2. Czynniki o 3 zmiennych pozostawiamy bez zmian.

3. Czynniki o 4 lub wiecej zmiennych rozpisujemy na koniunkcje wiekszej licz-
by czynnikéw o 3 zmiennych z wykorzystaniem tzw. dodatkowych zmiennych
tacznikowych. Np.

1 VIV Vay — (l’lvaVZ)A(E\/ZL’g\/Izl).

Rownowaznosé logiczna obydwu reprezentacji jest tatwa do wykazania. Jesli
oryginalna formuta jest niespelniona, oznacza to, ze wszystkie x; = 0. Wowczas
— przez obecnos¢ zmiennej z i jej negacji z — jeden z czynnikéw po prawej
stronie musi by¢ niespelniony. Odwrotnie, jesli wyrazenie po prawej stronie
jest spetnione, obydwa czynniki koniunkcji musza by¢ rowne 1, a to oznacza,
ze jesli z = 0, z; lub x5 musi by¢ rowne 1. Jesli zag z = 1, wowczas jedna ze
zmiennych x; w drugim nawiasie musi by¢ rowna 1. Zatem wyrazenie po lewe]
tez bedzie spetnione.
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Rys. 7.2: Graf dla formuly ® danej w rownaniu (7.1). Wierzcholek oznaczony sym-
bolem 1 odpowiada zmiennej z;, symbolem 2 — zmiennej 7, itd. Dla czytelnoci
rysunku pomineliSmy niektére krawedzie.

Dla wiekszej liczby zmiennych mamy systematycznie

Ty VaaV. ..V, — (@ VaaVa)A(Z1VasVe)A(ZaVaegVe) ...
A(Zm—s V Tymo1 V Tp)

Podobnie jak wyzej, zachodzi réwnowaznos$é logiczna obu postaci.

Jesli wiec funkcja @ od n zmiennych w normalnej postaci koniunkcyjnej sktada
sie z k czynnikoéw, a niektore z nich grupuja maksymalnie m zmiennych, kazdy z
nich rozpisany bedzie na m — 2 nowe czynniki o 3 zmiennych. Nowa formuta &3,
zalezna od co najwyzej n+ k(m —3) zmiennych, liczy¢ bedzie maksymalnie k(m —2)
czynniki, a zatem nasza transformacja jest wielomianowa. Problem 3SAT, tak samo
jak standardowy SAT, nalezy oczywiscie do klasy NTIME(n), jest wiec problemem
w NP, a w $wietle przeprowadzonej redukcji jest takze problemem NP-zupelnym.

Dalej pokazemy jak zastapi¢ badanie 3SAT rozwiazaniem pewnego problemu z
teorii grafow. Problem istnienia kliki rzedu k£ w danym grafie to pytanie, czy zawiera
on jako swoj podgraf petny graf stopnia k. Graf pelny to graf, w ktérym wszystkie
pary wierzchotkéw sa poltaczone. Nazwa pochodzi stad, ze jesli interpretujemy graf
jako reprezentacje relacji towarzyskich w obrebie pewnej liczby os6b, kilka bedzie
grupa, w ktorej kazdy zna kazdego.

Jesli @ jest formula w koniunkcyjnej postaci z czynnikami o 3 zmiennych, sto-
warzyszymy z nig graf w nastepujacy sposob. Z kazdym czynnikiem zwigzana jest
grupa 3 wierzchotkow grafu, etykietowanych nazwami wystepujacych tam zmiennych
7 ewentualna negacja, p. Rys. 7.2 odpowiadajacy przyktadowej formule

O = (z1 Vo VIT3) A(xy VZVIZ3) A(T1Va2VI3) A(ZTy VI Vas). (7.1)

Kolejne czynniki reprezentowane sa na rysunku tréjkami wierzchotkéow, od gory
zgodnie 7z ruchem wskazowek zegara. Nastepnie rysujemy potaczenia wierzchotkdow
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miedzy grupami. Potaczenie dwoch wierzchotkow oznacza, ze obydwie zmienne ni-
mi reprezentowane moga jednoczesnie przyjmowaé wartos¢ 1. I tak np. wierzchotek
2 pierwszej grupy laczy sie z wierzchotkami 1 i 3 drugiej grupy, lecz nie z 2. Dla
lepszej czytelnodci rysunek nie pokazuje wszystkich krawedzi. Kazda klika stopnia
4 odpowiada przypisaniu odpowiednim zmiennym wartoéci 1 w taki sposob, ze
jest spelniona. Na naszym rysunku wybraliémy klike odpowiadajaca przypisaniu
r1 = Ty = T3 = 1. Poniewaz w grafie odpowiadajacym £ czynnikom formuty &
mamy 3k wierzchotkow, a liczba krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka nie
przekracza 3(k — 1), dlatego maksymalna liczba wszystkich krawedzi to 6k(k—1)/2,
a wiec konstrukcja grafu wymaga wielomianowego naktadu pracy wzgledem rozmia-
ru ®. Pozostaje jeszcze upewnié sie, ze problem kliki jest klasy NP. Tak jest w
istocie, gdyz automat, bazujac na niedeterministycznym wyborze k wierzchotkow w
grafie, moze w O(k?) krokach sprawdzié¢ czy kazde dwa sposrod nich taczy krawedz,
a wiec czy tworza one klike. Udowodniliémy tym samym, ze problem istnienia w
grafie kliki stopnia k jest NP-zupelny.

Jak wspomnieliSmy, opisano juz bardzo obszerny katalog probleméw NP-zupet-
nych. Dla zadnego z nich nie jest znana wielomianowa w czasie metoda rozwiazania.
Jest to mocna przestanka wspierajaca hipoteze, ze P £ NP. Tym samym znaczna
czesé teoretycznie rozwigzalnych zadan prawdopodobnie pozostanie na zawsze poza
zasiegiem mocy obliczeniowej komputeréw. W4érod nich znajduje sie wiele zagadnien
optymalizacyjnych posiadajacych istotne praktyczne zastosowania, np. tzw. problem
komiwojazera, lub problem minimalizacji liczby przecie¢ krawedzi grafu w jego re-
prezentacji na ptaszczyznie. To ostatnie zagadnienie jest wykorzystywane m.in. w
projektowaniu odpornych na indukcyjne zaklocenia siatek polaczen we wspotcze-
snych mikroprocesorach.

Warto w tym miejscu wspomniec¢ o innym, w wielu wypadkach skutecznym podej-
Sciu do problemo6w opornych obliczeniowo. Jesli np. liczba krawedzi grafu przekracza
pewng krytyczna wartos$¢, szanse na to, ze istnieje w nim klika okreslonego rzedu
znacznie rosna. Poza tym takich klik moze by¢ wiele. Tak wiec jesli mamy powody
przypuszczac, ze liczba mozliwych rozwigzan jest zauwazalnie duza, mozemy zdaé
sie na przypadek i wygenerowa¢ losowo potencjalne rozwigzanie. Kluczowy w tym
momencie jest fakt, ze poruszamy sie w klasie NP, a to oznacza, ze weryfikacja
poprawnosci odgadnietego rozwigzania nie jest obliczeniowo kosztowna i nie trzeba
sie nig martwi¢ nawet przy wielokrotnym powtarzaniu losowania. Jesli bowiem po-
wtorzymy taki proces dostatecznie wiele razy, woéwczas prawdopodobienistwo choé
jednego trafnego wyboru wydatnie wzrosnie. Jest przy tym istotne, aby wymaga-
na liczba losowych prob gwarantujaca znaczna szanse powodzenia byla niewielka
w poréwnaniu z wyktadnicza liczba krokéw w systematycznym, deterministycznym
przegladzie przestrzeni mozliwych rozwigzan. Np. jesli pewna formuta logiczna by-
laby spelniona przez okoto 1% ze wszystkich 2™ zero-jedynkowych podstawieri, wow-
czas prawdopodobienstwo, ze zadne ze 100 niezaleznie wylosowanych podstawien nie
spetnia tej formuly wynositoby okoto 0.37. Gdyby za$ liczbe losowan powiekszy¢ do
500, to samo prawdopodobienstwo spadtoby ponizej 0.01.

Idac tym tropem, zdefiniowano tzw. probabilistyczne maszyny Turinga, ktore
pelnia role modeli reprezentujacych klase algorytméw losowych, w tym powszech-
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nie znanych metod obliczeniowych Monte Carlo. Sa to niedeterministyczne maszy-
ny Turinga, w definicji ktorych z relacja przejscia zwiazany jest pewien rozklad
prawdopodobienstwa. Maszyna wybiera wiec kolejne ruchy losowo, zgodnie z tym
rozktadem. Ponadto element losowo$ci zawarty jest takze w procesie akceptacji da-
nych wejSciowych: maszyna moze bowiem z pewnym prawdopodobieristwem podaé
btedna odpowiedZ na pytanie czy o € L. Istnieje wiele modeli probabilistycznych
maszyn Turinga, r6znigcych sie miedzy innymi szczegotami sposobu akceptacji stow.
Dla kazdego z tych modeli zdefiniowa¢ mozna szereg klas zlozonosci obliczeniowe;j.
Jedna 7 takich klas, dobrze oddajaca podbudowane praktyka intuicje co do obli-
czeniowej skutecznosci wielu metod losowych, jest tzw. klasa BPP (bounded error
probabilistic polynomial time). Jest to odpowiednik klasy P dla maszyn probabi-
listycznych, w dzialaniu ktorych prawdopodobienistwo podania blednej odpowiedzi
jest ograniczone, np. przez konwencje, ze bledne odrzucenie stowa o € L(M) (badz
raakceptowanie stowa spoza L(M)) zdarza sie rzadziej niz raz na 3 przypadki. Przy-
datno$¢ takiego modelu obliczenn polega na tym, ze jesli powtoérzymy niedoskonate
losowe obliczenia na tych samych danych niewielky liczbe razy, niemal na pewno po-
jawi sie wsrod nich poprawna odpowiedz, a te poprawnos$¢ mozemy przeciez tatwo
zweryfikowac.

Zdarzajg sie tez sytuacje, w ktorych znaczna ztozonosé czasowa problemu oblicze-
niowego traktowana jest jako jego zaleta. Waznym przyktadem jest kryptograficzne
wykorzystanie zagadnienia rozktadu liczby N na czynniki pierwsze. Nie jest zna-
na wielomianowa wzgledem liczby bitow n = [log, N| metoda faktoryzacji liczb, z
drugiej strony wiele wskazuje na to, ze nie jest to problem NP-zupelny. Znane sa

sub-wyktadnicze algorytmy faktoryzacji o ztozonosci 0(203\/ n log? ") Obliczeniowa
oporno$¢ tego zagadnienia jest wlasnie pozadanag cecha przy tworzeniu tzw. szy-
frow z publicznym kluczem (algorytm RSA) oraz w niektorych schematach podpisu
elektronicznego. Liczba N stanowi podstawe publicznego klucza szyfrujacego i jest
wybierana wsrod liczb postaci N = pq, gdzie p i ¢ sa duzymi, co najmniej kilkuset
bitowymi liczbami pierwszymi. Ujawniana jest sama liczba NV, natomiast jej czynniki
p i ¢, bez znajomosci ktorych niemozliwe jest deszyfrowanie wiadomosci, pozostaja
znane jedynie wlascicielowi klucza. Co prawda znajomo$¢ liczby N umozliwia kaz-
demu poznanie metody odczytu szyfrogramoéw przez rozktad N na czynniki p i q.
Jednak jest to zadanie praktycznie niewykonalne ze wzgledu na niewielomianowa
ztozono$¢ czasowy algorytmu faktoryzacji.

Z kolei kwantowy algorytm P. Shora [12] z 1997 roku dokonuje rozktadu liczby
N w wielomianowym czasie. Jego publikacja zapoczatkowala trwajaca do dzi§ wiel-
ka fale zainteresowania kwantows informatyka i badaniami nad mozliwoscia zbu-
dowania kwantowego komputera. Dato to takze asumpt do teoretycznych badan
nad ztozonos$cig obliczeniowa na bazie kwantowego modelu maszyny Turinga. Klasa
BQP (bounded error quantum polynomial time), do ktorej nalezy algorytm Shora,
jest odpowiednikiem wspomnianej wyzej klasy BPP dla klasycznego modelu proba-
bilistycznego. Poniewaz kwantowy komputer teoretycznie “moze” wiecej, zachodzi
inkluzja BPP C BQP, jednak nie wiadomo czy jest ona wtasciwa. Niewiele wiadomo
tez o wzajemnej relacji tych klas z NP.

Uporzadkujmy na koniec nasze rozwazania, zbierajac wszystkie relacje miedzy
omawianymi klasami ztozonoéci w formie diagramu, p. Rys. 7.3. Przez problemy
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PROBLEMY DECYZYINE }
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Rys. 7.3: Diagram klasyfikacji problemow decyzyjnych, na podstawie [15]. Czarnym
kolorem oznaczyliSmy dopelnienie klasy Ly, a wigc klase probleméw silnie nieroz-
strzygalnych. Strzaltki oznaczaja relacje wtasciwej inkluzji, natomiast linie bez grota
oznaczaja inkluzje, co do ktoérych nie wiadomo czy sa wlasciwe, czy tez sa réwno-
Sciami. Miedzy kategoriami sasiadujacymi w poziomie nie zachodza relacje inkluzji,
cho¢ ich przekroje sa na og6t niepuste.



179

decyzyjne rozumiemy wszelkie problemy obliczeniowe, ktore standardowo sprowa-
dzamy do uniwersalnej postaci pytania czy € L dla jezyka L odpowiedniej klasy.
Na diagramie klasy jezykow uporzadkowane sa w pionie malejaco, przy czym strzal-
ka oznacza inkluzje wtasciwa, np. Lrec & Lrp, natomiast linia bez grota oznacza
inkluzje, o ktorej jak dotad nie wiadomo czy jest wtasciwa, czy by¢ moze jest row-
noscig. Klas sasiadujacych w poziomie nie tacza relacje inkluzji, lecz ich przekroje
na ogot nie sg puste, tak jak np. dla Lpe; 1 L.

Najwyzsza w diagramie klasa odpowiada wszystkim mozliwym jezykom. Jak
wiemy, dla zdecydowanej wiekszosci z nich nie istnieja zZadne algorytmiczne metody
rozstrzygania czy o € L. Zgodnie z teza Churcha, Lg,, jest najwieksza klasa pro-
blemow posiadajacych algorytmiczne rozwiazania. Problemy w petni rozstrzygalne,
a wiec te, dla ktorych istnieja algorytmy skutecznie odpowiadajace na wszelkie py-
tania czy a € L, czy tez a ¢ L, tworza klase Lgec. Jezyki rekursywnie przeliczalne
okre$lane sa niekiedy jako stabo rozstrzygalne w odréznieniu do jezykéw w pelni
nierozstrzygalnych, lezacych w dopetnieniu Lg, (oznaczonym na naszym diagramie
kolorem czarnym). Gdy bowiem L € Lg,, wowczas pytania o to czy a € L, dla
tych «, ktore rzeczywiscie naleza do L, otrzymuja zawsze pozytywna odpowiedz,
poniewaz rozpoznajaca L maszyna Turinga osigga dla nich stan stopu. Jedynie w
wypadku pytania o nalezenie, postawionego dla « ¢ L, rozstrzygajacej odpowiedzi
nie otrzymamy. W szczeg6lnosci jezyk Lpyg, por. Definicja 6.8, jest wtasnie taki:
jesli kodowany przez stowo o problem Posta posiada rozwiazanie, mozna je algoryt-
micznie znalezé. W przeciwnym wypadku maszyna Turinga nie potrafi potwierdzi¢
braku rozwigzania.

7 kolei klasa jezykow rozstrzygalnych Lge. rozwarstwia sie na szereg podklas o
malejacej ztozonosci czasowej i pamieciowej. Wzajemne relacje miedzy tymi klasami
nie s do konca jasne, a nasz diagram ukazuje tylko niektére z nich.® Najbardziej
intrygujace sa niekompletnie jak dotad opisane inkluzje miedzy klasami P i NP,
P i BPP oraz BPP i BQP. Kazda z ewentualno$ci — réwno$¢ albo nieréwnosé —
pociaga za sobg daleko idace logiczne konsekwencje dla podstaw informatyki i wielu
dziedzin matematyki.

VII.4 Zadania do Rozdzialu VII

Zadanie 1

Opisaé zlozonosé metody wyszukiwania przez maszyne Turinga zapisanego na jednej
tasmie wzorca o € {a,b}* wsrod slow zapisanych na drugiej tasmie, B1#[o#5n,
rakladajac, 7e |o, |Bi] < mim < n.

Zadanie 2

Czy, a jedli tak, to jak zmieni sie ztozonos¢ wyszukiwania z poprzedniego zadania,
jesli zalozymy, ze stowa 3; sa uporzadkowane leksykograficznie?

3Strona internetowa https://complexityzoo.uwaterloo.ca/Complexity_Zoo gromadzi in-
formacje na temat réznych, czesto bardzo egzotycznych, klas zlozonosci obliczeniowej, definio-
wanych dla odmiennych modeli maszyny Turinga.



180 ROZDZIAL VII. ZEOZONOSC OBLICZENIOWA

Zadanie 3

Zadanie polega na sprawdzeniu czy w nieuporzadkowanym zbiorze liczb
B ={ny,ng,...,ny}

wystepuja a) duplikaty n; = n;, b) trojki n;, = n; = ng. Jaka jest zlozonosc
metody w obydwu przypadkach? Jak zmienig sie te ztozonosci, jesli algorytm moze
wykorzystac¢ uporzadkowanie zbioru?

Zadanie 4

Przedstawi¢ problem spelnialno$ci formut logicznych jako problem decyzyjny a €
Lsat dla stosownie zdefiniowanego jezyka.

Zadanie 5

Czy problem SAT posiada rozwiazanie dla formuty ®(xq, 29, 23) = (1 V I3 V 23) A
(k1 VaaVIs) AN(T1VaaVas) ATy VIaVis)?

Zadanie 6

Zaproponowa¢ dwutasmowa maszyne Turinga rozpoznajaca jezyk L = {ww : w €
{a,b}} w czasie liniowym wzgledem dtugosci w.

Zadanie 7

Pokaza¢, 7e jezyk L z poprzedniego zadania nalezy do klasy NTIME(n). Udowodnic¢,
ze jest on takze jezykiem klasy DTIME(n).

Zadanie 8

Czy jezyk L = {www : w € {a,b}} jest takze jezykiem klasy DTIME(n)?

Zadanie 9

Czy istnieja jezyki L € Lgree — NTIME(27) ?
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Wykaz symboli 1 oznaczen

W nawiasach kwadratowych podano nr strony, na ktorej znajduje si¢ okreslenie

symbolu.

<
P(A)
F(4)
A® B
AxB
la]r
Aoy B
FY(V)
Fod

Ly/Ly, Li\Ls
drL

3
<_
@, L

h*(L)

X" (L)

YN
o =qg ﬁ
a=5p

L(G)

relacja inkluzji [8]

zbior potegowy zbioru A [8]

rodzina skoniczonych podzbiorow A [§]

roznica symetryczna zbioréw [9]

iloczyn kartezjanski zbiorow [10]

klasa abstrakcji relacji rownowaznosci R [11]
czesciowe odwzorowanie z A do B [12]
przeciwobraz V przez odwzorowanie F' [12]
zlozenie odwzorowarn [12]

m jest podzielnikiem n

symbol asymptotyczny Bachmanna-Landaua [20]
domkniecie konkatenacyjne A, zbior napisow nad A [27]
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