. Podaj gramatyke bezkontekstowa dla jezyka
L = {ad’d’: p+q=r+s, pqr,s>0}.

WSKAZOWKA: zadanie rozbij na 2 przypadki: p<sczylis=p+k i p>sczylip=s+k.

. Przeksztal¢ gramatyke do postaci normalnej Chomsky’ego

S — P|lQ X — aXb|A
P — aPc|X Y — bYc|A
Q — XY

Jest to nb. gramatyka opisujaca jezyk z jednego z zadan domowych, L = {akbmc‘k*m| : k,m >0}.

. Pokaz, ze L ={aPb?%c? : p,q > 0} nie jest jezykiem bezkontekstowym.

. Czy jezyk L = {w € {a,b,c}* : |w| = 3|w|a} jest regularny, liniowy, bezkontekstowy nieliniowy, czy tez nie
jest nawet bezkontekstowy? Odpowiedz uzasadnij przez zastosowanie odpowiedniego lematu o pompowaniu lub przez
podanie gramatyki wlasciwej klasy.

. Podaj gramatyke kontekstowa lub graf maszyny Turinga dla jezyka L = {w € {a,b,c}* : |w]s = |w]p = |w|c}-



Rozwigzania

. Jeslip <s,tos=p+ k dla k > 0. Wtedy zgodnie z warunkiem p+qg=r+s=r+p+ k mamy ¢ = k + r. Stowa L
maja wiec posta¢ w = aPb*t7¢"dFP. Wyprowadzimy je stosujac kolejno produkcje

e S — aSd do wygenerowania p liter a i d, a nastepnie S — X by bezpowrotnie przej$¢ do dlaszej czesci wyprowadzenia
o X — bXd do utworzenia k liter b i d, po czym X — Z, by przej$¢ do gererowania r liter b i ¢
o 7 — bZc| A uzyta r razy kornczy wyprowadzenie stowa w

Z drugiej strony, jesli p > s, napiszemy p = s+ k i podobna droga otrzymamy p+q = s+k+q=r+s, awiecr = qg+k.
Budowa produkcji wyprowadzajacych stowa w = a*¥b9c9t%d* jest analogiczna i wykorzystuje nowy nieterminal Y by
nie pomiesza¢ dwbch czesci gramatyki. Ostatecznie

S = aSd|X|Y, X - bXd|Z, Y = aYe|Z, Z — bZc|.

. Wszystkie symbole nieterminalne gramatyki moga wyprowadzi¢ napis pusty. Stad A-wolna posta¢ gramatyki to

S = P|Q|X X — aXb|adb
P — aPclaclX Y — bYc|be
Q — XY|X|Y

Eliminacja produkcji jednostkowych prowadzi z kolei do gramatyki

S = aPclac|aXblab| XY |bYc|be| A X — aXb|ab
P — aPclaclaXb|ab Y — bYelbe
Q — XY |aXblab|bYc|be

Na koniec dodajemy produkcje A — a, B — b i C — ¢ by zastapi¢ a,b,c przez A, B,C i przeksztalcamy 3-literowe
prawe strony produkcji do dwuliterowych w standardowy sposob.

. Zalozmy, ze L jest bezkontekstowy i niech m bedzie stala z lematu o pompowaniu. Wezmy stowo w = amb™ em. Jesli
w podziale w = afyde obydwa fragmenty podlegajace pompowaniu S i d zbudowane sa wytacznie z a, b lub c,
pompowanie w oczywisty sposob naruszy relacje miedzy liczbg liter b oraz a i c. Jedynie przypadki f=a" i § =b°
oraz symetrycznie S =5° i 6 =¢", r,s > 0, moglyby prowadzi¢ do pompowania zachowujacego strukture stow
jezyka. Musi przy tym zachodzi¢ r+ s < m. W pierwszym przypadku pompowanie produkuje stowa
W = am+krbm2+kscm , k= 17 27

dla ktérych powinna byé¢ spetniona relacja m? + ks = (m + kr)m jedli wy mialyby naleze¢ do L. To jest jednak
mozliwe jedynie gdy s = rm, co w polaczeniu z s < m — r prowadzi natychmiast do sprzecznosci rm < m —r, czyli
r(m 4 1) < m. Drugi przypadek jest analogiczny.

m m m
aaa | bbb cce
o By o €
o By o €
<m

. Jezyk L nie jest liniowy (wiec tym bardziej nie jest regularny). Wezmy np. stowo w = a™b*"c?™a™ € L, gdzie m jest
stata, o ktoérej mowa w lemacie o pompowaniu dla jezykéw liniowych. Dzielac w na cze$ci mamy w = «afvdn, przy
czym |afBdn| < m, a wiec czesci podlegajace pompowaniu S i § musza sktadaé sie wylacznie z liter a. Stad pompowanie
produkuje stowa w’ spoza jezyka L, dla ktorych |w'| < 3|w’|,. L jest jednak nieliniowym jezykiem bezkontekstowym,
generowanym przykladowo przez gramatyke:

S — SaSXSXS|SXSaSXS|SXSXSaS|A, X —blc.

Warunek |w| = 3|w|, jest rownowazny 2|w|, = |w|p + |wle, stad powyzsza postaé¢ gramatyki.



5. Gramatyka G(L) zawiera nastepujace produkcje (nieskracajace, jest wiec kontekstowa):

S = ABCS|A

AB — BA AC — CA BC — CB
BA — AB cCA — AC CB — BC
A = a B — b C —= c

S generuje napisy ABCABC' ... ABC, pozostalte produkcje pozwalaja dowolnie zmieni¢ kolejnosé A, B i C', by w koncu
zastapi¢ je terminalami a, b, c.

Maszyna Turinga akceptujaca L przeglada tasme od lewej do prawej eliminujac na niej litery terminalne trojkami, po
jednym a,b i ¢, zastepujac je symbolami X. Po eliminacji trojki liter, przesuwa glowice w lewo do poczatku tasmy i
powtarza cykl. Jesli na tasmie znajduja sie juz tylko symbole X, przechodzi do stanu akceptujacego, natomiast jesli
wcigz pozostaja symbole terminalne "nie do pary", maszyna zatrzyma sie w jednym ze swoich standéw nieakceptujacych.

UWAGA: L nie jest jezykiem bezkontekstowym. Gdyby byt, jego przekrdj z jezykiem regularnym L(a*b*c*) musiatby
takze byé¢ bezkontekstowy, a oczywiscie nie jest.



