
1. Podaj gramatyk¦ bezkontekstow¡ dla j¦zyka

L = { apbqcrds : p+ q = r + s , p, q, r, s ≥ 0 } .

Wskazówka: zadanie rozbij na 2 przypadki: p ≤ s czyli s = p+ k i p > s czyli p = s+ k.

2. Przeksztaª¢ gramatyk¦ do postaci normalnej Chomsky'ego

S → P |Q X → aXb | λ
P → aPc |X Y → bY c | λ
Q → XY

Jest to nb. gramatyka opisuj¡ca j¦zyk z jednego z zada« domowych, L = {akbmc|k−m| : k,m ≥ 0}.

3. Poka», »e L = {apbpqcq : p, q > 0} nie jest j¦zykiem bezkontekstowym.

4. Czy j¦zyk L =
{
ω ∈ {a, b, c}∗ : |ω| = 3|ω|a

}
jest regularny, liniowy, bezkontekstowy nieliniowy, czy te» nie

jest nawet bezkontekstowy? Odpowied¹ uzasadnij przez zastosowanie odpowiedniego lematu o pompowaniu lub przez
podanie gramatyki wªa±ciwej klasy.

5. Podaj gramatyk¦ kontekstow¡ lub graf maszyny Turinga dla j¦zyka L = {ω ∈ {a, b, c}∗ : |ω|a = |ω|b = |ω|c}.



Rozwi¡zania

1. Je±li p ≤ s, to s = p + k dla k ≥ 0. Wtedy zgodnie z warunkiem p + q = r + s = r + p + k mamy q = k + r. Sªowa L
maj¡ wi¦c posta¢ ω = apbk+rcrdk+p. Wyprowadzimy je stosuj¡c kolejno produkcje

• S → aSd do wygenerowania p liter a i d, a nast¦pnie S → X by bezpowrotnie przej±¢ do dlaszej cz¦±ci wyprowadzenia

• X → bXd do utworzenia k liter b i d, po czym X → Z, by przej±¢ do gererowania r liter b i c

• Z → bZc |λ u»yta r razy ko«czy wyprowadzenie sªowa ω

Z drugiej strony, je±li p > s, napiszemy p = s+k i podobn¡ drog¡ otrzymamy p+q = s+k+q = r+s, a wi¦c r = q+k.
Budowa produkcji wyprowadzaj¡cych sªowa ω = as+kbqcq+kds jest analogiczna i wykorzystuje nowy nieterminal Y by
nie pomiesza¢ dwóch cz¦±ci gramatyki. Ostatecznie

S → aSd |X |Y , X → bXd |Z , Y → aY c |Z , Z → bZc |λ .

2. Wszystkie symbole nieterminalne gramatyki mog¡ wyprowadzi¢ napis pusty. St¡d λ-wolna posta¢ gramatyki to

S → P |Q | λ X → aXb | ab
P → aPc | ac |X Y → bY c | bc
Q → XY |X | Y

Eliminacja produkcji jednostkowych prowadzi z kolei do gramatyki

S → aPc | ac | aXb | ab |XY | bY c | bc |λ X → aXb | ab
P → aPc | ac | aXb | ab Y → bY c | bc
Q → XY | aXb | ab | bY c | bc

Na koniec dodajemy produkcje A → a, B → b i C → c by zast¡pi¢ a, b, c przez A,B,C i przeksztaªcamy 3-literowe
prawe strony produkcji do dwuliterowych w standardowy sposób.

3. Zaªó»my, »e L jest bezkontekstowy i niech m b¦dzie staª¡ z lematu o pompowaniu. We¹my sªowo ω = ambm
2

cm. Je±li
w podziale ω = αβγδε obydwa fragmenty podlegaj¡ce pompowaniu β i δ zbudowane s¡ wyª¡cznie z a, b lub c,
pompowanie w oczywisty sposób naruszy relacj¦ mi¦dzy liczb¡ liter b oraz a i c. Jedynie przypadki β = ar i δ = bs

oraz symetrycznie β = bs i δ = cr, r, s > 0, mogªyby prowadzi¢ do pompowania zachowuj¡cego struktur¦ sªów
j¦zyka. Musi przy tym zachodzi¢ r + s ≤ m. W pierwszym przypadku pompowanie produkuje sªowa

ωk = am+krbm
2+kscm , k = 1, 2, . . .

dla których powinna by¢ speªniona relacja m2 + ks = (m + kr)m je±li ωk miaªyby nale»e¢ do L. To jest jednak
mo»liwe jedynie gdy s = rm, co w poª¡czeniu z s ≤ m− r prowadzi natychmiast do sprzeczno±ci rm ≤ m− r, czyli
r(m+ 1) ≤ m. Drugi przypadek jest analogiczny.

4. J¦zyk L nie jest liniowy (wi¦c tym bardziej nie jest regularny). We¹my np. sªowo ω = amb2mc2mam ∈ L, gdzie m jest
staª¡, o której mowa w lemacie o pompowaniu dla j¦zyków liniowych. Dziel¡c ω na cz¦±ci mamy ω = αβγδη, przy
czym |αβδη| ≤ m, a wi¦c cz¦±ci podlegaj¡ce pompowaniu β i δ musz¡ skªada¢ si¦ wyª¡cznie z liter a. St¡d pompowanie
produkuje sªowa ω′ spoza j¦zyka L, dla których |ω′| < 3|ω′|a. L jest jednak nieliniowym j¦zykiem bezkontekstowym,
generowanym przykªadowo przez gramatyk¦:

S → SaSXSXS |SXSaSXS |SXSXSaS |λ , X → b | c .

Warunek |ω| = 3|ω|a jest równowa»ny 2|ω|a = |ω|b + |ω|c, st¡d powy»sza posta¢ gramatyki.



5. Gramatyka G(L) zawiera nast¦puj¡ce produkcje (nieskracaj¡ce, jest wi¦c kontekstowa):

S → ABCS |λ
AB → BA AC → CA BC → CB
BA → AB CA → AC CB → BC
A → a B → b C → c

S generuje napisy ABCABC . . . ABC, pozostaªe produkcje pozwalaj¡ dowolnie zmieni¢ kolejno±¢ A,B i C, by w ko«cu
zast¡pi¢ je terminalami a, b, c.

Maszyna Turinga akceptuj¡ca L przegl¡da ta±m¦ od lewej do prawej eliminuj¡c na niej litery terminalne trójkami, po
jednym a, b i c, zast¦puj¡c je symbolami X. Po eliminacji trójki liter, przesuwa gªowic¦ w lewo do pocz¡tku ta±my i
powtarza cykl. Je±li na ta±mie znajduj¡ si¦ ju» tylko symbole X, przechodzi do stanu akceptuj¡cego, natomiast je±li
wci¡» pozostaj¡ symbole terminalne "nie do pary", maszyna zatrzyma si¦ w jednym ze swoich stanów nieakceptuj¡cych.

Uwaga: L nie jest j¦zykiem bezkontekstowym. Gdyby byª, jego przekrój z j¦zykiem regularnym L(a∗b∗c∗) musiaªby
tak»e by¢ bezkontekstowy, a oczywi±cie nie jest.


