
Algorytmy i struktury danych 2025/26 � kolokwium II

1. Wykonuj¡c minimaln¡ liczb¦ zamian mi¦dzy elementami tablicy A[k] ↔ A[j] nale»y utworzy¢ z niej kopiec:

15 10 8 20 12 17 5 4 18 11 7 3 14 13 9 16 6 2 19 8 15 5

Mo»na posªu»y¢ si¦ reprezentacj¡ kopca w postaci drzewa binarnego.

2. Sortowanie przez scalanie, merge sort , polega na podziale ci¡gu danych na dwie równe cz¦±ci (je±li n jest nieparzyste,
pierwsza zawiera o jeden element wi¦cej), rekurencyjnym wykonaniu tego sortowania dla ka»dej z nich, a nast¦pnie
poª¡czeniu posortowanych poªówek w jeden uporz¡dkowany ci¡g. Rekursja ko«czy si¦, gdy przekazana jej cz¦±¢ zawiera
nie wi¦cej ni» jedn¡ liczb¦ i porz¡dkowanie staje si¦ trywialne.

Maj¡c dwie funkcje (nie trzeba pisa¢ ich kodu):

� podziel(&P, &Q), która dzieli list¦ P na dwie poªowy, pierwsz¡ poªówk¦ wskazuje P, a drug¡ Q (P zawiera mini-
malnie 1 element, natomiast Q mo»e by¢ pusta);

� poª¡cz(&P, &Q), która tworzy z uporz¡dkowanych list P i Q jedn¡ list¦ uporz¡dkowan¡, po wyj±ciu z tej funkcji
wskazywan¡ przez P, natomiast Q staje si¦ pusta (tak jak w jednym z zada« domowych);

napisz kod funkcji merge_sort(&P) porz¡dkuj¡cej list¦ P, która korzysta z wywoªa« funkcji podziel i poª¡cz.

3. Graf G, którego wierzchoªki oznaczone s¡ literami a, b, c, ...,l opisany jest przez listy s¡siedztwa

s¡siedzi a: b, c, d, e s¡siedzi e: a, k, l, f s¡siedzi i: g, j, h

s¡siedzi b: c, d, a s¡siedzi f: e, g s¡siedzi j: k, l, i

s¡siedzi c: a, b, d s¡siedzi g: h, l, f, i s¡siedzi k: e, j

s¡siedzi d: c, b, a s¡siedzi h: g, i s¡siedzi l: g, j, e.

Narysuj drzewa generowane przez algorytmy DFS i BFS, gdy startujemy z wierzchoªka j. W ka»dym przypadku podaj
kolejno±¢, w jakiej odwiedzane b¦d¡ wierzchoªki grafu (Uwaga: istotna jest kolejno±¢ na listach s¡siedztwa).

4. Graf kraw¦dziowy G∗ = (V ∗, E∗) (biaªe wierzchoªki) grafu nieskierowanego G = (V,E) (szare wierzchoªki) okre±lony
jest nast¦puj¡co: wierzchoªki p ∈ V ∗ reprezentuj¡ kraw¦dzie e ∈ E oryginalnego grafu G, przy czym p i q poª¡czone
s¡ kraw¦dzi¡ w G∗ wtedy i tylko wtedy gdy odpowiadaj¡ce im kraw¦dzie e i f w G s¡ incydentne (tj. maj¡ wspólny
koniec v ∈ V ), por. rysunek. Napisz funkcj¦, która wyznaczy macierz s¡siedztwa B(m×m) grafu G∗ na podstawie danej
macierzy s¡siedztwa A(n×n) grafu G.

Wskazówka: Trzeba zacz¡¢ od wybrania jakiej± numeracji kraw¦dzi ej w G: np. najpierw numerujemy kraw¦dzie
wychodz¡ce z wierzchoªka 1 w kolejno±ci wyznaczonej przez numery ich drugich ko«ców. Dalej, w podobnej kolejno±ci
te wychodz¡ce z 2, które nie otrzymaªy jeszcze numerów w poprzednim kroku itd. Numery te mo»na wst¦pnie zapisywa¢
wprost w macierzy A: if (A[i,j]==1) A[i,j]=A[j,i]=++k;. Maj¡c tak ustalon¡ numeracj¦ kraw¦dzi, mo»na ju»
okre±li¢ warto±ci elementów B[k,l].

5. Czy mo»na zmody�kowa¢ algorytm Dijsktry wyznaczania najkrótszej drogi w gra�e tak, by znajdowaª najdªu»sz¡ drog¦
prost¡ (czyli nie zawieraj¡c¡ cykli) mi¦dzy zadanymi wierzchoªkami? Odpowied¹ powinna zawiera¢ przekonywuj¡ce
uzasadnienie.



Rozwi¡zania

1. Tablica oryginalna (pierwszy wiersz) i po zamianie na kopiec (drugi wiersz):

15 10 8 20 12 17 5 4 18 11 7 3 14 13 9 16 6 2 19 8 15 5
20 19 17 18 15 14 13 16 15 12 7 3 8 5 9 4 6 2 10 8 11 5

Tworzenie kopca zaczynamy od elementu n/2 przesiewj¡c go w tablicy w prawo, w obrazie drzewa � od przedostatniego
poziomu przesiewaj¡c w dóª do potomków. Kolejno cofamy si¦ do wcze±niejszych elementów. Chodzi o to by podczas
przetwarzania danego elementu struktury jego poddrzew byªy ju» kopcami. Bª¦dem jest wi¦c zaczynanie tego procesu
od korzenia czyli od pierwszego elementu w tablicy.

2. void merge_sort(wel *P){

wel Q=NULL;

if ((*P!=NULL) && (*P->nast!=NULL)) {

podziel(P, &Q);

merge_sort(P);

merge_sort(&Q);

poª¡cz(P, &Q);

}

}

3. Kolejno±¢ odwiedzania wierzchoªków w DFS: j, k, e, a, b, c, d, l, g, h, i, f

Kolejno±¢ odwiedzania wierzchoªków w BFS: j, k, l, i, e, g, h, a, f, b, c, d

4. Dane: macierz s¡siedztwa A[n][n] grafu G oraz liczba wierzchoªków n i liczba kraw¦dzi m.

int B[m][m] = {0};

k = 0;

for (u=1; u<=n; u++)

for (v=u+1; v<=n; v++) // for (v=1; ...) to bª¡d, bo A[u][v] przetwarzane s¡

if ( A[u][v]==1 ) A[u][v]=A[v][u]=++k; // wówczas 2-krotnie z ró»nymi warto±ciami k

for (u=1; u<=m; u++)

for (v=1; v<=m; v++)

if (A[u][v]!=0){

for (t=v+1; t<=m; t++)

if (A[u][t]!=0) E[A[u][v]][A[u][t]]=E[A[u][t]][A[u][v]]=1;

}

5. W oryginalnym algorytmie Dijkstry do zbioru wierzchoªków odwiedzonych (dla których znana jest ju» najkrótsza droga
z wierzchoªka startowego s) tra�a w kolejnym kroku ten z nieodwiedzonych jeszcze wierzchoªków u, który ma aktualnie
najmniejsz¡ odlegªo±¢ d(s, u) od s wzdªu» ±cie»ki prowadz¡cej przez wierzchoªki ju» odwiedzone. Fakt, »e kraw¦dzie
maj¡ z zaªo»enia nieujemne wagi gwarantuje, »e krótszej ±cie»ki z s do u nie znajdziemy. Gdyby istniaªa, musiaªa
by prowadzi¢ przez co najmniej jeden z nieodwiedzonych jeszcze wierzchoªków v ̸= u, dla którego z zaªo»enia mamy
d(s, v) ≥ d(s, u). Dodatkowo odcinek tej ±cie»ki z v do u musi mie¢ tak»e nieujemn¡ dªugo±¢ d(v, u), st¡d te» caªa
±cie»ka z s przez v do u byªaby dªu»sza ni» d(s, u) wbrew przypuszczeniu.



�atwo zauwa»y¢, »e wyznaczanie najdªu»szej ±cie»ki nie mo»e opiera¢ si¦ na podobnym rozumowaniu. Maj¡c bowiem
najdªu»sz¡ ±cie»k¦ z s do u przez ju» odwiedzone wierzchoªki, nie mo»na wykluczy¢ istnienia dªu»szej przez wierzchoª-
ki jeszcze nieodwiedzone. Przez symetri¦ z oryginalnym algorytmem potrzebne byªoby zaªo»enie o tym, »e kraw¦dzie
powinny mie¢ ujemne dªugo±ci. Nie ma wi¦c dobrego kryterium wyboru kolejnego wierzchoªka do odwiedzenia.
Oto bardziej zaawansowane wyja±nienie (niektórzy z Pa«stwa napisali o tym � brawo!). Algorytm Dijkstry jest przy-
kªadem metody opartej o strategi¦ zachªann¡ (wybór kolejnego wierzchoªka u o minimalnej warto±ci d(s, u)). Metody
tego typu dziaªaj¡ poprawnie o ile problem ma tzw. wªasno±¢ optymalnej podstruktury. W przypadku najkrótszych
±cie»ek oznacza to, »e je±li ±cie»ka s do t jest minimalna, wówczas ka»dy jej fragment, ª¡cz¡cy po±rednie wierzchoªki na
niej, jest tak»e minimaln¡ ±cie»k¡. Problem najdªu»szych dróg prostych w gra�e tej wªasno±ci nie posiada. W istocie
jest to problem algorytmicznie bardzo trudny. Nie znamy dla niego metody o wielomianowej zªo»ono±ci.


