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WYKŁAD 13

Dyfrakcja Fresnela na półpłaszczyźnie; spirala Cornu

Rozważania nad dyfrakcją Fresnela zaczniemy od przypadku ugięcia światła na prostoliniowej krawędzi półpłaszczyzny, choć nie będzie to przypadek najbardziej ogólny (potraktujemy zjawisko jako “quasi-jednowymiarowe” (Feynman, tom I, cz. 2, rozdz. 30-6, Mayer-Arendt, rozdz. 2.4).  Przyjmiemy mianowicie, jak pokazano na rys. 64, że źródło światła jest nieskończenie odległe od półpłaszczyzny (zatem na półpłaszczyznę i jej krawędź pada fala płaska), natomiast ekran obserwacyjny będzie się znajdował stosunkowo blisko, na tyle blisko by kryterium Fraunhofera nie było spełnione i by trzeba było uwzględnić, że fale wysyłane przez fikcyjne oscylatory, rozmieszczone powyżej krawędzi (oscylatory Huyghensa), są falami kulistymi.
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Rys. 64.  Płaska fala wysyłana przez odległe źródło S pada prostopadle na półpłaszczyznę ograniczoną prostą krawędzią.  Punkt P0 znajduje się na granicy cienia geometrycznego, na przecięciu prostej stycznej do krawędzi i płaszczyzny ekranu, w odległości L od krawędzi uginającej światło.  
Ponieważ pierwotna fala ze źródła S jest płaska, wszystkie oscylatory Huyghensa zostaną pobudzone jednocześnie (będą drgały z tą samą fazą).  Oscylacje te będą miały postać:
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(1)

Zaczniemy od wyliczenia pola fali świetlnej w punkcie P0 (zobacz rys. 64) choć jest to bardzo specjalny (bynajmniej nie bieżący) punkt.  Jak się później okaże, pomoże to nam znaleźć rozwiązanie dla każdego innego punktu P na ekranie obserwacyjnym.  Fala wypromieniowana przez oscylatory Huyghensa znajdujące się na elemencie powierzchni dh będzie opisana, w punkcie P0, następującym wyrażeniem:
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gdzie 
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 jest różnicą dróg dla fal wtórnych wyemitowanych przez oscylatory Huyghensa znajdujące się tuż przy krawędzi i w odległości h od niej (przyjęliśmy, że amplitudy fal pierwotnej i wtórnej są różne).

Ponieważ 
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 mamy w przybliżeniu, dla 
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i różnicę dróg będzie można wyrazić w sposób następujący:
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Oczywiście prowadzi to do następującego wyrażenia na falę wtórną od elementu dh w punkcie P0:
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(5)

Warto zwrócić uwagę, dla tych, którzy mieliby (słuszne) wątpliwości co do jakości naszego wyprowadzenia (no bo jak rozumieć warunek 
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 jeśli jednocześnie chcemy, by L nie musiało być bardzo duże), że zależność w wykładniku w eksponencie jest od kwadratu zmiennej po której całkujemy, ikCx2, nie tak, jak dla przybliżenia Fraunhofera, gdzie wykładnik zależał liniowo od zmiennej bieżącej po otworze, ikCx.  A więc jesteśmy przynajmniej pewni, że nasze aktualne przybliżenia nie zaprowadziły nas z powrotem do przybliżenia Fraunhofera, i że sytuacja jest jednak inna.  A więc warto doprowadzić sprawę do końca i zobaczyć, jaki będzie ostateczny rezultat, choć nasze przybliżenie jest chyba w pewnym sensie pośrednie.  Nie powinniśmy się zatem bardzo dziwić, gdyby dla naprawdę bliskiego pola okazało się, że eksperymentalne obserwacje dają jednak troche inny obraz niżby to wynikało z naszych obliczeń...

Otrzymanie ostatecznego wyniku wymaga scałkowania wyrażenia (5):
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Aby pozbyć się zależności czasowej i uprościć część przestrzenną przypomnijmy sobie, że natężenie światła w punkcie P0 powinno być proporcjonalne do 
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, co, po prostych rachunkach, daje na natężenie światła w punkcie P0 następujące wyrażenie:
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gdzie 
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 jest pewną stałą, proporcjonalną (ale raczej nie równą) do natężenia fali pierwotnej, a 
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Można probować policzyć te całki, ale okazuje się, że nie jest to dobry pomysł, bo całki te nie dają się sprowadzić do całek elementarnych.  Jeśli zajrzymy do poradnika z matematyki (zawsze warto), to zauważymy, że podobne całki występują w definicji krzywej zwanej klotoidą, albo spiralą Cornu lub Eulera (przy okazji upewnimy się, że całek tych rzeczywiście nie da się policzyć).  Krzywa ta jest określona parametrycznie zgodnie z następującymi wzorami żywcem z poradnika (Bronsztejn, Siemiendiajew, Matematyka, Poradnik Encyklopedyczny, PWN 1968): 
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(9)

tzn dla danej wartości parametru t można wyliczyć współrzędne x i y punktu bieżącego M (przyporządkowanego parametrowi t) ze wzorów (9) i w ten sposób można otrzymać całą krzywą.
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Rys. 65. Spirala Cornu.  Pokazano krzywą dla parametru t od zera do skończonej wartości (3 i -3) ze względu na czytelność rysunku oraz punkty asymptotyczne (0.5,0.5) i (-0.5,-0.5).  Współrzędne x,y punktu bieżącego M są dane przez odpowiednie całki (9) dla zmieniającej się wartości parametru t.  Wzdłuż krzywej zaznaczono kolejne wartości parametru t z krokiem 0.1.  

Spirala Cornu określona wzorami (9) pokazana jest na rys. 65 (wartości całek Fresnela wzięto z tabeli z podręcznika optyki, John M. Stone, Radiation and Optics, McGraw-Hill Book Company Inc, 1963).  Ze względu na kwadrat parametru t w funkcji podcałkowej oczekujemy, że dla ujemnych t otrzymamy te same bezwzględne wartości x i y co dla dodatnich t.  Krzywa będzie zatem symetryczna względem punktu (0,0) to znaczy będzie leżeć w pierwszej (dla dodatnich t mamy dodatnie x i dodatnie y) i trzeciej (dla ujemnych t mamy ujemne x i ujemne y) ćwiartce płaszczyzny. 

W poradniku piszą, że: 
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gdzie s ma być długością mierzoną wzdłuż krzywej, od punktu (0,0) do punktu bieżącego M odpowiadającego wartości parametru t (za chwilę pokażemy, że tak rzeczywiście jest).  Jeśli ktoś woli szperać nie po poradnikach a po internecie, może zajrzeć do: Eric W. Weisstein. "Cornu Spiral." From MathWorld--A Wolfram Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/CornuSpiral.html, jest tam trochę informacji o spirali Cornu, można tam także znaleźć plik programu Mathematica poświęcony tejże spirali (pliki te nazywa się notebookami).  Jeśli nie macie samego programu, jest tam także oferta zainstalowania próbnego (gratis) na 15 dni co powinno wystarczyć na zapoznanie się z programem i spiralą Cornu (nie radzę próbować tego przez modem).

My sobie uprościmy wzory (10) przyjmując 
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, no i wprowadzimy także “nasze” oznaczenia zgodne z tym, co się najczęściej widzi w podręcznikach z optyki:
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gdzie 
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, czyli 
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.  Całki C i S nazywamy całkami Fresnela (chyba C od cos i S od sin?).  Porównując wzory (11) ze wzorami (8) widzimy, że:
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Jest zatem jasne, że natężenie na ekranie obserwacyjnym w punkcie P0 będzie z dokładnością do stałej równe kwadratowi długości wektora łączącego punkt (0,0) z punktem asymptotycznym (dla v, czyli h zmierzającego do nieskończoności), tak jak pokazano na rys. 66.  Ponieważ współrzędne tego punktu są (½, ½), a natężenie na ekranie bez półpłaszczyzny będzie równe kwadratowi długości wektora łączącego oba punkty asymptotyczne (bez półpłaszczyzny musimy całkować od -( do +(), a więc z półpłaszczyzną suma kwadratów obu całek wyniesie ½, a bez 2, czyli na granicy geometrycznego cienia natężenie z półpłaszczyzną wyniesie ¼ natężenia bez półpłaszczyzny.  
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Rys. 66.  Ponieważ natężenie światła w punkcie P0 jest równe sumie kwadratów obu całek Fresnela, będzie ono także równe kwadratowi długości wektora łączącego punkt (0,0) z punktem asymptotycznym (0.5,0.5) górno-prawej części spirali, tak jak pokazano na rysunku. 

Przy okazji możemy porównać amplitudy fali pierwotnej i wtórnej.  Natężenie światła padającego, obliczone bezpośrednio z fali pierwotnej, wyniesie bowiem, z dokładnością do stałej, 
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, natomiast z taką samą dokładnością obliczone z całkowania spirali Cornu, będzie 
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Jeśli jedna funkcja jest całką innej funkcji, to ta druga jest oczywiście pochodną pierwszej, a więc:
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To zaś oznacza, że: 
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czyli że długość elementu krzywej wynosi właśnie dv, a jej całkowita długość mierzona po spirali, od punktu (0,0) do punktu bieżącego M odpowiadającego parametrowi v, wyniesie własnie v, no bo 
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Własność ta pozwala zinterpretować całą spiralę jako wynik dodawania małych wektorów na płaszczyźnie zespolonej, co fizycznie odpowiada tworzeniu się wypadkowej fali w punkcie P0, powstającej ze wszystkich elementarnych fal wtórnych pochodzących od oscylatorów Huyghensa rozłożonych w otworze wzdłuż wysokości h.  Każdy z tych wkładów można przedstawić jako liczbę zespoloną:
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co można porównać z wyrażeniem (5), które otrzymaliśmy z argumentów fizycznych (zasada Huyghensa).

Na razie wyliczyliśmy pole fali świetlnej w punkcie P0, leżącym na granicy cienia geometrycznego (wartość natężenia światła ugiętego na prostoliniowej krawędzi półpłaszczyzny wyniosła ¼ maksymalnego natężenia światła (bez półpłaszczyzny).  Jak znaleźć natężenie światła w dowolnym punkcie P, powyżej, a także poniżej krawędzi (punktu P0)?  

Zadanie to jest bardzo proste, jeśli uświadomimy sobie, że dla punktu P leżącego powyżej punktu P0 musimy, oprócz oscylatorów Huyghensa rozmieszczonych od 
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 (które uwzględniliśmy licząc natężenie w punkcie P0, który wówczas odpowiadał 
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) uwzględnić dodatkowo oscylatory rozmieszczone od 
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 (która to wartość teraz odpowiada punktowi P powyżej) do wartości ujemnej –h opisującej położenie punktu P względem punktu P0 (patrz rys. 67).  Odpowiadającą temu położeniu wartość parametru v na krzywej Cornu możemy obliczyć ze wzoru 
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Rys. 67. Wypadkowa fala świetlna dochodząca do punktu P leżącego powyżej krawędzi półpłaszczyzny składa się z fal wtórnych wypromieniowanych przez oscylatory umieszczone pomiędzy h = 0 i h = (, ale także uwzględnić należy oscylatory leżące poniżej h = 0.  Oznacza to, że odcinek odpowiadający natężeniu w punkcie P będzie wyznaczony przez punkty o współrzędnych (C(-h), S(-h)) i (1/2,1/2).  

Oczywiście, wartość parametru v powinna być, w tym przypadku, ujemna a natężenie światła w punkcie P będzie równe:
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gdzie v jest parametrem bieżącym krzywej Cornu, wyliczonym ze wzoru (15).  Oznacza to, że natężenie światła w punkcie P jest równe połowie kwadratu długości wektora łączącego punkt asymptotyczny (½,½) z punktem o współrzędnych C(v) i S(v), gdzie v będzie ujemne dla punktów P leżących powyżej krawędzi.  Krzywą Cornu z trzema wektorami odpowiadającymi trzem położeniom punktu P powyżej krawędzi półpłaszczyzny, pokazano na rys. 68.
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Rys. 68.  Krzywa Cornu.  Na krzywej przedstawiono trzy wektory odpwiadające trzem położeniom punktu P powyżej krawędzi półpłaszczyzny.  Rosnącej wartości h (punkt P powyżej i coraz dalej od krawędzi) odpowiada rosnąca (co do bezwględnej wartości) wartość parametru v (ujemnego). 

Jest oczywiste, że, w miarę wzrostu h (punkt P coraz dalej od krawędzi) wartości natężenia będą oscylowały wokół wartości 1 odpowiadającej natężeniu bez półpłaszczyzny.  Amplituda tych oscylacji będzie malała, a natężenie, dla dużych h, będzie zmierzało do wartości granicznej, odpowiadającej maksymalnej wartości (bez półpłaszczyzny).

Podobnie można przeanalizować przypadek punktu P poniżej krawędzi (i punktu P0), pokazany na rys. 69.  
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Rys. 69. Wypadkowa fala świetlna dochodząca do punktu P .leżącego poniżej krawędzi półpłaszczyzny składa się z fal wtórnych wypromieniowanych przez oscylatory umieszczone pomiędzy h = h i h = (.  Oznacza to, że gdybyśmy falę w punkcie P przybliżyli jako falę w punkcie P0 to niepotrzebnie uwzględnilibyśmy oscylatory leżące na półpłaszczyźnie pomiędzy punktami h = 0 i h = h.  Oznacza to, że wektor, reprezentujący falę w punkcie P, będzie określony na spirali Cornu przez punkty o współrzędnych (C(h), S(h)) i (1/2,1/2). 
Wartość parametru v odpowiadającego wartości h określającej położenie punktu P poniżej krawędzi można wyliczyć ze wzoru (15) ze znakiem plus, a natężenie światła w punkcie P można wyliczyć ze wzoru (16), w którym całki C i S będą dodatnie.  A więc natężenie światła w punkcie P będzie równe połowie kwadratu długości wektora łączącego punkt asymptotyczny (½,½) z punktem o współrzędnych C(v) i S(v), gdzie v będzie dodatnie dla punktów P leżących poniżej krawędzi.  Krzywą Cornu z trzema wektorami odpowiadającymi trzem położeniom punktu P poniżej krawędzi półpłaszczyzny, pokazano na rys. 70.
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Rys. 70.  Krzywa Cornu.  Na krzywej przedstawiono trzy wektory odpwiadające trzem położeniom punktu P poniżej krawędzi półpłaszczyzny.  Rosnącej wartości h (punkt P poniżej i coraz dalej od krawędzi) odpowiada rosnąca wartość parametru v. 

Tym razem, inaczej niż dla punktu P znajduącego się powyżej krawędzi, kiedy to mieliśmy oscylacje natężenia światła w punkcie P gdy przesuwał się on wyżej, dl punktu P poniżej krawędzi, będziemy mieli monotoniczne zmniejszanie się wartości natężenia w punkcie P, w miarę jak punkt ten przesuwa się coraz dalej poniżej granicy cienia geometrycznego (czyli krawędzi półpłaszczyzny).  Wykres obrazujący zmiany natężenia światła z położeniem punktu P względem krawędzi półpłaszczyzny, pokazujemy na rys. 71.
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Rys. 71.  Rozkład natężeń dla światła ugiętego na półpłaszczyźnie z prostoliniową krawędzią w zależności od położenia punktu obserwacyjnego P mierzonej od krawędzi w jednostkach v.  Linia przerywana, model promieni (optyka geometryczna), linia ciągła, dyfrakcja Fresnela (optyka falowa) z wykorzystaniem wzoru pokazanego na rysunku.  Dla v = 0 punkt P na ekranie obserwacyjnym znajduje się dokładnie naprzeciw krawędzi, dla v dodatnich poniżej,a dla ujemnych powyżej krawędzi.  

Do obliczeń przedstawionych na rys. 71 wykorzystano wartości numeryczne całek Fresnela C(v) i S(v) z poradnika Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, edited by: Abramowitz, M.; Stegun, I.A., 1972 U.S. Department of Commerce, na stronie: 

http://www.convertit.com/Go/BusinessConductor/Reference/AMS55.ASP?Res=150&Page=295.  

Warto zwrócić uwagę na fakt, że dzięki występowaniu dyfrakcji ostra granica cienia zostaje rozmyta, po stronie oświetlonej pojawiają się oscylacje natężenia natomiast po stronie cienia natężenie światła stopniowo spada do zera.   

Dyfrakcja Fresnela na szczelinie
Rozważymy dyfrakcję Fresnela na szczelinie o szerokości a.  Rozkład natężenia na ekranie obserwacyjnym w odległości L od szczeliny, w punkcie P leżącym w odległości h powyżej (lub poniżej) punktu P0 (naprzeciw środka szczeliny), wymaga scałkowania wkładu od oscylatorów Huyghensa rozłożonych w obszarze szczeliny, mamy zatem:
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Z równań (17) i (18) wynika, że wartości natężenia światła w różnych punktach P można znaleźć graficznie używając spirali Cornu, tak jak pokazano na rys. 72.
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Rys. 72.  Spirala Cornu i dyfrakcja Fresnela na szczelinie o szerokości Δv = 1.  Kwadraty długości trzech pokazanych odcinków pomiędzy punktami spirali odległymi o Δv = 1, o środku kolejno w punkcie v = 0, v = 0.5 i v = 1, są równe natężeniu światła na ekranie obserwacyjnym w P którego położenie względem punktu P0 naprzeciw środka szczeliny odpowiada wymienionym wartościom parametru v.  
Innym sposobem jest skorzystanie z tablic całek Fresnela lub z programu, który można wykorzystać do wyliczenia tych całek na bieżąco (jak mi pokazał prof. Targowski, można do tego z bardzo dobrym skutkiem wykorzystać program LabView, pewnie także wiele innych).  Wyliczone w ten sposób rozkłady natężeń, dla kilku różnych szczelin, dla punktu P położonego powyżej punktu P, pokazano na rys. 73.
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Rys. 73.  Rozkład natężeń wyliczony z tablic całek Fresnela otrzymanych z programu LabView, krok 0.01, dokładność ok. 6 cyfr znaczących.  Wartości parametru Δv podano na rysunku.  
Warto zwrócić uwagę, że dla wąskich szczelin rozkład natężeń na ekranie obserwacyjnym przypomina rozkłady obserwowane dla dyfrakcji Fraunhofera.  Jednak poczynając od mniej więcej Δv = 2, rozkład natężeń zmienia wyraźnie swój charakter i wyraźnie różni się od rozkładu charakterystycznego dla dyfrakcji Fraunhofera.
Podsumowanie

1. Z dyfrakcją Fresnela mamy do czynienia wtedy, gdy odległość ekranu obserwacyjnego od ekranu z otworami, czy szczelinami nie jest duża i nie spełnia warunku Fraunhofera.

2. Całkowanie wkładu od oscylatorów Huyghensa prowadzi, dla dyfrakcji Fresnela do wyrażeń, w których występują całki Fresnela, które definiują tzw spiralę Cornu.

3. Dla pojedynczego otworu natężenie światła w punkcie P na ekranie obserwacyjnym można wyrazić przez następującą sumę kwadratów różnic (lub sum) całek Fresnela:
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gdzie parametr v zależy od położenia punktu P, a parametr Δv jest związany z szerokością otworu.  Dla malejących szerokości otworu rozkład natężeń przechodzi w rozkład Fraunhofera. 
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