TEORIA CIALA STALEGO (cz. ll)

TWIERDZENIE BLOCHA

W idealnym krysztale

{— A+ (r)}o(r) = 2p(n)
m

V(r) - periodyczny, V (r+R)=V (r), R —wektor sieci prostej

Tr - operator translacji o wektor sieci Bravais, R; [H,Tg] =0
Tro(r) =(r+R)

ale @ musi by¢ tez funkcjg wtasng Tr ,
przy translacji o elementarny wektor sieci np. a:

T, o(r) = 4,¢(r)

ztozenie To i T.a musidaé 1, |A2=1, As=exp(iki-al)
dla dowolnego wektora translacji R = lia1 + l,az + lsas

to w ogdlnosci A = exp(ik-R)
gdzie K = biki + bokz + bsks  jest wektorem sieci odwrotnej,

a { bi} to wektory bazowe sieci odwrotnej spetniajace

gdyz Diai = 27, a poniewaz exp(i2n)=1,

zatem (1)



o(r + R) =e"%p(r)

e"‘R - to wartosci wtasne operatora translacji o wektor R

to definiuje wektor falowy k ,

K ,,numeruje” wartosci wiasne T, a zatem wartosci wiasne H

(1) jestjednag z postaci twierdzenia Blocha

Funkcja o postaci (2)

@ (r) = eikruk (r)
gdzie

Uk (r) jest funkcja o periodycznosci sieci

spetnia warunek (1); (2) jest inng postacia tw. Blocha

Periodyczne warunki brzegowe
(warunki brzegowe Borna-Karmana)

zamiast nieskonczonego krysztatu postulujemy jego skonczong (ale
makroskopowg objetos¢) V =( Nia;, Nyaz, Nsaz) =(Li,L2,Ls)
dla sieci regularnej

i zgdamy warunku

o (r+N;a;)=¢,(r)

z postaci Blochowskiej (2) mamy

@ (r+N;a;) = g™ @ @, ()



exp (iNikai) =1 zatem i Nik ai =i n; 21T, zZatem ki = 211 ni/ (Ni ai)
definiuje mozliwe wartosci wektora falowego,
dyskretyzujac ciggte widmo k

w przypadku sieci 1D — swobodny elektron, fala ptaska,....

(.:) e.kxf (.:: L) (.:)
tp f[ tp ’l}‘)

ekl =1 = kL =n2n, = k,=n—=n—
L Na

3)

najmniejsza warto$¢ k to 2n/Na, i,skok” wartosci k tezo 2n/Na;

strefy Brillouina

dla k>b (b wektor bazowy sieci odwrotnej) k=b + k’ , czynnik

fazowy w réwnaiu (1) [tw. Blocha]
i(b+K)R — qikR gibR — qik’R
gdyz bR=2rn |

e energia stanu o danym k zalezy jednoznacznie od k

o wszystkie wartosci k z przedziatu (3) definiuja I1BZ, a odp.

wartosci energii tworzg pasmo energii
e wektory k spoza IBZ mozna ,sprowadzi¢” do IBZ
e IBZ to komoérka Wignera-Seitza w sieci odwrotnej

o kolejne strefy tworzy sie w analogiczny sposo6b

e dlaV =0, pasma odpowiadajace kolejnym BZ stanowiag

kontynuacje kolejnych pasm

konstrukcja stref Brillouina

1D, tancuch
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3D -analogicznie

IBZ dla fcc

- objetos¢ kazdej strefy jest taka sama



- fragmenty wyzszych stref sktadajg sie na IBZ (k' -> k)

Model elektronu swobodneqgo

V(r)=0 -> u(r)=const. (1), @ = 1/(Qv?) ek

Paraboliczna zaleznos¢ E (k) dla kazdego k

Powierzchnie Fermiego: 1D - 2 punkty, 2D — okregi, 3D — sfery



Gestosc¢ stanow :

Energia zalezy tylko od diugosci wektora falowego |K]|;

o(K)dk = p(E)dE

llos¢ stanéw (dla elektronéw x 2 - spin) przedziale [ E, E+dE ]

dk - objetos¢ zawierajaca wszystkie stany (wszystkie k) o tej samej energii
3D - sfera o promieniu k; p (E) =2¥2m32 EY2 /(r?h%) { h kre$lone }

2D — okrag o promieniu k; p (E) = m /(xh?)

1D — 2 punkty (K, -K); p (E) = 232 m¥2 12 j(h)

natomiast gesto$é gazu elektronéw swobodnych: n = 2N/ .2

N = ( objeto$¢ w przestrzeni k do ke ) / £

(swobodne nieoddziatujgce elektrony - gaz jednorodny, gestos¢ stala, ale
zalezna od tego ile stanéw jest obsadzonych)

3D: n=k/(3n?)
2D: n=kf?/(2m)

1ID: n=ke/m

Model prawie swobodnych elektronéw

Do obrazu elektronéw swobodnych wprowadzamy stabe zaburzenie
w postaci stabeqgo periodycznego potencjatu V(r).

Model NFE dobrze opisuje uktady zawierajgce stabo zwigzane
elektrony (metale)

Z doktadnoscia do Il rzedu RZ



E(k)=E, + <ka>+Z N

EO

funkcja falowa jest dalej kombinacjg liniowg fal ptaskich

(przypomnijmy, ze dla stanu o najnizszej energii, poprawka w ll-gim rzedzie jest
ujemna)

potencjat, jako funkcje periodyczng r mozna rozwingé

Fourierowsko w bazie fal ptaskich opartych o wektory sieci
odwrotnej (3a)

V(r)=> Ve

(problem: trzeba zna¢ V3 lub umie¢ je przyblizy¢)
zatem

(V) = SV, [ dretts-+
g

#0 tylkodla (k-kK)=g

wiec
‘2

E(k) =EQ +Vo+ D — N

g#0 Ek—g

ale dla K, dla ktérych mamy degeneracije trzeba stosowaé
pierwszy rzad RZ dla stanéw zdegenerowanych — mianownik
energetyczny znika....

sytuacja taka ma miejsce dla k na granicach stref, np.

k=%G i k=-%2G, G=al/a

(dla k i -k, innych niz granice strefy nie ma degeneraciji w lI-gim
rzedzie bo k i -k nie réznia sie o G)

woéwczas dla k blisko granicy strefy przyblizamy (4)



Q. = akeikr +ak_Gei(k—G)r

dzialanie H ¢=E ¢ , mnozenie z lewej przez exp(...) i
scatkowanie
da uktad réwnan algebr. na wspétczynniki ax, akc (5)

E, — E(k) 2 a,
V—G EIS—G o E(k) ak—G

( potozytem Vo= 0 )

nietrywialne rozwigzanie

E*(K)=1(EP + B0 o) £ 3 /(E) —E o)+ 4|V [
dla k bardzo bliskich 2 G

E*(K)=E, |V |

o™
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e ,ciggte” pasmo (continuum) dla swobodnych elektronéw



ulega ,,rozcztonkowaniu” na szereg pasm rozdzielonych
przerwami

e ze wzgledu na tw. Blocha jednej wartosci k odpowiada
nieskonczenie wiele rozwigzan: numerujemy je ,n”
(pasma) - zmienia sie tylko ui (r) -> unk (1)

»atomowy” charakter funkcji w poblizu weziéw decyduje o
charakterze u
Rozwigzanie (-) daje ai=1/sqrt(2) ax=1/sqrt(2)
(+) a; = 1/sqrt(2) a=-1/sqrt(2)

z (4) mamy
@ = ﬁcos(%Gr), ot =/2i sin(3 Gr)
dla prostej sieci z jednym atomem w centrum komorki elementarne;j

¢ koncentruje gestos¢ na weztach atomowych, tam gdzie V jest
najbardziej przyciggajacy

qo+ koncentruje gestos¢ miedzy weztami atomowymi,

zauwazmy ponadto, ze dla kazdego k, z powodu periodycznosci u,
¢@ mozemy przedstawic jako (6)

¢, () = eikrzak—ee_igr
g

(6) jest f. wkasng H.

W rzeczywistosci, w poblizu jader ¢ ma charakter funkcji
atomowej, co wymaga w praktyce bardzo dtugich sum w (6)
zawierajacych szybkozmienne funkcje exp(igr) — duze g



Modelowe potencjaty periodyczne w metodzie NFE

Scisle zawsze mozna zapisaé:

V(r)=) Ve

1. 1D, tylkog=0, V = const, => model swobodnych elektronéw
2. 1D, g=-2n/a, 0, 2rn/a,

V =V, + 2V, cos(2nx/ a)

e 1D - naprzemienne pasmai przerwy

e 2D, 3D - charakter E, (k) w pasmie, moze roznic¢ sie dla
réznych kierunkéw k

e 2D lub 3D moga nie istnie¢ ,,bezwzgledne” przerwy

¢ jednoelektronowe stany w pasmach nalezy obsadzi¢
elektronami

e poziom Fermiego

np.. W _1D: 1 atom w komoérce elementarnej,
n elektronéw w atomie => przy N komérkach
n*N elektronéw,
w pasmie mamy 2*N /spin/ stanoéw o réznych wart. k
n*N elektronami obsadzamy kolejne stany w kolejnych
pasmach

w tym najprostszym modelu

e parzysta liczba elektronéw => poétprzewodnik / izolator
e nieparzysta => metal

(w 2D lub 3D juz niekoniecznie tak musi by¢)

e metale, izolatory, pétprzewodniki

Powierzchnie statej energii, powierzchnia Fermieqo

1D - punkty (pary punktow) w k;



w funkcji k: najpierw kwadratowo sie rozrzedzaja, a nastepnie zageszczaja

2D - sie¢ kwadratowa; 3D - sie¢ regularna kubiczna

| BZ - kwadrat; 3D - szes$cian
blisko k=0 okregi/sfery

w poblizu granicy strefy pochodna E (k) jest bliska 0 dla k prostopadtych do
granicy;
na granicach stref — nieciagtosci (przerwy energetyczne !)
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swobodne elektrony; NFEG; NFEG FCC

Econst — podobne do Econst dla sieci kwadratowej, ale tréjwymiarowe (sfery)

W schemacie rozszerzonych stref BZ,
gdy powierzchnia Fermiego tworzona jest przez k spozalBZ:

pierwsza strefa

(zapetniona catkowicie) druga strefa
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czwarta strefa

coraz mniejsze ,,wypeilnienie” obszaru kolejnych stref



Koncepcja masy efektywnej
(tensora odwrotnos$ci masy efektywnej — przy omawianiu metody kp);

Zauwazmy:

e swobodne elektrony

E(k) = K 1 1 [aZE(k)]

2m m A% ok?
krzywizna E(k) okresla ,mase” czastek
e elektrony prawie swobodne
- nadnie pasma ,,masa” jest dodatnia (niekoniecznie = m)

- W szczycie pasma ,masa” jest ujemna, tzn. m<O0
- w punkcie przegiecia E(k) ,,masa” moze by¢ nieokreslona

Koncepcja dziury

wstep

- wewnatrz pasma energie stanéw jednoelektronowych rosna
zgodnie z rosngcymi wartosciamiod ko —» ky

- w kolejnym pasmie od kn — ko

- w sytuacji ,zapetnione pasmo” + jeden obsadzony stan w
kolejnym pasmie, wzbudzenia uktadu mozna z dobrym
przyblizeniem opisywac jako wzbudzenia N+1- go elektronu
tzn. jednego elektronu (*)

- w sytuacji pasma zapetnionego do N-1 stanu
jednoelektronowego, wzbudzenia (w ramach danego pasma)
odpowiadajg wzbudzeniom wieloelektronowym z nieobsadzonym
stanem n <N

- energie stanéw wzbudzonych (ukfadu N-1 elektronowego,
w ramach pasma) rosna, ale

- energia nieobsadzonego stanu jednoelektronowego przy takich
wzbudzeniach — maleje



»masa elektronu” w szczycie pasma jest ujemna

zatem

- wzbudzenia uktadu N-1 elektronéw odpowiadajq wiec:
(wzbudzeniu jednoczgstkowemu) ,,czastki” o ujemnej masie
efektywnej, ktérej energie sg coraz mniejsze
(bardziej ujemne; ujemne liczac od ,,zera” szczytu pasma)

popatrzmy na réwnanie Schroedingera, dla takiej czastki

p° _
{2(—m*) — eV}y =—Ey

mnozac przez -1 dostaniemy
pz
~+eV lw=Ey
2m

a to odpowiada czgstce o przeciwnym tadunku (+e) i dodatniej
masie - taka czastke (pseudo-czagstke) nazywamy dziurg,

jej energia rosnie z kolejnymi wzbudzeniami uktadu
N-1 elektronowego (w danym pasmie)

- jesli w zapetnionym pasmie N-ty elektron maspin s, to
spin odpowiadajacej dziury jest -s

podobna analogia istnieje dla pasma o N-n elektronach = n dziurach



METODA CIASNEGO WIAZANIA

Zatozenie: funkcja falowa jest kombinacjg liniowg orbitali
(atomowych) zlokalizowanych na weztach sieci

zakladamy, ze obecnos¢ sieci (sasiednich atoméw)
nieznacznie modyfikuje stany elektronéw w
izolowanych atomach

funkcja musi spetnia¢ warunek Blocha

e zalézmy, ze na kazdym wezle (i) mamy P orbitali o réznej
symetrii a (np. ns, np, nd,...)
e zalézmy tez dla uproszczenia jeden atom w komérce elementarnej

Za (r o RI)
R; - wektory sieci

utwérzmy funkcje

1 iR
¢a,k(r) :mize "2, (r—R;)

UWAGA —indeks a

spetniajgce warunek Blocha (tzw. sumy Blocha),
- orbitale o charakterze zdelokalizowanym -

stanowig one baze, w ktérej rozwijamy funkcje falowg (*)
(gdyz ze wzgl. na symetrie krystal. o — nie jest juz dobra liczbg kwantow3)

o (r) = an¢a,k (r)

dla wiecej niz jednego atomu w komorce elementarnej, tworzymy sumy Blocha
dla kazdego atomu (indeks T) i ostatnie sumowanie przebiega dwa indeksy

(@i T)

jesli poziomy atomowe s3a dobrze energetycznie odseparowane,
mozemy w sumie (*) ograniczy¢ sie do jednego wyrazu

podstawiajac (*) do réwnania Ho=Eo¢ (**) ,
mnozac z lewej strony przez kolejne ;If « 1calkujgc po Q,



dostaniemy macierzowe rownanie (**) (H-SE)C=0
w bazie funkcji d@a

elementy macierzowe H, (**¥)

H = (B lHIB,) = £ 2" [ 2, (r = R)Hz, (r =R )ar

S - caftki nakrywania

ik(R;-R;) *
Sep = (8, 185) =% > " [ 2, (=R, (r—R)dr
ij
( oczywiscie funkcja i elementy macierzowe zalezg od k);

dla silnie zlokalizowanych orbitali mozna zatozyé S., = da
(zaktadajac ortogonalnosé¢ orbitali na weztach i pomiedzy weztami;
albo mozna pracowaé w orbitalach nie-scisle-atomowych, ale
ortogonalnych)

Przyblizenie najblizszych sasiadow

Poniewaz potencjat w hamiltonianie H jest periodyczny to

mozemy zatozyé, ze w sumie w H,p istotnie ré6zne od zera beda
tylko catki :

1. zawierajace orbitale na danym wezle
2. zawierajace orbitale z sgsiednich (identycznych!) weztéw

w rezultacie N takich samych wyrazéw ,weziowych”
i N takich samych par wyrazéw miedzyweziowych (gdyz wszycy
»Sasiedzi” sg jednakowi)

elementy macierzowe pomiedzy réznymi orbitalami z tego samego
wezta mozemy z dobrym przyblizeniem uznaé¢ za =0

(orbitale atomowe sa f. wlasnymi Hz , a Vper mato rézni sie od Vy

w poblizu weztéw atomowych)



kazda rézna catke traktujemy jako parametr metody

Ogodlnie:

dla M atoméw w komoérce elementarnej wymiar zagadnienia
macierzowego jest D = (P*M) ,

a réoznych parametréw maksymalnie M*P + P*P

przyktady:

a) 1D, 1 atom / komérke, 1 orbital / atom, D=1, il.param =2
b) 3D, 1 atom / komoérke, 1 orbital / atom, D=1, il.param =2
c) 1D, 1 atom / komérke, 2 orbitale / atom, D=2, il.param =5
d) 2D, 2ident. at./ kom., 1 orbital / atom, D=2, il.param =2

(grafit, przyblizenie n-elektronowe)

e) 3D, 2 ré6zne.at. / kom., 4 orbitale /atom

(S, Px, Py, Pz) +Symetria D=8, il.param =9
(blenda cynkowa, fcc z baza 2-atomowa)

ad. a)
o= T xna)
0000
<11H11>:w’ <Z1HZZ>:_7/

® ~ energiaorbitalna, 1y - ,catka rezonansowa”

w pot. cryst. (hopping parameter )

uwaga:



y = [ 26T+ Voo (N30 = [ {7 +V, (1) +U (N3,0r = [ 77U (r) ,dr

vy < 0, oraz
U (r) = Vper (r) _Vat (r)

to ,,odstepstwo” od potencjatu atomowego lezy poza obszarem, w
ktérym zlokalizowany jest orbital atomowy na danym wezle; w
rezultacie

a):g+_f;(U;(dr:g+a

€ - energia orbitalna, o - mata poprawka
w rezultacie (w 1D r -> x)
(A)
E(k) =&+ a—2ycos(ka)

€+0 - mozna traktowac jako jeden parametr

strefa Brillouina (-n/a, m/a)
(€+a tylko przesuwa skale energii )

N\ ./

-3/14 .14 0.86 2.86

dla e+a =0, a=1- (w odpowiednich jednostkach),
jedno pasmo



e regularna sie¢ kubiczna, 1 atom / wezel,
1 orbital typu ,,s” naatom (model metalu alkalicznego)

kazdy wezel ma teraz 6-ciu sasiadéw
(a,0,0), (-a,0,0), (0,a,0), (0,—a,0), (0,0,a), (0,0,-a)
w efekcie
EK)=ec+a- Zy(cos(kxa) +cos(k,a) + cos(kza))
(jiedno pasmo)

w objetosci 2 mamy N weztéw, na kazdym po 1 elektronie walencyjnym ,,s”,
i N funkcji Blocha, ale 2N stanow (spin), zatem pasmo jest wypelnione do
polowy — metal!

e sie¢ 1D, 2 rozne atomy w kom.el., 1 orbital na atom

@ (r) = an,f%,k (r-r)

teraz macierz H ma wymiar 2 (dwa rézne atomy w kom.el.),
ale kazdy wezet ma dwéch takich samych sasiadéw

S T o1 0

00 0o 0O

U |

—$

O
O
Y

wr=¢er+0; , M= +02
| ataq — 2y cos(kd)
| =2ycos(kd) &, +a,

d - odlegto$é miedzy atomami

(dla 2 takich samych atoméw mamy E(k) ze wzoru (A))



e sie¢ 1D, 1 atom w komorce elementarnej, 2 orbitale np. (s, p)

S R S SR SN SRS

SS +5s-2coska sp“-2coska
sp"-2coska pp+ pp-2coska

ss=¢+a, ss'=-y

e (Qrafen - przyblizenie w-elektronowe

szesciokatna sie¢ grafitu to sie¢ rombowa Bravais z dwoma (2)
atomami (takimi samymi) wegla w bazie

C — 1s?, 2s22p?

elektrony powloki n=2 biorg udziat w wigzaniu
hybrydyzacja sp? - 3 orbitale zhybrydyzowane (120°) +



jeden orbital p; -

(orbital p, prostopadly do ptaszczyzny rysunku)

elektrony obsadzajace ten orbital decydujg o wlasnosciach
fizycznych i chemicznych grafitu

(najwyzsze energetycznie — najstabiej zwigzane z jadrami — najbardziej
»zewnetrzne”)

elementarne wektory sieci prostej (definiujgce kom. element.)
(w bazie kartezjanskiej X,Y)

_{ﬁ a} _{\@ a}
a =|—a—| a, =|—a——

2 2

a=|a|=acc (3)

najblizsi sgsiedzi dla danego atomu to:
R,=[a/~/30], R,=[-al(2V3),al2], R,=[-al(2+/3)-al2]

element macierzowy hamiltonianu pomiedzy orbitalami p, na
sasiednich atomach oznaczmy jako t
element wezlowy oznaczymy jako &

(H-E)e=So (B)

£ t- f(K) 1 s- f(k)

t (k) & | s-f°(k) 1

k =(kx,ky), s-catka nakrywania pomiedzy sasied. orbitalami



f (k) ="/ 4 267/ cos(k a/2)

rozwigzujac zagadnienie wtasne (B) dostajemy

E* (k) = g+t -w(k)
1+s-w(k)
gdzie
w(k) = /| f (k)|

zaniedbujgc s, (s=0) ikladac & =0 (skalowanie energii)

E(K) = it[1+ 4cos(v3k.al2)cos(k,al2) +4cos’(k,al 2)]“2

| BZ

mamy teraz 2 pasma (+/-)



latwo zauwazyé¢, ze w 6-ciu punktach K IBZ, przerwa wynosi O,
- kazdy atom dostarcza 1 elektron p;

- 2 elektrony na komoérke elementarng

- ze wzgledu na spin, tylko dolne pasmo jest zapetnione

zatem grafit to semimetal (pétmetal)

e sieci uktadoéw ztozonych

1. supersieci potprzewodnikowe
2. nanorurki weglowe

d
* 0000
T
®=0 : t texplikd)
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