TEORIA CIALA STALEGO (cz. ll)

Przyblizenie adiabatyczne

Stany stacjonarne (funkcje falowe i energie) skonczonego krysztatu, tj. uktadu
N; jader atomowych i N. elektronéw z rozwigzania zagadnienia wtasnego
dla hamiltonianu (nierelatywistycznego):

Hamiltonian:
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mozna podzieli¢ tak
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Przyblizenie statyczne

zamrozenie wspoétrzednych jadrowych i proba rozwigzania zagadnienia (1) bez
TR
.. dalej pozostaje zagadnienie N — elektronowe ...

dla ustalonych potozen jgder zawsze mozna zapisa¢ zagadnienie wiasne dla Hy jako
. Al
HDqu(rl, 1'2, . ,l‘NE; R) — Ek (R}LIJR (l‘l, 1'2, - I'Ne; R)

gdzie R — symbolicznie zespdt wszystkich wspoétrzednych potozeniowych jader;

mamy typowg sytuacje z dwoma poduktadami (oddziatujgcymi przez V;. — fZ | Rz:e_ﬁr_ | )



zatem zawsze mozna funkcje wlasng H® = E® (*) zapisac jako
{I) = Z l{-lm(l'.l, 1'2, —.e g I'NE; R)fm (R)
m

Przyblizenie adiabatyczne

polega na zatozeniu funkcji w postaci: (**)

® =W (r, 1y, ., Iy R) fe (R)

CO oznacza, ze zmiana odlegtosci miedzy jgdrami nie bedzie zmieniata STANU (k)
elektronéw w molekule

uwaga: oczywiscie bedzie go modyfikowata (bo ¥}, zalezy od R) , ale stanu (k) nie
zmieni (przyktad ze studnig 1D...)

to zatozenie wynika z faktu, ze jadra sg duzo ciezsze, zatem sg bardziej bezwtadne =
poruszajg sie wolniej; ich powolne ruchy sg ,S$ledzone” przez szybkie elektrony, ktére
modyfikujg swoj stan w ,rytm” powolnych zmian R, ale pozostajg ciggle w tym
samym stanie kwantowo mechanicznym.

Wstawienie (**) do (*) , mnozac z lewej strony przez W}, i catkujgc po
wspotrzednych elektronowych dostaniemy:

(dziatanie operatora p? na iloczyn funkcji)

j Wi (r; R) (Ho + H') W, (r; R)fo(R) dr —

VLR +fk(R)JlPk(r R)( qu
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V; )‘Pk (r; R)dr

+U ¥ (r; R}(—ii )ka(r R)dr Z_\? f.(R)

ostatni czton znika, gdyz (pochodna zmienia parzysto$¢ funkcji) albo formalnie
0= vf W (r; )W, (r; R)drr

natomiast trzeci czton to wartos¢ srednia operatora energii kinetycznej jader w k-tym
stanie elektronowym — odwrotnie proporcjonalny do masy jader -> mata poprawka;

zaniedbanie jej nazywa sie przyblizeniem Borna-Oppenheimera.
Ostatecznie otrzymujemy: (***)



2)
_wa VI +E,®) |f (R) = Ef,(R)

=My

Energia elektronéw (jako funkcja potozen jader = odlegtosci miedzy jadrami)
stanowi energie potencjalng dla ruchu jader w molekule;

musimy pamietac, ze zgodnie z (0*) zawiera ona takze kulombowskie odpychanie
miedzy jadrami i otrzymujemy jg rozwigzujgc:

3)
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{_ 'hv$+12—; R PR R }W(F,R)=«9(R)w(r,R)

e(R) = Ex(R) - stanowi w (2) potencjaf dla ruchu jader

najpierw trzeba rozwigzaé¢ zagadnienie elektronowe (3)
dla wielu réznych R,

znalezé¢ ¢(R) , numeryczne lub analityczne przyblizone,
wstawi¢ do (4) i rozwigzaé zagadnienie dla ruchu jader —
- zagadnienie drgan jader sieci ...

Przyblizenie jedno-elektronowe

(3) sprowadza sie do (5)

H.(r;R)y(r;R) =e(R)y(r;R)

= > "h(i)+ > g, )

formalnie (6)

y(r,n,..) = ch{(Pal(rl)(Paz (ry) - @ (ry )}7/

z suma nieskonczona...



w praktyce stan podstawowy reprezentowany przez

- pojedynczy iloczyn, lub

- antysymetryzowany iloczyn (wyznacznik Slatera) — fermiony,
zasada Pauliego, lub

- skonczong kombinacje liniowg iloczynéw (wyznacznikow)

Istota przyblizenia:

zapostulowanie funkcji w postaci (6) [ skonczone rozwiniecie ] i
sprowadzenie problemu (5) do rozwigzania réwnan

jednoelektronowych na funkcje @;(r)

inaczej...

- zakladamy, ze mozemy moéwi¢ o stanach pojedynczego elektronu
w pewnym usrednionym polu pochodzacym od jonéw i

pozostatych elektronéw

- stan ukitadu N elektronéw zbudujemy jak w (6)

Metoda Hartree-Focka

Zatézmy dla uproszczenia, ze stan podstawowy uktadu N elektronéw daje sie
z ,,dobrym” przyblizeniem opisaé¢ za pomocg jednego wyznacznika
zbudowanego ze orbitali [spinorbitali] (funkcji jednoczastkowych)

(7)
o) 9(2) ... o(N)
o ?,()  9,(2) ... @,(N)
V=T
o@D oy(2) ... 9y(N)

Metoda jest wariacyjna:
szukamy takich orbitali (unormowanych), ktére minimalizujg
energie ukfadu

(8)

E:jw*der



podstawiajac (7) do (8)

(9)
N 1 N
E:Z|p+2 Z(‘]pq_qu)

p=1 p.a(p=q)

gdzie
1, = [@, O, (d7,

Jpa = [ @, e, (D9(i)e, (e, (Ddrdz,

qu = I(Dp*(i)(Dq*( J)g (IJ )(Dp ( J)(Dq (I)d Z-id Z-j
J - energia kulombowskiego odpychania elektronéw

K - energia wymiany

- konsekwencja zakazu Pauliego (faktu, ze elektrony podlegaja
statystyce Fermiego - wymaég antysymetrycznosci funkcji
falowej wzgledem permutaciji elektronow)

w (8) , orbitale (P odgrywaja role parametrow wariacyjnych
(parametréow, ktére sg funkcjami r)

met. wariacyjna: minimalizacja funkcjonatu energii (8) prowadzi do
ukladéw réwnan na parametry wariacyjne —

tu: do uktadéw rownan rézniczkowych na @, (I‘)
(10)

VAN
F(e,(1)=¢,0,()
F -jest operatorem rézniczkowo-catkowym

F(i)=hi) + D [3a(i) - Ka(i)]

g=p



Jp :Z‘Jq

a=p

3,000, = [lo, (D) 9@)dz, o, 0

Ka()e, ) = [ 0, (Da i), (D7, ko, i)
K — operator (potencjaf) nielokalny

J - jest skalarng funkcjg r

Sposob rozwigzania: metoda pola samouzgodnionego:

1. zaklada sie ,,rozsgdne” orbitale startowe

2. z nich buduje sie operatory J, K

3. rozwigzuje sie (10) - znajdujac nowe orbitale
4. powtarzajod 2-4 azdo uzgodnienia

metoda iteracyjna (zbieznos¢)

jesli interesuja nas raczej orbitale zewnetrznych powtok atomowych (wigzanie,
istotne zjawiska optyczne w krysztale)

to potencjat jadra i wptyw elektronéw obsadzajgcych wewnetrzne orbitale
mozna zastgpi¢ ,,rozsagdnym, statycznym” potencjatem ,,rdzenia”

zastepujac (przyblizajagc) nielokalny potencjal K lokalnym
potencjatem wymiennym (i dodajagc do J ), mozemy (10) zapisaé
jako (11)

2

- AV oD = (1)
m

to jest ostateczny sens przyblizenia jednoelektronowego

V(r) moze np. zawierac¢ przyblizony potencjalt wymienny jak np.
dla gazu swobodnych elektronéw o takiej samej gestosci,

tzw. przyblizenie Slatera

Uy (1) ~ eﬂzp,- (r)}



Sposoby rozwigzywania rownan Hartree-Focka

e numerycznie na siatce (dla b. matych uktadéw: atoméw i molekut
dwuatomowych)

e w bazie orbitali zlokalizowanych na poszczegoélnych atomach

(dla molekut, dla krysztaléw) -> sprowadzenie réwnan

rézniczkowych do uktadu réwnan algebraicznych
(na wspoétczynniki rozwiniecia szukanych orbitali w danej bazie)

e w bazie orbitali zdelokalizowanych, fal ptaskich (dla krysztatéw)

Metoda Hartree-Focka dla gazu elektronéw swobodnych

gaz elektronow swobodnych jest najprostszym przyblizeniem
krysztalu — bez potencjatu krystalicznego - najprostszy model
metalu

model ,jelium” - dodatnio jednorodnie natadowany osrodek o
objetosci Q

chcemy zobaczy¢ jaka posta¢ przyjma réwnania Focka w takiej

reprezentacji i czy da sie ,oszacowaé” postaé potencjatu
wymiennego

orbitale - fale ptaskie

@i (r)=—— «T

odpowiadajaca energia ( P=7K )

21, 2
_ h ki
& =
2m
energia Fermiego
nk.*
Ep =



zakladajac Q = (L)* , mozliwe k; = in/L, najmniejsza objetosé¢ w przestrzeni
pedow (k), Qo=(2n)®/(L)® azatem gesto$é standw w przestrzeni k (pedu)
p(k)=1/Q0 = QI2n)® , a p(E) = Q*2Y?> m*? EY? /(=*h®) [ h — kreslone/ (2 —spin)

ilosc N stanéw o E < Er to objetos¢ kuli o promieniu kg
podzielona przez objetos¢ €2y , (kazdemu k odpowiada jeden
stan); N mozna otrzymac tez catkujgc p(E) od O do Er

gestosc¢ gazu elektronow swobodnych: n = 2N/ €2 (2-spin)
3
kF

n=_F_
3772

(11a) - n - state —niezalezne od E

zas, catkowita energia kinetyczna gazu elektronéw jako catka z
Ep(E) w przedziale [0, Ef]

Qn’°

il T
7210m

Ekin —

\

a energia kinetyczna przypadajaca na 1 elektron

EkinSE

2N 5 ©
w réwnaniu Focka (10) mamy:

F=T+V,,,+J—-K
wprowadzajac

AGE AL

p (r)=> p,(r)

mozemy zapisa¢ J jako (wj.a. e=1)



Jp(r)—ZI Ipq Ip(r)—,op(r')Olr

r-r
(to nazywa sie tez potencjatem Hartree)

poniewazw K (w sumie po q ) nie mawyrazu (p), to drugi wyraz
pod catka wyglada jak brakujacy (p) w wyrazie wymiennym

Jp_Kp:Ip(r) (r)% (r')dr’

Ir—rl

drugi wyraz to wyraz wymienny

W réwnaniu Focka, w modelu jelium i w reprezentacji fal ptaskich, pierwszy
czton zniesie si¢ z czlonem Vj,, , bo gestos¢ p — dla fal ptaskich jest stata -
constans (tylko przeciwnego znaku w stosunku do jednorodnie natad. osrodka)

Pozostanie (12)

h°V?
- om _vex(r) @ (r) = &, (1)
1 =J‘ drdz -
lp-p'[° (27)°r

dadr' oo
q (p-q) (Dp.(l’)

Ve, (1) = {Zj TR (r)dr}qoq(r) |

q

" dp' 1 oo T dp 4z
= |-~ .(r)|dr =t = o .(r)
!(m)a 0 Ir—r'| !(2;;)3 p-p "
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ten pierwszy czlon to juz wiemy, ze to jest Ey;, / na 1 elektron

Ke j d3k=kﬂFMrzsinédédgoz4(kF)4/3

T ke K<Kg

znajac n (gestosé gazu elektronéw) w funkcji kg, (11a)
mamy, ze energia HF (wymiany) przypadajgca na jeden elektron

wynosi
1/3
_E(inj
4\ 1

jesli wogdlnosci N niejestjednorodne, tzn. n=n(r)
to mozna ,,przyblizy¢” potencjal wymienny w réwnaniu Focka
jako: (14)



VE(r) = —g(gn(r)j

sumujac energie potencjalng ,,oddziatywania” wymiennego bedziemy musieli
pomnozy¢ przez ‘2. zeby nie sumowaé 2 x oddziatywania miedzy dwoma
elektronami

(14) to jest tzw. wyraz wymienny Slatera

Réznica pomiedzy rozwigzaniem scistym réwnania (5) a
rozwigzaniem rownan H-F to efekty korelacji elektronowej
Metody uwzgledniania korelacji elektronowej
e rachunek zaburzen
stany wzbudzone (N-elektronowe konfiguracje) reprezentowane
w bazie orbitali obsadzonych i wirtualnych - z rozwigzania

réwnan HF (10)

¢ metoda oddziatywania konfiguracyjnego, CI

Y= § :Cil//i
i
funkcje ,konfiguracyjne” Y zbudowane z orbitali SCF
(lub z dowolnych orbitali L?)
- budowa macierzy CI
- diagonalizacja macierzy CI
e DFT (teoria funkcjonatéw gestosci)

Idea: w danym stanie wieloczagstkowym gestos¢ elektronowa jako
funkcja potozenia (r) jest jednoznacznie okreslona —

- zamiast okreslac¢ stan uktadu za pomocg Y (ry, ra,...,In) [Sciste]]



okresimy go za pomocg n(r) - r jestjuztylko jedng zmienna

definiuje sie:

n(r) = Nj‘{’*(r,rz,...,rN)\P(r,rz,...,r,\,)drz...drN

() = N[E (0, G, 1, 1)y

(r,r'|r,r)= N(g‘l) I\I’*(r,r',r3,...,r|\,)‘I’(r,r',r3,...,r,\,)dr3...drN

y - jednoczastkowa macierz gestosci
I' - dwuczastkowa macierz gestosci

wielkosci n(r) odpowiada formalnie operator gestosci N(r) = Zi-" [8(r-r')]

Y - prawdopodobienstwo znalezienia jednego elektronu w r i jednoczesnie
drugiego w r’

w hamiltonianie N - elektronowym, operatory T i W=g(i,j) sa
zawsze takie same;
to co odréznia uktady N — elektronowe , to zewnetrzny potencjat
V (od jonéw sieci)

mozna sScisle pokazaé, ze V jednoznacznie okresla n(r)

zatem i Y musi by¢ jednoznacznie okreslona przez n(r) i vice-versa
(Tw. Hohenberga-Kohna)

zatem:

<‘I’ |(T+W)]| ‘P>: F[n(r)]

jest funkcjonalem jedynie n(r)

podobnie musi zachodzi¢ dla E - catkowitej energii uktadu

E[n(r)] = F[n(r)]+jv (r)n(r)dr



zapostulujmy

n(r) =14, (N

tzn., ﬁ sg orbitalami opisujacymi ,pewne” nieoddziatujgce
czastki, dajace takg samg gestos¢ n(r) jak orbitale ,rzeczywiste” z
wyznacznika Slatera opisujgcego stan podstawowy ukiadu

wowczas daje sie zapisaé
V= Z¢i* (g (r')
(15)

a zatem

Eln(r)]=Tn(r)]+4 [ ”l(:)_”ffll) drdr'+ [V (Nn(r)dr + E*[n(r)]

stosujagc teraz metode wariacyjng dostaniemy, podobnie jak w

metodzie HF, rownania na ﬂ

{ ;l ViV, n(r))}@ (r) = &4,(r)
m

(réwnanie Kohna-Shama)
gdzie

n(r') oy OE™
r—r | 5n(r)

Ve (r,n(r)) =V (r) + j

OE*C 16n = VXC - potencjat korelacyjno-wymienny

... trudny do ,,odgadniecia” .....
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