ROZWIAZYWANIE ROWNAN
(znajdowanie pierwiastkow)

f(x)=0
(w ogdblnosci rownan nieliniowych)

przykiad:
czastka w jednowymiarowej prostokatnej,
skonczonej studni potencjalu (mechanika

kwantowa)
V)|
hod° X
————+V(X) jw(x) = Ey(x) a
2m dx

poziomy energetyczne E; znajdujemy rozwigzujac
uwiktane réwnania (dla stanéw parzystych i
nieparzystych) #(E)=0

JaEtg(~/aEa) — \/a(VO —E)=0
JaEctg(vaEa) +,Ja(V, —E) =0 B

F (x)=0

Postepowanie iteracyjne:
Xk — kolejne przyblizenia do rozwigzania rownania F(X)=0

X 11 S(Xn’xn—l""’ Xn—k+1)

n



Metoda bisekcii

f(x)

algorytm:

1:=1;
while i <N_max do
begin

p :=a+ (b-a)/2;

pn — 1/2 (pn-2+ pn-l)

if (fun(p)=0) or ((b-a)/2 <epsilon) then

begin

write( p, fun(p) );

I ;= Nmax;
end

else
= i+1;

it f(a) f(p) >0 then

a:=p
else

zbieznos¢ metody bisekcji - liniowa



5 .=512

gdzie O - przedzial zawierajacy w kolejnym kroku
zero funkciji;

jesli & jest zadana tolerancja, to
(tolerancja — tzn. chcemy przyblizy¢ sie do miejsca zerowego z doktadnoscig &

inaczej — chcemy zawezi€ przedziat, w ktorym jest miejsce zerowe do & )

g=0,12"
gdzie ¢, = (b-a)

2
. , s s . n = Iogz
I z gory znamy ilos¢ iteracji c

e metoda nieskuteczna dla pierwiastkéw wielokrotnych

F

?‘1/;:

v

oraz

Metoda Newtona-Raphsona



(metoda styczne))

startujemy z punktu X, ;

rownanie stycznej w X,

y(X) =’ (Xo) (X - Xo) + f (Xo)

nastepne przyblizenie do x, w punkcie,
w ktorym y=0
PR S
(%)

powtarzajac te konstrukcje

f(X)

X1 = Xie — f/(Xk)

az



o IXa—Xl<e b

X...— X
. | k+1 /(| <g |Ub
|Xk+1|

o [f(x)l<e
e metoda szybko zbiezna

metoda jest zawsze zbiezna do x; jesli:
e W [ Xo, Xy ] Nie ma innych pierwiastkow,

e znak f” jesttaki sam jak znak f’

Tw.

Jesli FeCla bl i x elab]

takie, ze f()(r):O oraz f/(Xr);éO ,
to istnieje takie 6>0, ze

sekwencja {xha jest kwadratowo zbiezna do X,
dla dowolnego X, €[X, =0, X, + 5]

(uwaga: istnieje, tzn. moze by¢ dowolnie mate)

dowod

oznaczmy bledy przyblizenia w krokach n i n+l1



N+l — Xn+1 o )(r ,

f(Xn) _ En f/(Xn) - f(Xn)
TR Fx)

z rozwiniecia w szereg Taylora

0= f()(,): f(Xn_en): f(Xn)_en f/(Xn)+%en2 f//(gﬂ)

(&)
en+l ( f/(X )j

wyrazenie w nawiasie jest pewng funkcjg c(o) przedziatu
poczatkowego &,

biorac maksymalng wartosé f” i minimalna f w &, oraz
zakladajac, ze w n-tym kroku e, < , mamy

 =c(0)e’ <5-c(o)e, =

zatem

dla C(o) — uniezaleznionego od n

poniewaz 5 mozna wybraé dowolnie mate

zatem 5-C(5)=p<1 i



le < o6l = lim...p"=0 == lim...e, =0

Dzieki kwadratowej zbieznosci, jesli

X —x|<107° . |x,., —x|<107%

n+1

Przyklady przypadkowego braku zbieznosci
w metodzie Newtona-Raphsona

gdy nie jest fatwo znalezé f'(x) lub gdy f (x) dana
jest w postaci stablicowanej, f’(x) wyznaczamy

numerycznie = _metoda siecznych

Xn o Xn—l
X =X, — f(Xn)£ F(x)— f(xnl)j



mozna pokazacg, ze

| e/7+1| < Cl 9/7” en—ll

co w konsekwencji prowadzi do

| e/7+1|£ 61 enla gdzie &= %(1"‘\5)

Inna wersja metody siecznych:

bisekcja sieczng (regula falsi)

a

f(x)

/

Metody iteracyjne punktu stateqo

oroblem  f(X)=0  mozna sprowadzi¢ do



g(x)=x gdzie g(x)=f(x)+x
startujemy z X, ,

\ ¥=x

g(x)

d(Xo) 2 X1, 9(X1) 2 Xo ..
g(Xn-1) 2 Xn

o warunkach istnienia punktu stalego mowi
twierdzenie:

Jesli 9 €C[a,b] ; 9(x) €[a,b] dla wszystkich
X €[a,b] 1o J ma punkt staty w [a,b] .

dowdd:

jesli g(a)=a lub g(b)=b to oczywiste.

Jesli nie, to zachodzi g(a)>a i g(b)<b .

Definiujac h(x)=g(x)-x, funkcje ciagta na[a,b] mamy

h(a)=g(a)-a>0 i h(b)=g(b)-b <0

z twierdzenia o wartosci sredniej wynika, ze musi istnie¢



p w [a,b], taki, ze
g(P)-p=0

a zatem jest to punkt staly dla funkcji g(x).

Jesli dodatkowo pochodna g’(x) istnieje na [a,b] i

v 1g'(x)<1

x€a,b]

to istnieje doktadnie jeden taki punkt p,i dla
dowolnego p, w [a,b] , iteracja

pn — g(pn—l)

jest zbiezna do p.
Dowdd:

1. (istnienie jednego punktu statego)
zatézmy, ze istniejg dwa p=q,

| p—al=lg(p) —g(a)| ,

z tw. o wartosci Sredniej

P q

g(p)—9(@)|=lg'(E)llp-al<klp-gl</p-q

"




dla k<1, co daje sprzecznosc¢.

2. (zbieznosc¢)
1P, — PlI=19(P,1) — 9(P)I=19" (O Py — PISKI Py — P

to

|pn_plgkn|po_p|

zatemdla k<1
lim|p, — p|< limk"|p, — p|=0
Nn—oo Nn—oo .

y=X

P,=9(P, )
P=9(Ps) 1/

przyktady braku zbieznosci
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