FUNKCJE SKLEJANE
e duza ilos¢ weziow
f(x)

AW AW AYAS

wielomian wysokiego stopnia

f(x)

wielomian niskiego stopnia

e zagdamy funkcji gtadko przechodzacej przez
wszystkie punkty




1. sklejanie funkcjami liniowymi (nierézniczkowalne)

2.sklejanie funkcjami kwadratowymi (przedziatami)

- ax’+bx+c -> dwie state z narzucenia wartosci w X; Oraz Xis+1
trzecia stata z narzucenia ciaggtosci pochodnej w Xx;.; , to

brak swobody w okreslaniu pochodnej na koncach przedziatu

3. sklejanie funkcjami 3-go stopnia ( cubic spline)

przedziat [a,b]: X X1, X2, ..., Xp
a b

na kazdym pod-przedziale
[Xi, Xi+1 ], i:O,l, ..., h-1

przyblizamy f(x) wielomianem 3-go stopnia S
(kazdy taki wielomian jest okreslony przez 4 state)

ax®+bx?+cx +d



zadamy:

) Si(x)=F(x), i=0,1,...,n-1
Sn-1(Xn)=f(Xn)

b) Sir1(X+1)=Si(Xi+1), 1=0,1,...,n-2 ciagltosé

) Si1(Xie1)=Si(Xis1), i=0,1,....,n-2 rézniczkowalnosé

razem: 4n-2 rownan

brakujace 2 réwnania:

o S"i(x0)=0,
S//n_l(xn):O, naturalne warunki brzegowe

lub
o Su(x0)=VYo.
S/n-l(Xn) =Yn,

w praktyce

postac S (X) = @ + bi(x-x) + Ci(x-x))* + di(x-x;)’



z warunku a) mamy:

a; = f(xi)
oznaczajac
Xis1 - Xi = h;
z warunku b) dostajemy
a1 = a + bh +c¢h® +dih’ (1)
oraz

2 3
Qi+2 = Qjx1 + Dix1hiv1 + Cisp hivr™ + div1 hisg

z ¢) id)

biii = bi +2¢i h; + 3d; h{° (2)
Ci+1 = Cj + 3d; h; (3)
oraz
Ci+2 = Cix1 + 3di+1 hiyg
eliminujac kolejno wszystkie d | b oraz

pamietajac, ze

S//o(Xo):O => 2Cop +6do(Xo-Xo):O => cg=0
| tak samo

O0=cn= S//n(xn) - S//n-l(xn)

dostajemy uktad rownan na {Cp, Cy, ..., Ch}



lubna { Cq, ..

., Cp-1 }, gdyz Co i C, sazadane

wigzacy w kazdym réwnaniu C;, Ci;, , Ciso

(2w, 0 O 0 0 0
u, 2 w, 0 0 0 0
u; 2 w; --- 0 0 0
0 0 O u,, 2 W,
10 0 0 u, 2
— hi _ hi+l
i+l T i+l T
h. +h. h. +h.
gdZie f i _; i+l f f i + i+l
| li2 T Tin i i |-(h +h
i+l ( hi+1 hi ] ( i |+1)
hi =X, =X
fi = £(x)

a to jest ukfad niejednorodnych liniowych réwnan

algebraicznych...

INTERPOLACJA W WIELU WYMIARACH

f(X1,X2,...,XN)

N wektoréw tablicujacych siatke punktéow w kazdym wymiarze



~

szukamy wartosci f(X1,X2,...,XN)




Xo(k+1)
D] C
e (Xq.X2) n
X2(K) i
A hy B
X4 (1) Xq (i+1)

stablicowane wartosci funkcji w punktach A, B,C,D

oznaczmy VY1, Y2, Y3, Y4 (odpowiednio)
najprostsza: interpolacja formga biliniowa

wprowadzajac
t=(X1—xu(i))/
u= (X2 —x2(k))/hz

w kier. X1, y(x1) =y1 + (y2—y1)t, podobnie postapimy w kier. x, ,
tzn. idacz y; do y, orazz y, do ys ,tzn,,

yi+ (Ya—y)u +(y2+ (Ys—Yy2)u-Yyi1-(ya—y)u)t daje:

Y1 -YiU - yit +yau —yaut + yjut + yot — yout + ysut

czyli

y(x1,x2) = (1-t)(1-u)yr +t(1-u)y2 +tuys + (1-t)uys



NUMERYCZNE CALKOWANIE

kwadratura
b
| = | f(x)dx
Przyblizenie a (1)
-~ ()
|~ Y C''f
przez Z o (2)
gdzie fi=f(xi)) x, i=01..,n

wstawmy do (1) wielomian interpolacyjny Lagrange’a

Pa() = 3 F (i) Li (%)

=0
f(X;) to stafe,
to C; w(2)
G = [Ldx=[ ] XX gy
j | ijOjil(i_Xj) (3)

(dx = h dt)



wezly réownoodlegte => kwadratury Newtona-Cotesa

przypomnijmy wzér na Li(x) dla weztéw réwnoodleglych

L= [T]H t- )

J#

to [dx=hdt, gdyz t=(x-Xg)/h]

Ci(n)z%(—l ”"U |1t

0 J=0, j=I

n=1 : formuta trapezow

a=Xp, b:X1

j f (x)dx ~—(fo + f1)

X0

n=2 : wzOr Simpsona

a=xo, b=x», x:=(a+h)/2, h=(b-a)/2



X2 h
J'f(X)dng(fo +4f1+ f2)

X0

btad formuly trapezéw (ze wzoru na btad)

X1 ¢// 3
J o (- xo)x - xa)dx =17 ()

blad wzoru Simpsona
h° ¢ @)

Zadanie:

sprawdz, ze wzér Simpsona jest dokltadny rowniez
dla wielomianu 3-go stopnia

ogolnie dla formut zamknietych:



hn+3f (n+2) (g)

[t2(t—1)...(t —n)dt

n=2m (n+2)! 0
hn+2f (n+1)(é;)
n=ame1 D D

ztozona formula trapezéw
jesli siatka argumentéw zbudowana jest z punktéow
rownoodleglych X, X5, ... Xy, to stosujgc formute

trapezéw dla kazdego przedziatu (X;, Xi:1)

]Nf(x)dx:H{ (f, + f )+Zf }0(( O)f”)

Xp

jesli dla danego podZ|aIu odcinka [a,b]=[Xq, Xn]

catka wynosi S( , to dla 2-krotnie "gestszego” podziatu
Z 2 razy mniejszym h:H/2

S5 — 2 )+ h. Zf

formuty otwarte

gdy punkty poczatkowy lub /i koncowy elementarnego
przedziatu catkowania nie sa weztami wielomianu
interpolacyjnego




f(x)

np. wzor prostokatow a xﬂ' b
dla wielomianu interpolacyjnego O-stopnia (stala = f(Xo) ).
obliczmy btad przyblizenia prostokatnego ( h=Db-a)

rozwinmy f(x) w szereg Taylora:

f(x) = f(xo)+ f/(Xo)(X—%0) +1/ 2 (1)(x — x0)?

po scatkowaniu pierwszy wyraz daje wartos¢ catki przyblizong
wzorem prostokata, drugi wyraz znika, a trzeci daje "reszte”

h3

fll
=11



