ANALIZA FOURIEROWSKA
szybkie transformaty Fouriera

dowolna funkcje periodyczng F(t) w czasie lub przestrzeni
(t=x, okres T) mozna przedstawic¢ jako

M F@)=b+Y [asin(nkt)+b, cos(nkt)]

n=1

gdzie
k=27z/T ub kK=w

zauwazmy, ze o = 1k,
jest najnizsza czestosciag w szeregu — czestoscig funkcji okresowej

Analiza fourierowska:

znalezienie wspoétczynnikéw dp bn

(2) a =

n

j F(t)sin(nkt)dt

okres

b, =2 j F (t) cos(nkt)dt

okres

—|ro

dla funkcji nieokresowej najnizsza czestos¢ moze by¢

mniejszaod @ i czestosci w rozkiadzie (1) moga
przebiegac¢ ciagte widmo:



-l t

(3) F(t):zlﬂjc(a)) e do

c - ciggta funkcja () — odpowiednik ay, by
wowczas

@ c)=[FO e d

wiedzac,ze @ =2xnf, T=1/f mamy

=2 ift

(A) Ft)=[c(f) e df

C(f) — méwi z jaka ,,waga” wystepuje czestos¢ f w sygnale

catki sg od [-x, +«], podobnie dlacatekpo ® (f),
»czestosci” beda wéwczas dodatnie i ujemne

funkcja F(t) moze by¢ np. sygnatem zdefiniowanym w
pewnym przedziale czasowym,

rédwnania (A) i (B) pokazuja jakie jest widmo (=rozkiad)
funkcji F (,,sygnatu”) na ,czestosci”;
tzn. z jakich czestosci sie skiada.

W praktyce mamy na ogét sygnat F préobkowany
dyskretnie z krokiem A

Fn = F(nA), n=0,1,2,3,...



DYSKRETNA TRANSFORMATA FOURIERA

Znalezienie n czestosci skladajacych sie na F(t)

e czestosc¢ krytyczna Nyquista

1

fo= "
2A
f. jest czestoscia funkcji sin(t), dla ktérej prébkowanie
odbywa sie 2 x na okres;
jest to ,,najwieksza” czestos¢, ktérg mozna
,odwzorowac” przy takim prébkowaniu

o jesli F(t) nie zawiera czestosci wiekszych od f.,
tzn. C(f)=0 dla |f| >f; *)

woéwczas F(t) jest scisle okreslone przez dyskretny,
nieskonczony rozkitad

R . sinf2f_(t—nA)]
F(t) = An; F (=)

mozna pokazac, ze dla rzeczywistej funkcji F(t)
C(-f) =[C()]*; dla n:..,-2,-1,0,1,2,... C pokrywa f [-cc, +oc]

e Gdy jednak warunek (*) nie jest spetniony
czestosci z przedziatlu |f| > f. zostajq
»,falszywie zmapowane” do przedziatu |f| <f;



przy N prébkach (zatézmy N parzyste)
mozemy dosta¢ max. N czestosci w przedziale -f; - f.

poszukamy ich tylko dla utamkéw f;
tzn.

przyblizajac catke (B) przez dyskretnag sume

2r ift N-1 2r if,t,
c(fn):jF(t) e dt=Y Fe A

k=0

(pamietamy, ze A to krok czasu;
przez A mozemy skréci¢ wyciagajac przed sume )

pamietajac, ze f, =n/(N A) oraz ze t, = kA dostajemy f,tx = kn/N

a oznaczenie

N-1 27 ikn/N

c,=> Fe

k=
daje nam uktad zespolonych réwnan algebraicznych

C, — okreslaja ,,wage” z jaka f, wystepuje w sygnale



I EN | bon-t 7 bN‘l’N—l Fyoa

gdzie bp = exp(2znk/N)

wyznaczenie Cp, wymaga N*N mnozen (w dziedzinie zespolonej)
jesli N=1076

(tzn. np. prébkowanie z czestotliwoscia 1GHz sygnatu
trwajgcego 1 ms)

to dla 10*7 operacji zmiennoprzecinkowego mnozenia na
sekunde, DFT wymaga

30 godzin obliczen

FFT

Zatozmy N = 2n (parzyste) i oznaczmy
27 1IN
e =W
zatem

N-1 27 ikn/N
cC,=) € F,



dzielac zbidér liczb k (jestich N) na parzyste i
nieparzyste

271 27 i2k)n/N 271 27 i@2k+D)n/N
=2 € Fo + Ze Fokia
k=0 k=0
N_1 . N_1q .
2 27 ikn/(YY) 2~ 27 ikn/(Y)
. n
=) e F +W") e .
k=0 k=0
a to jest
nAan
=c’+W"c"
tzn.

transformata Fouriera z parzystych prébek
(ktorych jest N/2)

+

transformata Fouriera z nieparzystych prébek * W"
(ktorych tez jest N/2)

kazda o wymiarze N/2
sortujac najpierw parzyste, a potem nieparzyste Fy

mamy



¢, | [1 0 |W° 0 || ¢ |
_ 1 0 w e CN/2-1

1 W N2 0 cy’
Cyvy] |0 1 0 WM e |

(***)

i tak sukcesywnie mozemy rozktadac¢ kolejne transformaty
na transformaty o wymiarze 2x mniejszym

w tym kroku mamy N mnozen (2 x N/2)
w nastepnym bedzie N mnozen (2 x 2 x N/4)
w kolejnych bedzie N mnozen

(juz w tym pierwszym kroku, wykonujemy N mnozen, ale kazda z transformat
potéwkowych wymagataby tylko (N/2)*(N/2) mnozen, czyli 2 x N%/4 = N%/2, co w
sumie daje N+ N%2 < N*N (dla duzych N)

krokéw jest tyle, n, ile razy N=2" dzieli sie przez 2, tzn.
n =log:N

zatem ilos¢ mnozen jest
N logzN

sekwencja tych krokéw musi by¢é wykonywana ,,od konca”.

Dla N=10° (~2?°) i 10" FLOPS czas obliczen wyniesie

2 sekundy



Algorytm FTT sklada sie z 2 etapow

1. Segregacji F, na parzystei nieparzyste n
(N musi by¢ potega 2)

2. Wykonania petli n krokéw (z N mnozeniami w kazdej)
ad.l

rozwazmy przypadek N=8,
poczgtkowe indeksy kolejnych ,probek” sa:
o) 1 2 3 4 5 6 7
uktadajac najpierw parzyste

o) 2 4 6 1 3 5 7
parzyste nieparzyste

ale w drugim kroku musimy w kazdej grupie
od nowa indeksowac ,probki”

o 1 2 3 o 1 2 3

l... ponownie w kazdej grupie podzieli¢ na
parzyste i nieparzyste...

0O 2 1 3 0O 2 1 3
parz. n.parz parz. n.parz

a ostatecznie zostang poindeksowane jako
o) 1 0 1 0 1 o) 1
zapytajmy w jakim szeregu stojg teraz oryginalne ,prébki” ?

0O 4 2 6 1 5 3 7

takie ustawienie od poczatku , gwarantuje, ze dzielgc indeks /2
zawsze dostaniemy wpierw parzyste a nastepnie nieparzyste
bez koniecznosci cigglego przestawiania ,,prébek”



podobnie dla N=16

dla N=16, n=4

u1w“31415
l|]24|163101214 1|35?|9111315

| |

01776? 0\123456?
l|]ﬁ4|T135? l|]24|lﬁ 13 5 7
0123‘ 01 2 3 01/23 01 2 3
02 13 02 1 3 021 3 021 3
01 01 0101 0101 01 0 1

Nalezy zatem tak posegregowaé wejsciowy wektor wartosci
Fn zeby przy kazdym podziale /2 najpierw byly zawsze
indeksy (k) parzyste a nastepnie nieparzyste

- zeby nie trzeba bylo ciagle sortowaé — ze wzgledu na czynniki “b,” -

(pamietajgc, ze w kazdym kroku (podziale) numerujemy
F,od nowa od 0 -do- N/2-tzn. poczatkowe n jest podzielone /2 )

Zobaczmy co to oznacza dla binarnej reprezentacji indeksow

Przykltad N=8, (n=3)



0 000 O 000 (0) (0)
1 001 4 100 (2) @)
2 010 2 010 1) (0)
3 011 6 110 n-1 (3 n-2 (@
4 100 1 001 bit (0) bit  (0)
5 101 5 101 (2) 0
6 110 3 011 0 (0)
7 111 7 111 (3) 1)

widzimy, ze jest to operacja odwracania bitow
w dwojkowej reprezentaciji
a dzielenie przez 2 to obcinanie ostatniego bitu ....

algorytm odwracania bitow:

e 0 (000...0) oraz N-1 (111....1) nie ulegajg zmianie

e niech i przebiegawartosci od 1 do N-2, tzn.
I - numeruje kolejne indeksy naturalne
[ petla nadrzedna ]

e dladanego i , niech j bedzie indeksem, ktéry
nalezy przestawi¢ z i (tylko gdy j>i);
dla kazdego i, kladziemy na poczatku j=0

e dzielimy sukcesywnie i/2 w petli az do otrzymania 0
a kolejne reszty R mnozymy przez 2"*, gdzie k
powieksza sie od 0 co jeden w kazdym kroku petli

e przestawienia dokonujemy <=> j>i



fragment programu dla tablicy F indeksowanej od 1 do N

=1
fori:=1to N do
begin
if j>i then
begin
temp:=F());
F():=F();
F(i):=temp;
end;
m:=N/2;
lab: if (m>2)and(j>m) then
begin
ji=j-m;
m:=m/2;
goto lab;
end;
Ji=+m;
end;

ilustruje to ... program P_NP_FTT ...

ad.2
* Zaczynamy od tablicy danych F,
jej elementy mnozymy kolejno przez 1,W, 1,W, 1,W,
(przez 1 nie trzeba mnozy¢€) tworzac kolejne C,
z pary dwoéch kolejnych F;
dla przykiadu N=8 :
Fo F1 Fo Fs Fa Fs F¢ F; - poczatkowe

Fo F4 F», Fs F1 Fs Fs3 F; - uszeregowane

najpierw z kolejnych dwoch, np. Fg F4 tworzymy pary



Co C1 Co Cy

np.
Co=Fo+ W *Fy ,
Ci=F,+W"*Fe ,

itp. —w sumie 8 mnozen

z tych 4-ech par tworzymy dwie 4-Ki
Co=Co+W’*C;

Ci1=Cp+ wh * C1

Co=Co+W**Cy

Cs=Co+W>*Cy

oraz drugg czworke

Co=Co+W°*
C,= +W1*
Co=Co+ W
Ca=Co+ W3
nb. W°=1

mozna utrzymywac tablice wartosci W* |
lub kolejno namnaza¢ W na W

w nastepnym kroku petli biegnacej az do log;N

... i kolejny krok da z tych dwu czworek -> 6semke wartosci ...

w sumie 3 kroki po 8 mnozen = 24 mnozenia,
(a mogto byé¢ 8x8=64)

algorytm odwracania bitow indekséw zapewnia, ze
wszystkie Fy zostang odpowiednio uszeregowane,
zapewhniajgc w kazdym kroku kolejnos¢ parzyste /
nieparzyste .
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