WEKTORY | WARTOSCI WLASNE MACIERZY
Ac=AC
(A-Al)c=0

nietrywialne rozwigzanie gdy
det|A — Al|=0

problem przyblizonego rozwigzania zagadnienia wlasnego
dla operatorow w mechanice kwantowej

Va\

M\ - macierzowa reprezentacja operatora A

w skonczonej ortonormalnej bazie funkcyjnej {gﬁl}

A =<ilAlj>= ¢ (r)Ap,(r)dr

e metoda wariacyjna Ritza

e rachunek zaburzen dla stanéw zdegenerowanych



wektor wspoétczynnikdw rozwiniecia

Y= Zn:Ci§0i
i—1

mechanika kwantowa.

hermitowskie (symetryczne) operatory mierzalnych
wielkosci fizycznych; gtéwnie macierze symetryczne

podstawowe definicje i twierdzenia
algebry macierzowej (przypomnienie):

def.

Macierze A i B (Nnxn) sa podobne gdy istnieje
nieosobliwa macierz S (det|S|#0 ) taka, ze

A=S'BS
def.

Jesli S'=S" t0 S jest ortogonalna (unitarna)

Tw.

Macierze podobne majgq te same wartosci wlasne;

Ac=AC, BXx=Ax | X=Sc



Tw.

Jesli A jest macierza symetryczna to istnieje
ortogonalna macierz S taka, ze D=S'AS
gdzie D jest macierza diagonalna.

problem (*) sprowadza sie do znalezienia
transformacji diagonalizujacej A

Metody iteracyjne

Transformacja Jacobiego

1. przypadek n=2

wybierzmy S w postaci:

COSV  SInvVv

—sSInV COoSV

istotnie S'S=1

Jakie powinno by¢ Vv, zeby

(cosv —sinvj(p rj(cosv sinvj_(ll
sinv - cosv/\r g/\-sinv cosv/ \0 A4,

0

J



z zadania 0 w pozadiagonalnym elemencie

pcosvsinv+rcos’v—rsin®v—gsinvcosv =0

21
g—p

tg(2v) =

dla p=q 2v=n/2 V=n/4
2. N>2

O .. cosv .. sinv .. O

O .. =sinv .. cosv .. O

0 .. 0 .0 .1

I-ta j-ta
kolumna kolumna

S 'ASy - eliminuje elementy {1} oraz {1,]}

dodatkowo: zmianie ulegaja tylko wiersze {i}, {j} oraz kolumny {i}, {j} -



¢ nie potrzeba mnozy¢ trzech macierzy, z ktérych dwie zawieraja
prawie same zera...

e wystarczy wyprowadzi¢ wyrazenia na zmienione elementy w tych
wierszach i kolumnach...

iteracyjnie usuwamy elementy pozadiagonalne tworzac ciag

transformacji

S.'Sk1'...S,'S;"AS;S, ... Si.1Sk

ostatecznie transformacja S diagonalizujaca A

S =515, ... SnaSy

e w kazdym kroku wybieramy najwiekszy
element pozadiagonalny

e w kolejnych krokach mogg ulec zmianie
elementy wczesniej wyzerowane

e ale mozna udowodnic, ze

> a Y <Y a,

m=n m=n

e metoda jest wolno zbiezna

¢ ciag kolejnych transformacji diagonalizujacy
(zerujacy pozadiagonalne elementy) z zagdang doktadnosciag



ale daje

e Wszystkie wartosci witasne

kolumny S zawierajg kolejne wektory wlasne:

jesli przez X oznaczy¢ macierz ztozong z kolumn
wektorow witasnych, to

AX=DX

gdyz 0 .. A

| XTAX=D

a to oznacza, ze S=X

Metoda Householdera i algorytm OL

e sprowadzenie A do postaci tréjdiagonalnej T

o takich samych wartosciach wlasnych jak A

( za pomoca szeregu transformaciji ortogonalnych )

niech U bedzie dowolnym wektorem owym. M < N



macierz Householdera
-
P=I1-2uu

macierz | mawymiar nxn

2
u, u’ uu, .. uu_
u, uu, u’ .. uu
(u, U, .ouy)=
2
u, uu. wu. .. u

(do wymiaru n mozna uzupetnié diagonalnie)

np. dla n=m+1

1 0 0 O
0 u’ uu_
0 :
0 uu, . u’

T 2
to P =P, wybierajac U tak, ze |U| =1

_ . — pl
to PP=1 czyli P=P
jest tak poniewaz (I-2uu’)(I-2uu’)=I - 4uu’ + 4uu'uu’, u'u=|ul?

zatem P jest ortogonalna

jesti JUl°#1 to



gdzie
I

H=—|u|
2

2 : .
przy czym przez |u|® nalezy rozumie¢:

u
|U|2:(U1 u, .. um)' i

mozna pokazac, ze wybierajac

(*1) U= X$|X|ei , X —dowolny wektor
to

Px = £|X|e.

tzn.

P wyzerowuje z X wszystko za wyjatkiem
elementu na i-tej pozyciji.

dowod:

(wybierzmy znak +)



korzystamy z faktu, ze  |u]® = u'u = 2|x|(|x|+x;) (A)
(gdyz xei =x;)
oraz, ze u'|x|e; = |x|(x]+x) , (B)
zatem
Px = Ix —2uu'x /(u'u) = [ z def. *1] = x — 2uu(u-|x|e;) /(u'u) =
=[zAiIB]=x-=2u+ 2u(|x|(|x|+x})) I 2|x|(|x|+X])) =X —2u +u =

=[z def. 1* ] = - |X|e

( a21\
a31

Wybierajac X jako | =~ |z kolumny (1) A
\ Ang )

(zauwazmy, ze m=n-1 i do wymiaru n uzupetniamy P jako I)

oraz biorgc i =1 (2 gdy mamy na mysli calg kolumne z A)

1 0 .. 0
0

0

zbudowane z X P,



A, S Q3 - G

P,-A=|0

0

(k jest z dokltadnosciag do znaku réwne |x|)

i zmodyfikuje pozostate elementy w bloku
(2,3,...,n)x(2,3,...,n)

a

AYP-A-P=| 0

0

kolejne P> budujemy w oparciu 0 X z A(l)

- nie z calej AW lecz z bloku o wym. (m =n-2) —

poczawszy od 3-ciej kolumny i 3-go wiersza



@)
A3y
€Y
Ay

a cigg operacji P = Pl P2 Pn_z

@)
an1

ortogonalnych, tréjdiagonalizuje $cisle A do T

e o .. .. .. 0
o o o . .. O
O ¢ ¢ o .. O
O O e o

0 . 0 0 e o

skonczona liczba (n-1) operaciji

®diagonalizacja macierzy T

niech Jn w dziataniu na | (JnT)

dokonuje obrotu Jacobiego (lewego) ,
wyzerowujac element (N-1, N );
w dolnym tréjkacie | pojawi sie Tn,n-2 # 0

poniewaz
ey ey



reey 0 ’ Tn-2,n-3 y Tn-2,n-2 ) Tn-2,n-1, 0
veny O ' O ) Tn-l,n-2 ' Tn-l,n-l ) O
ey O ’ O ’ Tn,n—2 1 Tn,n-l 1 TI’],I’]

mnozone z lewej strony przez maciez Jacobiego posiadajaca

cos(v), sin(v), -sin(v), cos(v) na elementach o indeksach n-1, n

zerujaca element T, , moze zmodyfikowaé O (natej pozycji)

wyzerowujac kolejne elementy Tk-l,k obrotem Jk

(XX)
LY =3,05...3, T

otrzymujemy macierz tréjkatna (lewa):
e 0 .. .. .. O
e ¢ 0O .. .. O
e ¢ o 0 .. O
O e o o

0
0 .. 0 o o o

1 T T T
oznaczajac Q( ) = J n J N-1 =«» J 2

mozemy zapisac

T = Q(l) | D =70

(albo inaczej — mnozac (XX) z lewej przez I3 . d0 )

zauwazmy tez, ze (J2Jz...0n) = 3w JTha ... 3T = QM) = (QW)?
bo Q(l) jako seria macierzy Jacobiego jest ortogonalna,



= faktoryzacja T na (m. ortog.) x (m. tréjkatna)

i T nazwiemy w tym etapie T

ale pomnozenie Q z lewej przez L.
2 1 1
i T@=LOqW

jest ponownie macierzg tréjdiagonalnag gdyz

T®=13,35...3, TH 3" 3" . ... J7,

e proces iteracyjny:

T(k) jest faktoryzowana T(k) — Q(k) L(k)

ThD = | 0 QW

az do otrzymania wyzerowania z zagdang doktadnosciag

Znajdowanie pojedynczych wartosci witasnych

e Szukanie "zer wielomianu

P (A1) =det|A— Al

metoda potegowa




szukamy jednej (wybranej) wartosci wiasnej

e zatlozymy, ze interesuje nas dominujgca wartosc¢

Ais Ayyenis A

N wartosci wlkasne A
{V(l) | V(Z) o V(n) }

(wzajemnie ortogonalne dla A symetrycznej)

AL, > A, > | A |> 0

niech

wektory wlasne

niech

n
dowolny wektor X w R

n
x=> av"
=1
: : : 2 Kk
zauwazmy, ze mnozac przez A, A°, ..... A

(i) — 7 D
Av'' = AV

i z faktu, ze

n
A => a2,V
1=1



K

n ﬁ _
AX =2, a;| = | vV
4 A,
zatem

limA*x = a,v® lim 4 *

K—o0 K—o0
bo wyrazy w sumie dla i>1 zbiegajg do zera;

i jest zbiezne do zera dla |}b1|<1

©

wybierzmy X = X - unormowany do jednosci

(przy ||X[] = max { |xi| })
(0)
X =1

ze skladowa o Po

(1) (1)

niech

i unormowany Y oznaczmy X



" B/CD
X = W1 [\,D
y 4 gdzie | ypl ‘ - Hy H

Py

a indeks P1 wskazuje te wspétrzedng Y,
ktorej | .| jest najwieksza

zatem

=1

@

powtdrzmy to samo dla

1

(1)
y P
| utworzmy X(Z) analogicznie jak X(l)
(2)
o_ Yo 1 a0

(2) (2) (1)
y P2 y pzy P1

po m Kkrokach



m oK)
szly Pk

()

(M)

tworzac w kazdym kroku

(K)
dzielilismy y przez najwiekszg jego

()

wspoétrzedna w celu unormowania do

Zobaczmy
czym sa w kolejnych krokach wielkosci
zdefiniowane jako:

(m) _ ,(m)
lLl o y Pm-1

tzn. ta wspotrzedna y(m) , ktébra wyznaczata norme
poprzedniego y(m-l)
i O oy + 3" a v,



Pve " (i)
= 1 - '
(1) (i)
1V, +Zj:2ajv Po
dla kroku m
| (1) " m ., (i)
ﬂ(m) . ﬂ alv Pm-1 +ZJ:2aJ(ﬂ/J /ﬂul) V Pm—1
o 1 n B .
Ao, + D e (A A"V
z faktu, ze ‘A‘l jest najwieksze
" (m) _
lim 4" = 4,
M—o0
dodatkowo

m
| - (x(™)
mozna pokazacé, ze szereg m=0

zbiega sie

A odpowiadajgcego wartosci wiasnej

wybierajac dowolny unormowany X

o0

do unormowanego wektora witasnego

ﬂ“l

(0)




mozemy po m iteracjach ”zblizy¢ sie”
z zadana doktadnoscia do wektora wiasnego

odpowiadajacego najwiekszej wartosci wlasnej

Inna wersja metody

odwrotna metoda poteqowa

pozwala uzbiezni¢ proces do wartosci wiasnej

(i odpowiadajacego wektora wiasnego)
najblizszej danej liczbie (

... program JACOBI_POT ...



