5. Wprowadzenie do problemu odksztalcen na przykladzie
samorosnacych kropek kwantowych

Samorosnqgce kropki kwantowe

Jedng z najwazniejszych metod wytwarzania nanostruktur jest tzw. epitaksja z wigzek molekularnych
(MBE, ang. molecular beam epitaxy). W metodzie tej, w warunkach ultra-wysokiej prézni, na
odpowiednio przygotowane podtoze krystaliczne, nanoszone sg kolejne warstwy atoméw lub
molekut (Rys.5.1). Zrédtem strumienia atoméw réznych pierwiastkéw lub badz molekut (stad nazwa
MBE) sg specjalne piecyki o stabilizowanej temperaturze, tzw. komérki efuzyjne (zwane tez
komadrkami Knudsena). Proces MBE w potaczeniu z, na przyktad, spektroskopig RHEED (dyfrakcja
wysokoenergetycznych elektrondw, ang. Reflection High-Energy Electron Diffraction) umozliwia
kontrole wzrostu kolejnych warstw z doktadnosci do pojedynczych odlegtosci miedzyatomowych.

Rys.5.1 Wyglgd zewnetrzny komory MBE (Zrddfto: Internet).

W procesie wzrostu mozna zmienié¢ sktad chemiczny reagentéw, np. poprzez zamkniecie i otwarcie
odpowiednich komérek efuzyjnych. | tak, przyktadowo, po osadzeniu kilkunastu monowarstw (ang.
monolayers) arsenku galu (GaAs) mozna nanies¢ kolejne warstwy innego materiatu, np. arsenku
aluminum (AlAs). Jako, ze materiaty osadzany oraz podtoza réznig sie wtasnosciami elektronowymi, w
szczegoblnosci szerokoscig przerwy energii wzbronionej, to opisany proces zmiany sktadnikéw
umozliwia wytwarzanie studni kwantowych oraz tzw. supersieci.

Nie wszystkie materiaty potprzewodnikowe mozna ze sobg taczyé, tak aby obszar ztgcza wolny byt od
dyslokacji oraz innych defektow struktury krystalicznej. W szczegdlnosci state sieci krystalicznych
(zwigzane z dtugoscig wigzan miedzyatomowych) materiatéw podtoza oraz osadzanego nie moga
zbytnio sie zbytnio réznié. Dobrym przyktadem sg tutaj GaAs oraz AlAs, ktérych state sieci réznig sie o
mniej niz 0.2%.



Bardzo ciekawa sytuacja ma miejsce w przypadku czesto stosowanych kombinacji materiatow
potprzewodnikowych np. dla InAs/InP réznica statych sieci wynosi okoto 3%, natomiast dla InAs/GaAs
jest to az 7%. Ze wzgledu na wspomniang rdznice statych sieci, nanoszona warstwa oraz podtoze
muszg sie w jakis$ sposéb ,,dopasowac” sie (rys. 5.2).
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Rys.5.2 Schemat ilustrujgcy dopasowanie statej sieci epitaksjalnie nanoszonej warstwy do
statej sieci podtoza.

Dla materiatéw réznigcych sie istotnie stafg sieci, w procesie tzw. wzrostu Stranskiego-Krastanowa,
pierwsza z osadzanych warstw (tzw. warstwa zwilzajgca) dopasowuje swoja statq sieci w ptaszczyznie
zfacza do statej materiatu podtoza (jest to tzw. pseudomorfizm). Dla materiatéw widocznych na
rysunku schematycznym oznacza to, ze materiat warstwy (InAs) o wiekszej statej sieci krystalicznej,
jest scisniety w ptaszczyznie ztgcza, a towarzyszy temu jednoczesnie zwiekszenie grubosci warstwy
(rozciaggniecie) w kierunku wzrostu, podczas gdy podtoze pozostaje praktycznie nie odksztatcone. W
takiej sytuacji méwimy, ze warstwa ulega silnej deformacji lub odksztatceniu, gdyz zmianie ulegaja
odlegtosci miedzyatomowe w stosunku do odlegtosci charakterystycznych dla nieodksztatconego
krysztatu objetosciowego. Bardziej ilosciowy opis tego zjawiska znajdziemy w dalszej cze$ci wyktadu.

Kontynuacja procesu jednorodnego wzrostu materiatow niedopasowanych sieciowo doprowadzitaby
do silnego odksztatcenia nowo rosngcej warstwy. W rzeczywistosci bardziej energetycznie korzystna
jest sytuacja w ktorej energia odksztatcen minimalizowana jest w procesie wzrostu poprzez
powstanie niejednorodnych zgrubien ,,wysp” nanoszonego materiatu (Rys 5.3). Powstate ,, wyspy”
majg rozmiary rzedu nanometrow (Srednica 10 -30 nanometréw; wysokos¢ 1-5 nanometréw) oraz
rozmieszczone sg w nieregularny, przypadkowy sposdb na powierzchni podtoza. Charakteryzujg sie
jednak dos¢ podobnym ksztattem przypominajgcym soczewke, a ich parametry takie jak sktad
chemiczny, rozmiar, czy gestos¢ rozmieszczenia na podtozu mogg by¢ w duzym stopniu
kontrolowalne poprzez dobér warunkéw wzrostu.



Rys.5.3 Obrazy z mikroskopu sit atomowych ilustrujqgce powstawanie ,wysp” (kropek
kwantowych) na podtozu o innej statej sieci (Zrédto: Internet).

Zwykle proces wzrostu ,wysp” jest przerywany, natomiast ponownie nanoszony jest materiat
podtoza. W rezultacie otrzymuje sie strukture zbudowang z ,wtragcen” materiatu
potprzewodnikowego otoczonego przez materiat podfoza (Rys. 5.4 oraz Rys. 5.5).
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Rys.5.4 Schematyczny przekrdj przez warstwe samorosnqcych kropek kwantowych.

Odpowiedni dobdr sktadu chemicznego, np. otaczajgcej matrycy o szerokiej przerwie energetycznej
(GaAs lub InP) oraz wasko-przerwowego materiatu ,wysp” (InAs) prowadzi do przestrzennego
ograniczenia ruchu nosnikow tadunku (elektronéw i dziur) do obszaru danej ,wyspy”. Tego rodzaju
nanostruktury nazywamy samorosnacymi kropkami kwantowymi (ang. self-assembled quantum dot),
gdzie ,samorosnacy” lub ,5samoorganizujgcy” ilustruje charakter procesu wzrostu, a stowo ,kropka
kwantowa” opisuje niewielki obszar przestrzeni ograniczony w trzech wymiarach barierami
potencjatu.



Rys.5.5 Obraz ze skaningowego mikroskopu tunelowego, przekrdj (X-STM, ang. cross-section scanning
tunneling microscope) przez pojedynczq samorosngcq kropke kwantowq InAs/GaAs o ksztafcie
soczewki (zrodto: prace P.M. Koenraad et al).

Kontrola parametrow wzrostu umozliwia takze uzyskiwanie nanostruktur o innych niz soczewka
ksztattach. W szczegdlnosci technika ,,indium-flush” pozwala na tworzenie samorosngcych kropek
kwantowych o ksztatcie dysku (Rys. 5.6).

(b) X-STM

Rys.5.6 Obraz ze skaningowego mikroskopu tunelowego, przekrdj (X-STM) przez pojedynczg
samorosnqcq kropke kwantowgq InAs/GaAs o ksztatcie dysku (Zrédto: prace P.M. Koenraad et al).

Obok pojedynczych kropek kwantowych mozliwe jest réwniez stworzenie uktadéw podwdjnych
kropek kwantowych (Rys. 5.7) lub nawet stosu kropek kwantowych (Rys. 5.8).



Rys.5.7 Obraz ze transmisyjnego mikroskopu elektronowego (TEM, ang. transmission electron
microscopy), przekrdj przez uktad dwdch samorosngcych kropek kwantowych InAs/GaAs (Zrddto:
Internet).

Rys.5.8 Obraz ze skaningowego mikroskopu tunelowego, przekréj (X-STM) przez pionowy stos
samorosnqcych kropek kwantowych InAs/GaAs (Zrédto: Internet).

Wtasnosci widmowe pojedynczych kropek kwantowych przypominajg wiasnosci atoméw (dyskretne
widmo energii), stad czasem stosowana jest nazwa ,,sztuczne atomy”. Analogicznie, uktady dwéch i
wiecej kropek kwantowych nazywa sie czesto mianem ,,sztucznych molekut”.



6. Rodzaje i Zrodla odksztatcen

Tensorowy opis odksztalcen

Omowione do tej pory samorosngce kropki kwantowe zawdzieczajg swoje istnienie niedopasowaniu
sieci krystalicznych materiatu kropki i podfoza i zwigzanym z tym efektom odksztatcen. Z drugiej
strony materiat kropki jest silnie odksztatcony (Rys. 5.9), i jak nalezy przypuszcza¢ efekty odksztatcen
mogg miec istotny wptyw na wtasnosci widmowe danej kropki kwantowej.
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Rys.5.9 Schemat deformacji odlegtosci miedzyatomowych dla kropki kwantowej InAs w matrycy GaAs.

Samorosngca kropka kwantowy stanowi dos¢ skomplikowany, tréjwymiarowy uktad, w pierwszej
kolejnosci zastanéwmy sie wiec jak ilosciowo opisa¢ deformacje (odksztatcenia) dla zdecydowanie
prostszego zagadnienia jednowymiarowego.

Zacznijmy od przyktadu metalowej sprezyny na ktérej zawieszamy coraz wieksze obcigzenie (Rys.
5.10). Zgodnie z prawem Hooke’a oraz naszg intuicjg stopien rozciggniecia sprezyny zalezy od jej
rodzaju (np. grubosci oraz materiatu drutu z ktérego jej wykonana) oraz zawieszonej masy.
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Rys.5.10 Deformacja (rozciggniecie) sprezyny w funkcji rosngcego obcigzenia.

Na uzytek aktualnych rozwazan nie interesujg nas jednak ani sity zwigzane z tym procesem, ani
naprezenia wystepujgce w drucie sprezyny, a jedynie jakas miara jej deformacji. Wprowadzimy wiec
definicje odksztatcenia sprzeiny poprzez poréwnanie diugosci sprzezy zdeformowane] i
nieodksztatconej (Rys. 5.11) oraz podzielenie tej réznicy przez dtugosc nieodksztatcona.
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Rys.5.11 llustracja i definicja odksztafcenia dla przypadku jednowymiarowego (Zrédfo: Internet).

Definicja ta ma taka zalete, ze dla struktury nieodksztatconej € przyjmuje wartosé réwng zeru. Znak €
opisuje charakter odksztatcen: €>0 odpowiada odksztatceniom o charakterze rozciggajacym,
natomiast €<0 odpowiada odksztatceniom o charakterze sciskajagcym. Dodatkowo dzielenie przez
dtugosc¢ sprezyny nieodksztatconej pozwala wprowadzi¢ jednakowg miare odksztatcen dla obiektow
roznej dtugosci. Przyktadowo metrowy drut rozciggniety o 1 centymetr jest tak samo silnie
odksztatcony (1%), jak kilometrowy drut rozciggniety o dziesie¢ metrow.

Definicja € jest w petni wystarczajgca dla deformacji o charakterze jednowymiarowym. Problem
pojawia sie jednak dla bardziej skomplikowanych deformacji przestrzennych (Rys. 5.11).
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Rys.5.11 llustracja znaku odksztatcenia dla przypadku jednowymiarowego oraz , ktopotu” z prostym
opisem jednowymiarowym dla bardziej skomplikowanych deformacji o charakterze skrecajgcym.

W ogdlnym przypadku w opisie nalezy uwzglednic istnienie pozostatych dwdch wymiaréw. llustruje
to rysunek Rys. 5.12, ktory pokazuje wiele (czesto skomplikowanych) mozliwosci w jakie mozna
zdeformowac jednostkowy szescian. Mozliwe jest wiec rozcigganie i Sciskanie wzdtuz okreslonych
krawedzi szescianu, a co wiecej deformacja o charakterze skrecajgcym, badz $cinajgcym.



S

g

—)

-
+

Rys.5.12 Schemat réznych odksztafcen dla trojwymiarowego szescianu.

l

Wszystkie mozliwe deformacje szescianu mozna odpisa¢ za pomocy jednej wielko$ci macierzowej,
tzw. tensora odksztatcen:

xx gxy Xz
E=|€, &, &,
zx zy zz

Tensor ten jest symetryczny (g;=¢;) oraz, co wazne, opisuje deformacje ksztattu jednostkowego
szescianu, a nie jego obrét (wyrazony za pomocg macierzy obrotéw) czy translacje (przesuniecia) w
przestrzeni.

Rodzaje odksztatcen

Bez wchodzenia w szczegdty matematyczne zilustrujemy (Rys. 5.13) gtéwne rodzaje odksztatcen oraz
odpowiadajgce im postaci tensora odksztatcen. W szczegdlnosci deformacja o charakterze
hydrostatycznym (ktorej doswiadcza np. kabina todzi podwodnej) oznacza jednorodne $ciskanie
(e<0), zatem zaden z kierunkéw przestrzennych nie jest wyrdzniony (ex=€,,=€,,). Poniewaz ksztaft
deformowanej struktury jest zachowany to elementy niediagonalne tensora sg doktadnie rowne zero.



Z kolei dla odksztatcern o charakterze osiowym, $ciskaniu (rozcigganiu) w jednym z kierunkéw (np.
€,,<0) towarzyszy rozcigganie (Sciskanie) w dwdch pozostatych kierunkach (g,=¢€,,>0). Wybierajac osie
uktadu wspétrzednych wzdtuz kierunku deformacji ponownie otrzymujemy diagonalng postaé
tensora odksztafcen, przy czym elementy na diagonali sg rézne (np. €= €% €,,).

Hydrostatyczne
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Rys.5.13 Przyktad odksztatceri o charakterze hydrostatycznym i osiowym oraz odpowiadajgcych im
postaci tensor odksztatcen (Zrédto: Internet).

Jeszcze innym rodzajem odksztatcen sg te o charakterze Scinajgcym (ang. shear strain), zilustrowane
na Rys. 5.14, w takim przypadku zmianie nie ulegajg liniowe wymiary struktury, a odksztatcenie ciata
spowodowane przytozeniem sity stycznej do jej powierzchni. Nalezy w tym miejscu dodac, ze trzy
wspomniane wyzej rodzaje deformacji moga wystepowac jednoczesnie. Na przyktad w przypadku
»typowych” samorosngcych kropek kwantowych, dominujaca role odgrywajg odksztatcenia o
zaréwno hydrostatycznym, jak i osiowym, natomiast te o charakterze $cinajgcym sg zdecydowanie
mniej istotne.
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Rys.5.14 Przyktad odksztatcen o scinajgcym (Zrddfto: Internet).

Z elementdw macierzy tensora odksztatced mozna skonstruowaé uzyteczne wielkosci pomocnicze
bedace miarg okreslnych typéw deformacji. W szczegdlnosci Slad tensora odksztatcen (suma
elementow diagonalnych macierzy) jest ilosciowg miarg odksztatcen hydrostatycznych:

Tr(e): E.tE,TE,
Dla niewielkich deformacji Tr(€) odpisuje zmiane objetosci jednostkowego szescianu:
V =~ V0[1+Tr(5)]

Ujemne wartosci Tr(e) opisujg zatem odksztatcenia o charakterze S$ciskajgcym, a dodatnie o
charakterze rozciggajacym. Uzytecznosci Tr(g) jest tym wieksza, ze jest on niezmiennikiem, a wiec
wielkoscig niezalezng od wyboru uktadu wspdtrzednym.

Miarg odksztatcen osiowych moze byé np. wielkosé zdefiniowana nastepujgco:

B(g):\/(gxx —gyy)z +(€yy —gzz)z +(3ZZ —gxx)z




Dla oddziatywan o charakterze czysto hydrostatycznym (g,=€,,=€,,) mamy zatem B(g)=0, gdyz
wszystkie wymiary liniowe odksztatcone sie w ten sam sposdb. Z kolei dla odksztatcen o charakterze
czysto osiowym jest Tr(g)=0, przy czym B(g)20, co odpowiada deformac;ji ksztattu zachowujacej
objetos¢. Przypomnijmy raz jeszcze, ze w ogdlnosci mozliwe sg odksztatcenia bedg kombinacja
wszystkich wspomnianych podstawowych typow odksztatcen.

Odksztatcenia a naprezenia.

W naszych rozwazaniach dotyczacych kropek kwantowych opisaliSmy juz jeden przyktad:
odksztatcenia pochodzgce od niedopasowania statych sieci krystalicznych dwdch materiatow
potprzewodnikowych. Odksztatcenia wystepuja jednak w wielu innych uktadach, w szczegdlnosci
makroskopowych m.in. konstrukcjach budowlanych, urzadzeniach technicznych itp. Nalezy tez
doprecyzowaé, ze méwigc od odksztatceniach odnosimy sie do odksztatcen sprezystych, a wiec
takich, ktdre ustepuje po usunieciu sity, ktéra je spowodowata. W tym wyktadzie nie interesujg nas
odksztatcenia plastyczne charakterystyczne dla takich materiatéow jak np. plastelina czy glina.

Nalezy w tym miejscu rozréznié takze ,odksztatcenia” od ,naprezen”. Te pierwsze opisujg deformacje
danego ciata w stosunku do przypadku niedoksztatconego, przy czym € jest wielkoscig
bezwymiarowa. Naprezenia (oznaczenie o) sg z kolei pewng miarg sit zwigzanych z tg deformacja, a
ich jednostka jest paskal (N/m?, jednostka sity na jednostke powierzchni). Przyktadowo intuicja
podpowiada nam, ze 1% odksztatcenie stalowego drutu o przekroju 1mm® wymaga przytozenia
zdecydowanie wiekszej sity niz gumowego paska o identycznym przekroju.

Relacja pomiedzy dwoma wspomnianym wyzej wielko$ciami jest niczym innym jak prawem Hooke’a:

o=F¢
gdzie wspdtczynnik proporcjonalnosci E jest parametrem materiatowym zwanym modutem
sprezystosci (sztywnosci) podtuznej E lub krocej modutem Younga. Wielkos$¢ ta przyjmuje wartosci
np. 210 GPa dla stali i 0.1 GPa dla gumy, co dobrze ilustruje fundamentalnie rézng sprezystosc obu
materiatow.

Podobnie jak odksztatcenia, naprezenia sg w ogélnym przypadku (dla materiatéw anizotropowych)
opisane wieloscig tensorowa (o;), a relacja miedzy obiema wielkosciami zwana jest uogélnionym
prawem Hooke’a:

Ou = chlzjgij

Poniewaz naprezenia oraz odksztatcenia sg w tensorami drugiego rzedu, zwigzek pomiedzy nimi jest
zadany tensorem czwartego rzedu, c;,, zwanym tensorem sztywnosci, ktérego sktadowe zwane sg
modutami sprezystosci lub wspoétczynnikami sztywnosci sprezystej. Tensor sztywnosci ma w ogdlnosci
3%=81 sktadowych, jednak symetria sieci krystalicznej istotnie redukuje liczbe niezaleznych
sktadowych i tak dla struktury o symetrii regularnej (kubicznej) mamy jedynie 3 niezerowe sktadowe
Ciji, ZWYczajowo oznaczane jako Cyy, Cy, oraz Cyq, przy czym zastosowano tutaj notacje w ktérej
indeksy 1, 2 oraz 4 odpowiadajg parom wskaznikéw: 11, 22, 23.



Przyblizenie osSrodka ciggtego oraz podejscie atomistyczne.

Do tej pory omawialismy deformacje obiektu (sieci krystalicznej) jako catosci. Na wstepie
opisywalismy jednak przyktad samorosngcej kropki kwantowej oraz zasugerowalismy, ze kropka
kwantowa jest silnie odksztatcona, podczas, gdy podfoze krystaliczne jest zdeformowane w
mniejszym stopniu. Oznacza to, ze dla w ogdlnym przypadku deformacja, a wiec i sktadowe tensora
odksztatcen, jest funkcjg potozenia. Jest to widoczne na Rys. 5.15, gdzie wnetrze kropki kwantowe;j
doznaje silnych odksztatcen o charakterze sciskajgcym (Tr(g)=-0.08), podczas, gdy obszar w odlegtosci
10 statych sieci od kropki kwantowej pozostaje praktycznie niezdeformowany.
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Rys.5.15 Slad tensora odksztatcen Tr(e) w funkcji potozenia atoméw; przekrdj wzdtuz kierunku
wzrostu przez geometryczny srodek kropki kwantowej InAs/GaAs o ksztatcie soczewki (Zrédto: Phys.
Rev. B 74, 195339 (2006)).

Jednym ze sposobdw wyznaczenia przestrzennego rozktadu odksztatcen jest wykonanie obliczen w
tzw. przyblizenie osrodka ciggtego (ang. continuum elasticity) , w ktéorym zaniedbujemy atomowa
budowe materii, to znaczy osrodek dzielimy na bardzo mate czesci, ale o takich samych wtasnosciach
jak cata badana objetosé.

W interesujgcym nas przypadku definiujemy wartosci energii sprezystej (odksztatcen) w kazdym
punkcie dyskretnej, przestrzennej siatki. Przyktadowo dla struktury o symetrii regularnej:

v
ECE(x,y,Z)Z Py

l:C1 (e, v, z)(gfx +&7, + gi)+ C,.(x, v, z)(giz +&l + &, )+}
5 ,

2C12(x, v, z)(gxxgyy +&.E, TELE, )

gdzie C,4,Cy, oraz Cy, to zdefiniowane wczesniej zalezne od potozenia (zatem inne dla kropki
kwantowej oraz inne dla otaczajgcej matrycy) wspdtczynniki sztywnosci sprezystej, a V to objetosc
zwigzana z dyskretyzacjg siatki (objetosc ,,oczka” siatki). Wartosci € w kazdym wezle siatki sg
znajdowane w ten sposdb, aby energia catkowita uktadu, tj. suma Ec; po wszystkim punktach siatki,
przyjmowata minimum.



W podejsciu tym widoczny jest jednak pewien fundamentalny problem. Po pierwsze krok siatki (a
wiec i objetosé V) musi by¢ tak dobrany, aby zminimalizowa¢ btedy dyskretyzacji. Z drugiej strony,
nawet jesli krok siatki bytby bardzo maty, np. poréwnywalny ze statg sieci krystalicznej, to i tak
symetria dyskretnej siatki obliczeniowej jest w ogdlnosci inna od symetrii sieci krystalicznej. W
szczegoblnosci, dla materiatéw takich jak InAs czy InP, moze to by¢ catkiem skomplikowana symetria
typu blendy cynkowej lub wurcytu. Co wiecej, jak widzielismy wczesniej na obrazach X-STM kropek
kwantowych, atomy w kropce kwantowe;j i na jej brzegu mogg by¢ umieszczone w sposdb losowy.
Fluktuacje sktadu chemicznego np. dla kropek kwantowych o mieszanym sktadzie chemicznym
(InGa;,As, Rys. 5.16) odgrywajg istotng role i nie mogg by¢ w sposdb prosty modelowane w
przyblizeniu osrodka ciggtego.
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Rys.5.16 Potozenia atomow arsenu (kolor czerwony), indu (niebieski) oraz galu (zielony) dla warstwy
zwilzajgcej oraz kropki kwantowej In,Ga.As o ksztatcie soczewki oraz réznych wartosci sktadu
chemicznego. Otaczajgca kropke kwantowq matryca GaAs zostata na rysunku pominieta.

Sposobem na opisane wyzej problemy jest uwzglednienie w obliczeniach atomowego, ,,ziarnistego”
charakteru materii. W odrdznieniu od metod wykorzystujgcych przyblizenie osrodka ciggtego tego
rodzaju metody noszg ogdlne miano ,, atomistycznych”.

Przyktadem takiej wtasnie metody jest VFF (ang. Valence Force Field), w ktorej energia sprezystosci
zdefiniowana jest jako funkcja potozen atomdw, a w szczegdlnosci dtugosci wigzan
miedzyatomowych oraz katéw miedzy wigzaniami. W interesujgcym nas przypadku krysztatéw o
mikroskopowej symetrii tetraedralnej mamy:



W wyrazeniu tym znajdujg sie dwie sumy. W przypadku pierwszej sumy indeks i przebiega po
wszystkich (N) atomach w ukfadzie, a indeks j po (4) najblizszych sasiadach danego atom i, A; oznacza
z kolei statg sitowg zwigzang ze zmiang dtugosci wigzania ($ciskanie/rozcigganie) pomiedzy atomami i
oraz j. Druga suma przebiega po wszystkich atomach oraz parach sgsiaddw (ij), a stafa sitowa By
zwigzana jest ze zmiana kata miedzy wigzaniami ij-ki w stosunku do idealnej wartosci dla krysztatu
tetraedrycznego (cos(6)=1/3). W obu sumach R; ozhacza potozenia danego atomu.

Rozwigzanie problemu odksztatcenn w metodzie VFF polega na znalezieniu takich pozycji atomoéw (R;)
dla ktérych energia E,¢ osigga minimum. Dla samorosngcych kropek kwantowych liczba atoméw w
domenie obliczeniowej moze siega¢ nawet 100 milionéw atomdw, co prowadzi do ztozonego
problemu obliczeniowego.

Znajdowanie minimum funkcji — metoda gradientdw prostych

Istnienie wiele metod znajdowania ekstremum funkgcji, jedng z nich jest metoda gradientu prostego
(ang. gradient descent). Jest to metoda iteracyjna w ktérej ekstremum osiggane jest w serii kolejnych
krokéw wykonywanych w kierunku najwiekszego wzrostu lub spadku, w zaleznosci od tego czy celem
optymalizacji jest minimum funkcji czy jej maksimum (Rys. 5.17).

Rys.5.17 Najkrotsza droga na szczyt to zwykle ta najbardziej stroma.

Utozsamiajac kierunek najwiekszego spadku z (minus) gradientem funkcji, bardziej sformalizowany
algorytm wyglada nastepujaco:

Xp =%, —, Vi,

Przy czym f: R" = R jest rézniczkowalna i ciagta (Rys. 5.18) funkcja N zmiennych.
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Rys.5.18 Przyktady funkcji nieciggtych i nierézniczkowalnych.

Proces iteracyjny (Rys. 5.19) rozpoczyna sie od punktu startowego x,, ktérego wybor jest arbitralny i
zalezy od konkretnego problemu. Dtugos¢ kroku (ay) powinna byc¢ z kolei tak dobrana, aby wartos¢
funkcji w kolejnych punkach nie rosta (f(x)>...> f(x)> f(xk1)). Zbyt duzy krok sprawi, ze metoda nie
bedzie numerycznie stabilna, z kolei zbyt maty krok spowolni proces znajdowania minimum.
Podobnie jak xo, wybér a, jest w duzym stopniu arbitralny i zalezy od konkretnego zagadnienia.

Rys.5.19 Kilka kolejnych krokéw w metodzie gradientu prostego.

Jednym ze sposobow na unikniecie powyzszego problemu jest wariant metody gradientu prostego,
tzw. metoda najszybszego spadku (ang. steepest descent), w ktorej dtugos¢ kroku nie jest
parametrem, ale jest wyznaczana w kazdym kroku iteracji, tak by funkcja osiggneta minimum w na
kierunku gradientu:

S =@, Vf (x, ))=min £ (x, —aV/(x,))

Zaletg tego podejscia jest unikniecie zwigzanych ktopotéw z wyborem a, z drugiej strony jednak
strony metoda ta jest bardziej skomplikowana od metody gradientu prostego oraz przede wszystkim
zwiekszona jest ilos$¢ (czas) wykonywanych obliczen numerycznych.



Niezaleznie od sposobu wyboru o, proces iteracyjny kontynuowany jest do momentu osiggniecia
minimum. W celu okreslenia, czy dany punkt dostatecznie dobrze przybliza minimum funkcji mozna
uzyc¢ kilku kryteriow, np. sprawdzi¢ czy dtugosc¢ wektora gradientu jest mniejsza od pewnej zadanej
precyzji (|| Vf(xk)||< &) lub odlegtos¢ miedzy kolejnymi punktami jest mniejsza od pewnej odlegtosci

minimalnej (|| x,,, —x, |[[<J ). Oba kryteria moga by¢ tez stosowane jednoczesnie.

Na zakonczenie tej czesci wyktadu nalezy zwréci¢ uwage, ze w metodzie gradientu prostego, jak i
metodzie najwiekszego spadku, znajdowane jest lokalne, a nie globalne minimum funkcji (Rys.5. 20).
Dla funkcji posiadajgcych wiele minimow lokalnych, to ktére z nich zostanie znalezione zalezy m.in.
od wyboru punktu startowego.

E»

= xf +3sin(x;)

Rys.5.20 Jedno- i dwuwymiarowe funkcje posiadajgce lokalne minima.



