Stany rezonansowe czgstek w nanostrukturach

Podstawowe informacje o wtasnosciach nanostruktury, a wtasciwie, o zachowaniu sie uwiezionych w
niej czgstek, mozna uzyskaé¢ modelujac oddziatywanie takich czastek z nanostrukturg za pomocg
stosunkowo prostych potencjatéw. Jak zaproponowad taki potencjat? Zajmijmy sie krétko
przypadkiem kiedy nanostuktura jest zbudowana z kilku obszaréw materiatéw krystalicznych
potprzewodnikowych (mozliwe takze izolatory i przewodniki) i rozwazamy poruszajacy sie w takiej
strukturze elektron. Dla kazdego z tych materiatéw mamy charakterystyczny rozktad pasm
dozwolonych energii, w szczegdlnosci pasmo przewodnictwa. Jedli elektron ma energie w zakresie
pasma przewodnictwa, to ,,czuje sie on swobodny”. Jednak obszar zbudowany z danego materiatu
jest ograniczony (o rozmiarach rzedu kilku, kilkudziesieciu, kilkuset nanometréw). Elektron musi trafi¢
na granice z materiatem, w ktdrym np. energia rozwazanego elektronu przypada na przerwe
energetyczng a pasmo przewodnictwa jest powyzej. Wtedy elektron ma trudnosci z wniknieciem do
tego sgsiedniego obszaru. W ogdlnosci takie wnikniecie nie jest jednak niemozliwe.
Prawdopodobienstwo jego zajscia zalezy od energii elektronu i skoku energii przewodnictwa na
granicy materiatéw. Catkowicie niemozliwe jest w przypadku idealnego izolatora. Wtedy ten skok jest
nieskonczony. Modelowy potencjat takiego uktadu bedzie przyjmowat w poszczegdlnych obszarach
wartosci energii odpowiadajgce dnom pasm przewodnictwa materiatéw wypetniajgcych te obszary.

Whbrew pozorom, sytuacja moze by¢ bardzo skomplikowana w zaleznosci od przestrzennego
rozktadu réznych materiatéw tworzgcych nanostrukture. Najprostszym przypadkiem jest rozktad kilku
rownolegtych warstw, ktdre sg na tyle rozlegte, ze w przyblizeniu mozna je rozwazac jako
nieskoriczone. Wtedy potencjat nie zmienia sie w ptaszczyznach poszczegdlnych warstw. Zmienia sie
tylko w kierunku zmian materiatu, przechodzenia jednej warstwy w inng. Model sprowadza sie do
jednego wymiaru odpowiadajgcego temu wtasnie kierunkowi. Zagadnienie badania struktury
energetycznej sprowadza sie do rozwigzania réwnania Schroedingera (réwnania wtasnego dla
operatora energii) jednowymiarowego uktadu prostokatnych studni i barier. Okreslenie, co jest
studnia, co barierg zalezy od wzglednej wartosci potencjatu.

Jaka dostajemy informacje? Formalnie, matematycznie rzecz biorac, otrzymujemy wartosci
wtasne operatora energii. Fizycznie — dowiadujemy sie jakie energie elektronu w nanostrukturze sg
dozwolone. Mogg to byc scisle okreslone energie odpowiadajgce stanom zwigzanym elektronu, tzn.
elektronowi uwiezionemu w nanostrukturze tak, ze nie moze sie z niej wydostac. Ich znajomos¢ daje
mozliwosé poznania wtasnosci optycznych nanostruktury, tzn. pozwala dowiedzieé sie jakie swiatto
nanostruktura moze wysytac lub pochtania¢ oraz jaka musiataby by¢ czestotliwosé fali
elektromagnetycznej, ktéra mogtaby uwolni¢ elektron z nanostruktury. Oprdcz tych standéw, scisle
zwigzanych, mozliwe s3 tez stany kwazizwigzane (albo pseudozwigzane). To takie, w ktérych elektron
wydaje sie by¢ zwigzany w nanostrukturze, jednak moze sie z niej w skoriczonym czasie uwolni¢ bez
otrzymania dodatkowej energii. Wyzej zasugerowano, ze elektron moze wnikaé¢ w obszar o pasmie
przewodnictwa powyzej jego energii, to oznacza, ze w sprzyjajacych okolicznosciach moze wydostaé
sie na zewnatrz nanostruktury. Takim stanom tez odpowiadajg charakterystyczne energie. Nie sg
jednak $cisle okreslone (dyskretne), sg nieco ,,rozmyte”. Znajomos¢ takich standw jest bardzo wazna,
np. ze wzgledu na wiasnosci przewodzenia pradu przez nanostruktury, przedostawania sie
elektronéw do wewnatrz i na zewnatrz nanostruktur.



Ta czesc¢ zajec poswiecona jest stanom pseudozwigzanym, zwanym takze rezonansowymi.
Zaczynamy od rozwazenia prostego jednowymiarowego modelu, uktadu studnia-bariera. Na
przyktadzie analitycznych rozwigzan dla tego przypadku poznajemy podstawowe wtasnosci standw
rezonansowych. Nastepnie, przedstawiamy metody przeznaczone specjalnie do poszukiwania standéw
rezonansowych: metode stabilizacji i metode obrotu zespolonego.

Uktad studnia-bariera

Zajmujemy sie tutaj jednowymiarowym uktadem studnia-bariera, ktéry wydaje sie by¢
najprostszym przyktadem ilustrujgcym fakt istnienia i wtasciwosci standw rezonansowych.
Rozwazamy najpierw tylko studnie potencjatu, dla ktdrej znajdujemy stany zwigzane. Pdzniej
dodajemy do niej bariere potencjatu, by pokaza¢, jak stany zwigzane studni przeistaczajg sie w
rezonansowe, jak zmieniaja sie ich wtasnosci.

Stany zwigzane w studni potencjatu

Czastka, ktérg rozwazamy (elektron) porusza sie po prostej, jej potozenie okresla jedna
wspotrzedna — X. Z nanostrukturg (resztg swiata) oddziatuje tak, ze zyskuje energie potencjalng V(x).
Nasza nanostruktura jest nanowarstwg pétprzewodnika o grubosci a. Dno pasma przewodnictwa w
tej warstwie przyjmujemy za 0 na skali energii. Z jednej strony warstwa przylega do nieskonczonego
potprzewodnika o pasmie przewodnictwa potozonym 0 V; wyzej. Z drugiej strony jest ograniczona
idealnym izolatorem, w ktorym potencjat jest nieskonczony (pasmo przewodnictwa ,,nieskonczenie
wysoko). Potencjat wyglada wigc tak, jak narys. MB.1 i zapisuje si¢ wzorem

o, dlax <0,
V(x) =40, dla0<x<aq,
Vi, dlax > a.
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Rys. MB.1 Studnia potencjatu. Moze modelowaé uktad nanowarstwy pétprzewodnikowe;j
(obszar o numerze 1) pomiedzy nieskoriczonym pétprzewodnikiem (obszar 2) o dnie pasma
przewodnictwa potozonym o V;powyzej dna pasma przewodnictwa w nanowarstwie a
nieskoriczonym izolatorem (obszar 0). W zakresie energii pomiedzy 0 a V; spodziewamy sie
jedynie standéw zwigzanych.




Naszym zadaniem jest rozwigzanie réwnania Schroedingera. Umdowmy sie najpierw, ze
interesuje nas energia z zakresu od 0 do V;. Ponizej zera nie mozemy spodziewac sie sensownych,
fizycznych rozwigzan, poniewaz oznaczatyby one ujemna energie kinetyczng czastki. Podobnie
bytoby, gdyby czastka o energii 0 < E < V,znajdowata sie bardzo daleko, prébowataby ucieka¢ do
nieskonczonosci. Ta ucieczka nie bytaby mozliwa. Zatem, w tak ograniczonym zakresie energii
spodziewamy sie tylko standw zwigzanych.

Poniewaz potencjat jest okreslony w szczegdlny sposéb, w trzech obszarach, rownanie
Schroedingera rozwigzujemy oddzielnie dla kazdego obszaru oddzielnie, a nastepnie otrzymane
rozwigzania zszywamy w jedng catos¢. W obszarze ,,0” mamy

h? d?
————Py(x) + (0 — E)Py(x) = 0.

T Po(X) + (o0 = E)Po(x)
Wzajemne redukowanie sie obu wyrazéw dla dowolnej wartosci x (w obszarze ,,0”) wymaga albo
nieskoriczonej drugiej pochodnej @, albo ®,(x) = 0. Pierwsza mozliwos$¢ jest absurdalna. Jednak
druga jest niestychanie prosta matematycznie i oczywista fizycznie — funkcja falowa réwna zero
oznacza zerowg gestos$¢ prawdopodobienistwa czgstki w obszarze ,,0”. Tak wtasnie miato by¢,
elektron nie moze wnikngé¢ do obszaru izolatora. Mamy wiec rozwigzanie w obszarze ,,0”,

dy(x) = 0.

Na odcinku [0, a] —w studni— réwnanie Schroedingera ma postaé

h? d?
_%Wq)l(X) + E(I)l(X) =0
lub inaczej
d? 5 ., _2mE
md)l(x) + ki®,(x) =0, gdzie ki = YR ky > 0.

Jest identyczne z rGwnaniem oscylatora harmonicznego. Jego ogdlne rozwigzanie mozna zapisa¢ w
postaci

@, (x) = Asink,x + B cos k, x.
Pozostaje do znalezienia rozwigzanie w obszarze ,2”. Rdwnanie

h2 d>?
—ﬁmd)z(x) + WV —E)P,(x) =0

jest réwnowazne

d? _ 2m(Vy — E)
— D, (x) — k3D, (x) = 0, gdzie k3 = %

e , ky > 0.

Rozni sie od rownania oscylatora harmonicznego znakiem przy statej k%. Ogdlne rozwigzanie,
®,(x) = Ce k2* 4 peka¥,



jest dowolng kombinacjg liniowg funkcji wyktadniczych, zanikajacej i ,wybuchajacej” w
nieskonczonosci. Ta ostatnia jest niedopuszczalna ze wzgleddéw fizycznych. Prawdopodobienstwo
znalezienia czgstki w nieskonczonosci (bardzo daleko od studni) bytoby bardzo duze, a z powoddéw
energetycznych czastka nie moze ucieka¢ nieskonczenie daleko od studni. Dlatego sposréd
wszystkich rozwigzan matematycznych, wybieramy tylko te dopuszczalne fizycznie, przyjmujac

D = 0. (Za chwile zobaczymy, ze z tego wtasnie fizycznego warunku wynika dyskretny charakter
dopuszczalnych energii). Ostatecznie rozwigzaniem w obszarze ,,2” jest

®,(x) = Ce ke,

Teraz rozwigzania z poszczegdlnych obszaréw trzeba zszyé w jedng gtadka catos¢. Zapewnimy
w ten sposdb, ze gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czgstki w potozeniu x bedzie zmieniac sie
w sposdb ciggly. Zagdamy wiec by funkcja i jej pochodna (jesli mozliwe) byta ciggta w punktach zszycia,
czyliwx =0ix = a, czyli

‘bo(o) = CD1(0),
@1 (a) = Pz (a),
doy_ do,

dx |-, dx

X=a

(W naszym przypadku nie mozna zapewnic ciggtosci pochodnej w x = 0.) Te formalne warunku
prowadzg do uktadu szczegétowych rownan liniowych na wspoétczynniki A, Bi C:

0=Asin0+ Bcos0
Asink;a + B cosk,a = Ce 2@
kiAcoskia—k,Bsink;a = — k,Ce *2%,

Z pierwszego wynika natychmiast B = 0. Dwa pozostate

Asink,a — Ce %% =0
kiAcoskia+ k,Ce %24 =

pozwalajg wyznaczy¢ A i C. Jesli te dwa rdwnania s3 liniowa niezalezne, to istnieje jedno jedyne
rozwigzanie. Jest nim A = 0i C = 0. Takie rozwigzanie jest niefizyczne — oznacza, ze funkcja falowa
jest réwna 0 wszedzie, a zatem, prawdopodobienstwo znalezienia czgstki gdziekolwiek jest zerowe —
tego uktadu nie ma (?!).

Czy istniejg jakies fizyczne rozwigzania? Mogg istnie¢ pod warunkiem, ze powyzsze dwa
réwnania s3 liniowo zalezne. Zeby takie byty, macierz gtéwna wspétczynnikdw musi by¢ osobliwa, jej
wyznacznik musi znikaé. Zgdamy zatem, aby

sink;a —e ka0

= 0.
kycoskia kye k2@

Witasciwie jest to warunek na energie E, uwiktang w ki k,. Moze sie zdarzy¢, ze dla pewnych
wartosci energii z przedziatu powyzej zera a ponizej V;, warunek powyzszy jest spetniony. Wtedy
istniejg stany czastki zwigzanej w studni dla takich wtasnie energii.

Réwnanie powyzsze jest nieliniowe a jego rozwigzanie nie jest trywialne. Po rozwinieciu
wyznacznika i przyjeciu (dla uproszczenia) oznaczen & = kya in = k,a, otrzymujemy



n = —& coté.
Z definicji przyjetych dla k4 i k, mamy réwniez tozsamosciowy zwigzek

2m

2 V,a? = R

&2+ =
Rysunek MB.2 przedstawia wykresy dwaoch ostatnich zaleznosci miedzy ¢ in, wykonane dla
konkretnych wartosci parametréwm = 1j.u, a=2j.u,V; =5j.u. i A =j.u. (Uzywamy tu
jednostek umownych, specyficznych dla rozwazanego uktadu. Umawiamy sie, Zze masa rozwazanej
czgstki stanowi jednostke masy. Jednostki energii sg takie, ze stata Plancka podzielona przez 2m jest
rowna 1.) Wida¢, ze w tym przypadku mamy dwa punkty przeciecia wykreséw, dwa rozwigzania.
tatwo uzasadnié, ze w ogdlnym przypadku liczba rozwigzan n jest okreslona przez warunek

(2n — 1)% <SR<2n+1) % Jest zawsze skonczona. Zalezy od szerokosci studni a i jej gtebokosci V.

Dla studni waskiej lub ptytkiej moze nie istnie¢ ani jedno rozwigzanie.

n
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Rys. MB.2 Wykresy zaleznosci n = —¢& cot & (26tty) i §2 + n? = R? (niebieski). Punkty ich
przeciecia odpowiadajg istnieniu niezerowych rozwigzan réwnania Schroedingera. Kolorem
czerwonym wykreslono asymptoty pionowe w & = mr.

Wartosci energii odpowiadajgcych tym rozwigzaniom, wartosci wtasnych hamiltonianiu,
mozna uzyskac odczytujgc z wykresu wartosci € i 1 dla punktdw przeciecia wykreséw. Zastosujemy
nieco inny, cho¢ takze graficzny, wariant znajdowania tych energii. Ma by¢ spetniony zwigzek
n + & cot& = 0. WykresImy wiec wartosci funkcji

f(E) = n(E) + §(E) cot&(E),

w zakresie energii, w ktdrym problem rozwazalismy, 0 < E <V}, i znajdZmy jej miejsca zerowe.
Rysunek MB.3 przedstawia taki wykres dla przyjetych wczesniej wartosci parametréw. Mamy dwa
miejsca zerowe, to sg dwie energie wtasne naszego ukfadu: F; = 0.91155i E, = 3.5005.
Wstawiajac je po kolei do jednego z uktadu dwdch — zaleznych w takim przypadku —réwnanna AiC
dostajemy zwigzek miedzy wspotczynnikami AiC :

C; = Aje*2Edasin[k, (E))a), dlai =1,2.

W rezultacie, funkcje falowe odpowiadajgce wartosciom E; daje sie zapisa¢ wzorem



0, dlax <0,
Yi(x) = 4 sin[k,(E;)x], dla0 < x < a,
e~ke(E)(x-a) sin[k,(E;)a], dlax > a.

Ich wykresy znajduja sie na rysunku MB.4.
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Rys. MB.3 Wykres funkcji f(E) = n(E) + &£(E) coté(E) . Jej miejsca zerowe odpowiadaja
wartosciom wiasnym energii (dozwolonym energiom badanego uktadu). Pionowa czerwona
linia jest asymptota.
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Rys. MB.4 Wykres funkcji falowych jedynych dwdéch stanéw zwigzanych czastki w
rozwazanej studni potencjatu. Umieszczono je tradycyjnie na tle wykresu potencjatu, kazda
na wysokosci odpowiadajgcej jej energii wtasnej. Ma to na celu wytacznie utatwienie
skojarzen. Jedyng wspdlng osig dla wszystkich wykreséw na tym rysunku jest o$
wspotrzednych czastki. Kazdy z wykresdw funkcji ma swoja, niezalezng o$ wartosci funkcji
(niezalezng tez od osi energii potencjalnej).



Stany rezonansowe uktadu studnia bariera

Modyfikujemy teraz nasz uktad. Obszar ,2” jest teraz skoriczony, siega do x = b . Stanowi bariere.
Dalej mamy nieskonczenie grubg warstwe materiatu o dnie pasma przewodnictwa V, < V. Potencjat
odczuwany przez rozwazany przez nas elektron

oo,dlax <0,
0,dla0 <x<a,
Vi, dlaa<x <b,

V,, dlax > b.

V(x) =

przedstawia rys. MB.5 .

Vix)
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Rys. MB.5 Potencjat studnia-bariera. Nieskoriczong warstwe 2 z rys. MB.1 ograniczono do

odcinka [a, b]. Stanowi ona teraz skoriczong bariere potencjatu, bo dalej (obszar 3) znajduje

sie nieskoriczony pétprzewodnik o dnie pasma przewodnictwa V, powyzej dna pasma

przewodnictwa w warstwie studni (obszarl). Jesli czastka o energii powyzej V, znajduje sie w

studni (1), to moze wydostacd sie z niej do obszaru 3 tunelujgc przez bariere 2. Jej stan nie

bedzie zwigzany lecz rezonansowy.
Umowmy sie, Ze interesujg nas energie tego uktadu w zakresie IV, < E < V;. Podobnie jak
poprzednio, rozwigzujemy rdwnanie Schroedingera w poszczegdlnych obszarach. Rozwigzania dla
obszaréw ,,0” i ,,1” SA takie jak w poprzednim przypadku. Obszar ,,2” jest teraz skoriczony, wiec
rosngca funkcja wyktadnicza nie stanowi ,fizycznego zagrozenia”. Dopuszczalne rozwigzanie dla tego

obszaru ma postac
®,(x) = Ce *2* 4 peka*,

Sytuacja w zewnetrznym obszarze, ,,3”, jest teraz inna niz w poprzednim przypadku — rozwazane
energie czastki sg powyzej wartosci energii potencjalnej w tym obszarze. Nie ma powodu, zeby
czastka nie mogta oddalac sie dowolnie daleko. Réwnanie Schroedingera ma tu postac

h? d?

_%W‘bz(x) + (V1 —E)®,(x) =0

lub inaczej



d? , L 2m(E-V)
— D3(x) + k5P3(x) =0, gdzie k5 = —

e , k3 > 0.

Zndw jest to rownanie identyczne z rdwnaniem oscylatora harmonicznego i mozna przyjac ogdlne
rozwigzanie w postaci kombinacji liniowej sinusa i cosinusa o czestosci kotowej k5 lub w
rownowaznej postaci

q33(x) = Fe~tksX 4 Gelks¥ = F(e‘ik3x + Seik3x).

Ta postaé jest bardziej przyjazna, bo ma klarowna interpretacje fizyczna. Funkcje et¥s* j e ~iks* s
funkcjami wtasnymi operatora pedu (p = —ih %) do wartosci wtasnych, odpowiednio, k3h i —ksh .
Zatem pierwsza opisuje czastke o dodatnim pedzie, czyli uciekajgcg od uktadu studnia-bariera, a
ik3x

druga — czastke o ujemnym pedzie, zblizajacg sie do bariery. Dlatego e nazywa sie falg

wychodzaca, a e "3

— falg wchodzaca. Gdyby rozwazad sytuacje fizyczng jako strumien czastek
padajacych na bariere, opisanych falg wchodzaca, rozpraszanych na uktadzie studnia-bariera, to fala
wychodzgca opisuje strumien czgstek odbitych od uktadu. Miarg ,,natezenia” tych strumieni sg
odpowiednio |F|? i |G|?. Ich stosunek |S|? jest swego rodzaju wspdtczynnikiem odbicia. Dlatego w

rozwigzaniu szczegdlnie interesujacy bedzie wspétczynnik S, zwany macierzg rozpraszania.

Zszywanie rozwigzan dla poszczegdlnych obszaréw w ciggta i gtadka globalng funkcje falowa
wymaga spetnienia formalnych warunkéw

‘bo(o) = CD1(0),
&, (a) = P,(a),

do, _ do,

W x=a B W x=a ,
®,(b) = ®3(b),

do, dd,

W x=b B W x=b .

Ich jawna postac jest nastepujaca

0=Asin0+ BcosO,

Asink,a + Bcosk,;a = Ce %2% + Dek29,
k,Acosk,a—k,Bsink,a = — k,Ce™%2% + k,De¥2?,
Ce~*2b 4 pekab = F(e~tksb 4 geiksb)
—sze_kzb + kzDekzb = —ing(e_ik3b — Seik3b).

Jest to uktad pieciu réwnan liniowych jednorodnych na sze$¢ niewiadomych: A,B,C,D, F,S. Oprocz
oczywistego zerowego rozwigzania, istniejg rowniez inne, ktérych charakter jest jak najbardziej
fizyczny. Oznacza to, ze nie potrzeba spetnia¢ dodatkowych warunkéw, czyli dla dowolnej energii z
przyjetego do rozwazan zakresu istniejg odpowiednie funkcje falowe spetniajgce réwnanie
Schroedingera. Kazda wartos$¢ energii V, < E < V] jest dozwolona.

Jednak rozwigzania te mogg zmieniac sie w sposéb bardzo istotny ze zmiang energii. Dlatego
w dalszej czesci zajmujemy sie badaniem zaleznosci rozwigzania od energii, ¥ (x; E), w zakresie
V, < E < V,. Zamiast rozwigzywaé w petni uktad réwnan, zastanéwmy sie przez chwile, co nas
najbardziej w rozwigzaniu interesuje. Potem postaramy sie znalez¢ tylko odpowiedzi na interesujace
pytania, pomijajgc mniej wazne a zajmujgce duzo czasu i miejsca szczegoty. Myslac o zagadnieniu



jako o strumieniu czastek padajgcych na uktad studnia-bariera, odbijajgcych sie od bariery lub
tunelujacych przez nig do wnetrza studni, za najmniej interesujgcg czes$¢ rozwigzania trzeba uznac
czes¢ wewnatrz bariery. Nie bedziemy wiec poszukiwaé wspodtczynnikdw C i D. Rozwigzanie
wewnatrz studni zdeterminowane jest przez wspotczynnik A (bo B = 0). Od jego wartosci zalezy
prawdopodobienstwo znalezienia czastki wewnatrz studni. Wyznaczenie tego prawdopodobienistwa
nie wcale prostg sprawg, bo funkcje nasze nie dajg sie unormowac do jedynki (nie s3 , catkowalne z
kwadratem”; nie znikajg w nieskoriczonosci). Gdyby funkcja stanu byta unormowana, to
prawdopodobienstwo znalezienia w studni czastki o energii E liczylibysmy wedtug przepisu

P = foalli’(x; E)|? dx . Przyjmujac, ze ,nieunormowanie jest takie samo” niezaleznie od energii,

mozemy uznac stosunek

Jy 1% (x; Ep)|? dx _ JAED)?
[ (s Ey)2dx ~ 1AEDI?

za wzgledne prawdopodobienstwo znalezienia czastki w studni mowigce ile razy bardziej
prawdopodobne jest znalezienie czgstki w studni, kiedy ma ona energie E;, niz wtedy, kiedy posiada
energie o wartosci E,. (Dalsze przyblizenie w powyzszym réwnaniu, sprowadzenie catosci do
stosunku kwadratéw modutu wspotczynnika A, wynika z przyjecia, ze zaleznos$¢ k, (E) jest znacznie
mniej gwattowna niz zaleznos$¢ A(E).)

Na zewnatrz bariery istotng informacje o rozwigzaniu zawiera macierz rozpraszania S.
Wspodtczynnik F mozemy uznac za niezalezny, ktéry mozna zmienia¢ w sposéb dowolny. (Mamy piec
rownan na sze$¢ niewiadomych. Rozwigzanie jest niejednoznaczne — mozna pie¢ niewiadomych
wyznaczy¢ za pomocy szoéstej. Wybér F do tej roli jest dos¢ naturalny, to F okresla natezenie
strumienia padajacych czgstek).

Rozwigzujemy wiec uktad tylko ze wzgledu na A i S. Oto rozwigzanie:

. 4ik2k382k2 (a+b)e—ik3b
k, sink,a[e?® (k, ik, ) — 2" (k, + ik, )] + k, cos k,a[e?® (k, — ik,) + €2 (k, + ik, )]

K, sink,a[e?# (k, — ik;) — e (k, + ik, )] -k, cosk,a[e?? (k, — ik, ) + €2 (K, + ik;)]
k, sink,a[e®® (k, — ik, ) — e (k, + ik, )] + k, cosk,a[e?® (k, —ik,) + €% (K, +iK,)]

Wspodtczynniki sg zespolone i zapisane tak ztozonymi formutami, ze trudno jest z nich samych sadzié
cokolwiek o zaleznosci od energii. Zobaczy my jg na wykresach. Rozwazamy przyktad dla konkretnych
wartosci parametréw ukfadu, takich jak poprzednio, m =1, a =2,V; =5 ik = 1 oraz dodatkowo
V, =0 ib=3.

Zaczynamy od wnetrza studni. Poniewaz nie samo 4, lecz |A(E)|? okre$la wzgledne
prawdopodobienstwo znalezienia czgstki w studni, na rys. MB.6 wykreslamy zaleznos¢ tej wielkosci
od energii. W przyjetym do rozwazan zakresie energii od I/, = 0 do V; = 5 majg miejsce dwa wybitne
maksima w okolicach wartosci energii bedgcych jedynymi dozwolonymi energiami czgstki w studni.
Wtedy czastka mogta znalez¢ sie w studni majac jedynie energie E; lub E,. Teraz, w obecnosci



skoniczonej bariery, moze znalez¢ sie w studni majgc dowolng energie. Jednak prawdopodobienstwo
tego jest niezwykle mate prawie dla wszystkich wartosci energii. Tylko w sgsiedztwie E; i E, wrasta
wielokrotnie, o kilka rzedéw wielkosci. Na dolnej czesci rys. MB.6 pokazano obydwa maksima
bardziej szczegdtowo. Ich profile majg identyczny charakter. Wiadomo skadinad, ze ich ksztatt jest
opisany krzywa Lorentza. Profile te réznig sie jednak znacznie szerokoscig mierzong w potowie
wysokosci. Jeden, ten w poblizu nizszej energii E;, jest bardzo waski, ma szerokos¢ potéwkowa

I; = 0.0022j.u., a drugi, ten w poblizu E,, ma szeroko$¢ znacznie wieksza, [; = 0.056j.u.
Szerokosci majg istotne znaczenie fizyczne — sg prawdopodobieristwami ucieczki czgstki ze studni w
jednostce czasu. (Same wartosci nie majg znaczenia, poniewaz przyjete wartosci parametrow uktadu
nie maja szczegdlnego fizycznego zastosowania. Zwracamy jednak uwage na wartosci, bo ponizej
odnajdziemy te same charakterystyki w zgota innym miejscu).
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Rys. MB.6 Wielkos¢ |A(E)|?, do ktérej proporcjonalne jest prawdopodobieristwa znalezienia
czastki w studni. Gérny wykres obejmuje caty badany zakres energii. Obszary zaznaczone
kolorowymi prostokgtami sg powiekszone w dolnej czesci.

Najwyrazniej widac, ze mozliwo$¢ uwiezienia czastki w studni ma rezonansowy charakter.
Jego prawdopodobienstwo jest duze tylko w poblizu energii wtasnych studni, w skoriczonych
przedziatach o szerokosciach okreslonych przez I' — analogicznie do drgajgcych uktadéw, ktére tatwo
pobudzi¢ do drgan tylko z czestosSciami w poblizu czestosci drgan wtasnych uktadu.

Jesli wpadanie czastki do studni ma charakter rezonansowy, to réwniez odbicie od bariery
musi przejawia¢ gwattowne rezonansowe zachowanie w poblizu energii E; i E,. Rzeczywiscie, widaé



to na rys. MB.7, gdzie wykreslono zalezno$¢ od energii czesci rzeczywistej odwrotnosci S. Na tle
gtadkiej, oscylacyjnej zaleznosci pojawiaja sie dwie gwattowne struktury w okolicach E; i E;. Ich
powiekszenia pokazujg, ze majq taki sam charakter, ale jedna jest waska a druga szeroka. Podobne

rezonansowe zachowanie bedzie ujawniac sie w czesci urojonej, argumencie, module S. Zajmiemy sie
zbadaniem modutu. Zrobimy to w sposdb nieco zaskakujacy.
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Rys. MB.7 Czes¢ rzeczywista odwrotnosci macierzy rozpraszania, wspétczynnika S. Gérny
wykres obejmuje caty badany zakres energii. Obszary zaznaczone kolorowymi prostokgtami
sg powiekszone w dolnej czesci.

Pusémy wodze fantazji i przyjmijmy, ze argument E jest zespolony. Dla matematyka nie
stanowi to zadnego problemu. Dla fizyka, przyjecie, ze energia moze mie¢ wartosci zespolone jest
trudne do zaakceptowania. Tym bardziej, ze w kursie podstawowym fizyki kwantowej dowodzi sie, iz
wartosci witasne operatorow hermitowskich (jakimi majg by¢ operatory wszystkich obserwowalnych

wielkosci fizycznych) sg rzeczywiste. Tak, ale dotyczy to przestrzeni standw unormowanych,

zwigzanych, nie dotyczy standéw nieograniczonych przestrzennie, jakimi sg stany rezonansowe. Nie
ma wiec przyczyn zasadniczych, zeby wzbraniac sie przed zespolonym charakterem E. Sg

psychologiczne. Ciggle zaniepokojonych zapewniam, ze i dla czesci rzeczywistej i dla urojonej znajdzie
sie wiasciwa interpretacja fizyczna.



Ze wzgleddéw technicznych, ktére stang sie oczywiste za chwile, zajmiemy sie |S|™1. Poniewaz
mamy bada¢ zaleznos¢ od dwuwymiarowego, zespolonego argumentu, postuzymy sie wykresem
konturowym. Przedstawiamy go na rys. MB.8. Wida¢ wyraznie dwa mate obszary, w ktdrych wartos¢
|S|~1 gwattownie spada. Lezg one w poblizu Re(E) = E; i Re(E) = E,, ale wcale nie na osi Re(E),
lecz ponizej. Jedno z miniméw ma miejsce dla E; = 0.91062 — i0.001125, a drugie dla E;, =
3.51168 — i0.02818. Jest dla nasoczywiste, ze czesci rzeczywiste tych szczegdlnych liczb s3 bliskie
wartosciom energii wtasnych dla studni, E; = 0.91155i E, = 3.5005. Zauwazmy, ze nie sg jednak
takie same. Réznice nie wynikajg z jakiejs niedoktadnosci, sg fizycznym przejawem modyfikacji
uktadu. Méwi sie czesto, ze sg przesunieciem pochodzgcym od kontinuum energii (w ukfadzie
studnia-bariera wszystkie energie powyzej V; = 0 sg dozwolone).
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Rys. MB.8 Odwrotnoé¢ modutu macierzy rozpraszania |S|~! w zaleznosci od zespolonej
zmiennej E. Im ciemniejszy odcieri tym mniejsza warto$¢ |S|~1. Wykres po lewej stronie
obejmuje caty badany zakres energii, V, = 0 < Re(E) < V; = 5. Obszary zaznaczone
kolorowymi prostokgtami sg powiekszone po prawej stronie.

A co z czesciami urojonymi? Zauwazmy, ze jesli je podwoi¢, to otrzymujemy wartosci
szerokoéci potéwkowych otrzymanych dla pikéw |A(E)|?. Znalezliémy wiec pewne szczegélne
zespolone wartosci wtasne réwnania Schroedingera, ktérych czesé rzeczywista odpowiada
energetycznemu pofozeniu rezonansu, E,., a cze$¢ urojona — potowie jego szerokosci potéwkowej, I':

= .r
E=Er_l;

Jak gtebokie s3 owe minima widoczne na rys. MB.8? Czy siegajg wartosci 0? Zeby to
sprawdzi¢ postugujemy sie wykresami 3D na rys. MB.9 i MB.10. Przedstawiajg one log|S™1(E)|



odpowiednio dla nizszego i wyzszego energetycznie rezonansu. Podglad z réznych stron pozwala
lepiej odczytaé potozenie minimum. Na tych rysunkach minima osiagaja wartos¢ rzedu 1011, Zejscie
dowolnie blisko zera jest kwestig cierpliwosci badacza. Rozwazane przez nas minima sg punktami, w
ktérych S~1 = 0. (Dlatego tatwiej byto wykre$la¢ S~1 zamiast S). Oznacza to, ze w tym szczegdlnych
punktach funkcja falowa nie zawiera fali wchodzacej. Jest tylko fala wychodzaca. S to szczegdlne
warunki asymptotyczne, ktére mozna by przyjgé za definicje standw rezonansowych. Sg one stanami
pseudozwigzanymi, ktére moga sie rozpadaé. Zawierajg wiec tylko fale wychodzaca, ktdra taki rozpad
opisuje — opisuje uciekajacg z uktadu czastke.

21|
0.9106234 .
.9106235 7
0.910 e I

.9106237 )
0.91-6623%‘0.0011253

-.0011253 -.0011252 -.0011251 —.0_0_1&25

-9.5]
~10!
-10.5
-11

o~ 51
-0-001125

Rys. MB.9 log|S~!| w zaleznosci od zespolonej zmiennej E w poblizu nizszego
energetycznie rezonansu rozwazanego uktadu studnia-bariera; na dole oddzielnie widok od
strony osi rzeczywistej (po lewej) i od strony osi urojonej (po prawej)
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Rys. MB.10 log|S~!| w zaleznosci od zespolonej zmiennej E w poblizu wyzszego
energetycznie rezonansu rozwazanego uktadu studnia-bariera; na dole oddzielnie widok od
strony osi rzeczywiste] (po lewej) i od strony osi urojonej (po prawej)



Potaczenie dwdch parametréw rezonansu, energetycznego potozenia i szerokosci, w
zespolonej ,energii” E = E, — ig ma szczegolny sens w kontekscie ewolucji stanu, czyli —w naszym
przypadku — rozpadu uktadu rezonansowego. W pierwszym rozdziale podaliémy postulaty mechaniki
kwantowej. Wedtug jednego z nich, ewolucja kazdego stanu odbywa sie zgodnie z rownaniem
Schroedingera zaleznym od czasu. Szczegdlnym przypadkiem sg stany wtasne hamiltonianu
niezaleznego od czasu. Ewoluujg one zgodnie z

W(x, t) = e TEW(x), gdzie AW(x) = EY(x).

Wtedy gestoé¢ prawdopodobienstwa [y(x, t)|? dla stanu rezonansowego zmienia sie w czasie
wyktadniczo

i . 2 r
Y (x, )] = e aE T/ Dty = e W (x)|2.

Zatem w stanie rezonansowym prawdopodobienstwo znalezienia czastki w studni maleje

wyktadniczo. Po czasie T = 7 ZWanym Srednim czasem zycia, maleje e-krotnie.



Przyblizone metody znajdowania potozenia i szerokos$ci standéw
rezonansowych

Proponujemy tu dwie metody o charakterze wariacyjnym polegajace na rozwinieciu
poszukiwanej przyblizonej funkcji falowej stanu rezonansowego w bazie zadanych funkgji
unormowanych i optymalizacji wzgledem dodatkowych (nieliniowych), specyficznych dla metody
parametréow. Z punktu widzenia praktycznych obliczen, najwiekszym problemem jest wystepowanie
rozmytego poziomu rezonansowego na tle ciggtego widma energii odpowiadajgcych stanom
niezwigzanym. W zwigzku z tym obliczenia wariacyjne polegajgce na rozwinieciu funkcji
rezonansowej w bazie dajg zestaw energii, wsrdd ktdrych trudno zidentyfikowaé wartosé
odpowiadajgca stanowi rezonansowemu. Drugim problemem jest nienormowalnos¢ Scistej funkgcji
rezonansowej, co czyni jej reprezentacje w bazie funkcji unormowanych istotnym przyblizeniem.

Metoda stabilizacji pozwala na drodze szczegdlnej optymalizacji wytoni¢ rezonansowy
poziom energetyczny sposréd energii odpowiadajgcych stanom niezwigzanym. Jest jednak obcigzona
btedem ograniczenia poszukiwan funkcji rezonansowej do rozwiniecia w bazie funkc;ji catkowalnych z
kwadratem. Metoda obrotu zespolonego pozwala znalezé obydwa parametry rezonansu, potozenie
energetyczne i szerokos¢, jako rzeczywistg i urojong czes¢ szczegdlnej zespolonej wartosci wiasne;j.
Postuguje sie transformacjg przeprowadzajacg funkcje rezonansowa w funkcje catkowalng z
kwadratem (dajacg sie unormowac). Dzieki temu stosowanie baz funkcji catkowalnych z kwadratem
jest w petni uzasadnione.

Metoda stabilizacji

Zaktadamy, ze dana jest baza N funkcji {goi(F)}?':l. Sg one unormowane i okreslone
jednoznacznie. Jesli zastosowac te baze do rozwiniecia poszukiwanej funkcji rezonansowej, to
jedynymi parametrami wariacyjnymi — umozliwiajagcymi dopasowanie rozwiniecia tak, aby réwnanie
Schroedingera byto spetnione z najlepsza mozliwg doktadnoscia — bytyby wspétczynniki rozwiniecia
(parametry liniowe). Wprowadzimy dodatkowo jeden parametr nieliniowy, wspdlny dla wszystkich
funkcji bazowych, manipulowanie ktérym (wariowanie go) umozliwi nam identyfikacje rozwigzan dla
standéw rezonansowych. Bedzie to parametr skalowania wspétrzednych, # — a7. Wprowadzimy te
przeskalowane wspotrzedne do funkcji bazowych otrzymujgc baze funkcji w dodatkowym
parametrem a, {¢p () & ¢;(a7)}\.,. Dopiero w takiej bazie rozwijamy poszukiwana funkcje
rezonansowa :

Y5 cp,e oy @) = Xy cipf (7).
Energie odpowiadajgca funkcji 1 znajdujemy jako tzw. wartos¢ oczekiwana:

(l/)(?, C1, " Cp,y a)|ﬁ|1/)(?, C1,"" Cn, a))
W@ ey, ey ) [P (Feg, oy, @)

E(cy,ey,a) =

Optymalna z punktu widzenia spetnienia réwnania Schroedingera jest ta funkcja Y (7; ¢y, -+ cy, @), dla
ktorej

JE(cq, ey, ) _o0i 0E(cq, - cy, @) _ 0
aCl Cigpt aa aopt .



Ustalmy na razie warto$¢ a i zajmijmy sie pierwszym warunkiem. Poniewaz zaleznos¢ od
wspotczynnikdw c; jest jednoznacznie okreslona w sposéb analityczny, warunek ten prowadzi po
krétkich obliczeniach do réwnania macierzowego

H(a)CP'(a) = E(@)S(a)CP*(a),

°Pt, H(a) jest tzw. macierza

gdzie C°Pt(a) jest kolumnowym wektorem, ktérego sktadowymi s3 c;
hamiltonianu zbudowana z elementéw H;;(a) = ((pf‘|ﬁ|<pf) a S(a) — macierzg iloczynow
skalarnych funkcji bazowych Sij(a) = (gof‘ko]“) Rozwigzujemy wiec algebraiczny problem
(uogdlnione réwnanie wtasne) dla macierzy kwadratowych o wymiarze N X N. Otrzymamy N
rozwigzan — N rzeczywistych wartosci wtasnych Ej (). Wsrdd nich, niektére moga odpowiadac
stanom zwigzanym, liczne stanom niezwigzanym i pewne stanom rezonansowym. Te ostatnie nas

interesuja, ale nie potrafimy odrézni¢ ich od energii stanéw niezwigzanych.

Zajmujemy sie teraz poszukiwaniem optymalnej wartosci parametru skalowania
wspdtrzednych, a. Nie jestesmy w stanie okresli¢ analitycznie zaleznosci rozwigzan Ej (a) od a.

3Ek(a)

Ustalamy wiec punkt optymalny, dla ktérego ———= = 0, na drodze numerycznej: 1) wykonujemy

serie obliczen dla wielu wartosci a, ktore zmlenlamy w sposiOb systematyczny, 2) wartosci wtasne
E (@) otrzymane dla danej wartosci a porzadkujemy od najmniejszej do najwiekszej, 3) wykreslamy
zaleznos¢ kolejnych pierwiastkdw Ej, od a. Przyktadowy obraz, otrzymany w taki sposéb, pokazany
jest na rysunku MB.11. W zasadzie, w miare rozszerzania sie funkcji na skutek skalowania a7,
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Rys. MB.11 Stabilizacja energii pewnego uktadu w zaleznosci od parametru skalowania
wspotrzednych, a. Poziome linie dla energii ponizej zera odpowiadajg stanom zwigzanym. (Sg
poziome, bo baza doskonale je odtwarza, niezaleznie od parametru «). Obszar widma
ciggtego energii rozcigga sie powyzej zera. W tym zakresie, kazdy z pierwiastkow rosnie wraz
ze wzrostem a. Jednak stabilizuje sie na pewnych poziomach (odpowiadajgcych rezonansom)
w niewielkim przedziale wartosci @, do momentu az nastepny pierwiastek dotrze do tego
poziomu i przejmie role reprezentowania energii stanu rezonansowego.



wszystkie Ej, maleja monotonicznie ku progowi, w ktérym zaczyna sie widmo ciggte energii. Jednak
na pewnych poziomach stabilizujg sie. Te poziomy energetyczne przypisujemy stanom
rezonansowym. Ich warto$¢ mozna z pewng (ograniczong) doktadnoscig odczytac z wykresu lub
dEg(a)
da

otrzymaé numerycznie z rownania = (0. Mozna tez zastosowac opisang nizej procedure, ktéra

pozwala oprécz potozenia poziomu energetycznego okresli¢ takze jego szerokosc.

Systematyczne skalowanie wspétrzednych pocigga za sobg systematyczne zmiany wartosci
wiasnych. Jest to swego rodzaju przeglagdanie kontinuum dozwolonych energii. Jesli liczba wartosci
parametru «a i liczba funkcji bazowych, N, sg do$é duze, to otrzymujemy liczny zbidr wartosci
wiasnych, ktérych gestos¢ wzgledem energii reprezentuje dos¢ dobrze gestosc standw badanego
uktadu. W praktyce reprezentujemy jg za pomocg histogramu — dzielimy rozpatrywany przedziat
energii (w ktdrym poszukujemy standéw rezonansowych) na mate przedziaty o jednakowej szerokosci,
zliczamy ile wartosci wiasnych przypada na dany przedziat (dla wszystkich wartosci a). Jest dos¢
oczywiste, ze w tak przygotowanym histogramie, pojawig sie maksima w poblizu poziomdéw
stabilizacji wartosci wtasnych, tj. w poblizu pozioméw rezonansowych. Na rys. MB.12 przedstawiamy
przyktad takiego maksimum odpowiadajgcego poziomowi okoto 2.1 umownych jednostek na
Rys.MB.11.
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Rys. MB.12 Gestos¢ standw w zakresie widma ciggtego energii w okolicy jednego z rezonan-
sow (Rys.MB.11), reprezentowana przez rozktad pierwiastkéw pochodzacych z obliczen
metodg stabilizacji. Czerwona krzywa jest dopasowang do rozktadu pierwiastkow krzywa
Lorentza. Parametrami dopasowania sg potozenie i szerokos¢ rezonansu podane na rysunku.



Takie maksima odpowiadajg w istocie rzeczy maksimom pokazanym na Rys.MB.6. Maja
rezonansowy charakter, ktéry mozna opisac¢ krzywgq Lorentza. Dlatego, do rozktadu pierwiastkéw w
poblizu wybranego stanu rezonansowego dopasowujemy krzywg Lorentza

p(E) = po + E B i

Sposrod czterech parametréw dopasowania (p,, D, E,, T'), dwa majg istotne znaczenie dla okreslenia
rezonansu. Sg to pofozenie poziomu rezonansowego, E,., i jego szeroko$¢ I'. Ostatecznie wartosci
tych parametréw otrzymane w drodze dopasowania krzywej Lorentza do rezonansowej struktury w
gestosci standw (w rozktadzie pierwiastkdw) uznajemy za najbardziej wiarygodne wartosci
parametréw stanu rezonansowego jakie mozna otrzymac metodg stabilizacji.

Metoda obrotu zespolonego wspotrzednych

Metoda obrotu zespolonego wspoétrzednych jest podobna do metody stabilizacji. Stosuje sie
w niej skalowanie wspétrzednych za pomoca zespolonego czynnika a = e, gdzie 8 > 0 jest
rzeczywistym parametrem. Transformacja #* — e'?# nazywana jest obrotem zespolonym
wspotrzednych lub skalowaniem zespolonym. Stad tez metoda nazywana jest czasami skalowaniem

zespolonym wspétrzednych.

Metoda wystepuje w kilku odmianach. W najprostszej wersji, transformacja obrotu jest
stosowana do wspdtrzednych w hamiltonianie, a nie w funkcjach. Udowodniono matematycznie, ze
widmo wartosci wtasnych przetransformowanego operatora Hamiltona, ﬁ(eigf’) jest w Scistych
relacjach z widmem oryginalnego operatora i mozna jego sktadowe interpretowac fizycznie. W
szczegoblnosci:

1) Dyskretne wartosci wiasne oryginalnego operatora H(#*), odpowiadajace stanom
zwigzanym, nie zmieniajg sie na skutek obrotu zespolonego wspétrzednych.

2) Widmo ciagte energii odpowiadajgcych stanom niezwigzanym obraca sie wzgledem
progu widma ciggtego na ptaszczyzne zespolong o kat —26.

3) Energie standéw rezonansowych s3g zespolone, odizolowane od widma ciggtego i w
znacznym zakresie niezalezne od kata obrotu 6. Majg ujemng cze$¢ urojona.

Wiasnosci te zilustrowano na Rys. MB.13.

Oczywistg zaletg tej metody jest znajdowanie obu parametréw rezonansowego poziomu
energetycznego w jednej liczbie zespolonej, E = E, — ig, ktdrg stosunkowo tatwo mozna odrdznic
od zespolonych energii odpowiadajgcych stanom niezwigzanym. Drugg — bardzo powazng — zaletg
metody obrotu zespolonego wspodtrzednych jest fakt, ze transformacja obrotu czyni rezonansowg
funkcje falowg catkowalng z kwadratem. Ograniczenie sie do stosowania bazy funkcji catkowalnych z
kwadratem (wygodnych z powoddw praktycznych) nie stanowi w tym przypadku przyblizenia (w
przeciwienstwie do metody stabilizacji).
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Rys. MB.13 Schemat przedstawiajgcy widmo wartosci wtasnym obréconego na sposdéb zes-

polony hamiltonianu. Energie odpowiadajgce stanom zwigzanym i progom (poczgtkom) wid-

ma ciggtego pozostajg niezmienione przez obrét. Pétproste widma ciggtego sg obrdcone

wokét progu widma o kat 268 na dolng pétptaszczyzne zespolong. Wartosci wtasne

odpowiadajace rezonansom pojawiajg sie na dolnej potptaszczyznie i s3 odseparowane od

widma ciagtego.

W praktyce, z powodu skoriczonej przestrzeni (skoriczona baza), w ktdrej poszukujemy funkcji

stanu rezonansowego, przyblizona energia rezonansu zalezy w nieznaczny sposob od 6. Dlatego kat
obrotu traktujemy réwniez jako parametr wariacyjny. Przepis na realizacje obliczet metodg obrotu

zespolonego jest nastepujacy:

1) Dokonujemy obrotu zespolonego wspodtrzednych w Hamiltonianie — otrzymujemy
H(e7).

2) Poszukujemy rezonansowego rozwigzania rownania wtasnego operatora ﬁ(eief) w
postaci rozwiniecia Y(7; ¢y, cy) = 2, c;p;(7) , gdzie @; sa zadanymi funkcjami
bazowymi.

3) Energie odpowiadajaca takiemu rozwinieciu wyraza wartos$¢ oczekiwana

(1/)(72 €1 CN)lﬁ(emF)ll/)(Fi €1, CN))

W@ cq, e ep) P ey, -+ cy)) '

4) Optymalne zestawy wspdtczynnikow c¢; i odpowiadajace tym zestawom energie

E(cy, ey, 0) =

znajdujemy rozwigzujac réwnanie macierzowe
H(6)C°PY(9) = E(0)SCOPL(H),
gdzie C°PY(9) jest kolumnowym wektorem, ktérego sktadowymi sg ¢;°P¢(8),
H(0) jest tzw. macierzg obréconego hamiltonianu zbudowang z elementéw
H;;(0) = (¢i|HW?)|¢j), a S — macierzg iloczynéw skalarnych funkcji bazowych
Sij = ((pl-|(pj). Poniewaz macierz H(8)nie jest hermitowska, otrzymujemy zespolone
rozwigzania E(6).

5) Czesc¢ z nich powinna zaleze¢ od 8 w sposob wtasciwy dla energii standw niezwigzanych.
Tylko wybrane zespolone wartosci wtasne, te odpowiadajgce stanom rezonansowym
powinny by¢ niezalezne od 6. Powtarzamy rozwigzywanie réwnania z punktu 4) dla

réznych wartosci 6, zeby znalezé optymalne energie rezonansowe z warunku



6)

dE(6)
o

gopt = (0. Oznacza to, ze sposrdd wszystkich wartosci wtasnych otrzymywanych w

punkcie 4) wybieramy te, ktdra jest stabilna przy zmianie 6.
Interpretujemy czes¢ rzeczywistg takiej wartosci wiasnej jako potozenie energetyczne
rezonansu, a cze$¢ urojong jako potowe jego szerokosci energetyczne;.

Przyktadowe wyniki otrzymane metodg obrotu zespolonego przedstawia Rys. MB.14.

Wszystkie wartosci wiasne o czesci rzeczywistej w badanym zakresie energii umieszczono na

ptaszczyznie zespolonej. Wyniki odpowiadajg trzem nieco réznym bazom i trzydziestu wartosciom 6

zmieniajgcym sie w rownych odstepach od 0 do %. Ujawniajg sie wyraznie dwa typy 6-trajektorii

(toréw po ktoérych ,porusza” sie wybrana wartos¢ wtasna ze zmiang kata obrotu). Trajektorie w

postaci charakterystycznych tukéw odpowiadajg widmu ciggtemu obracajgcemu sie regularnie w

miare wzrostu kata obrotu wspétrzednych. Wyraznie od nich rdznig sie trzy 6-trajektorie (po jednej

dla kazdej bazy) wykazujgce znacznie wolniejszg zaleznos¢ od 6. Te trzy O-trajektorie, cho¢ startujg

dla @ = 0 w rdznych punktach na osi rzeczywistej, zbiegajg sie we wspdlnym punkcie, w ktérym
stabilizuje sie wartos¢ wtasna (najwolniej zalezy od kata obrotu). Ten punkt nalezy uznaé za
optymalng wartosc¢ zespolonej energii rezonansu.
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Rys. MB.14 O-trajektorie otrzymane dla nanostruktury w postaci symetrycznego uktadu
warstw potprzewodnikowych, dwdch barier i studni [M. Bylicki, R. Oszwatdowski, W.
Jaskalski, J. Phys.: Condensed Matter 8 (1996) 6393]. Obszar zbieznosci trajektorii rezonanso-
wych, zaznaczony prostokgtem na gtéwnym rysunku, jest powiekszone we wstawce.



