Metody symulacji w nanotechnologii

Skrécony opis:

Wyktad zawiera wprowadzenie do technik stosowanych w fizyce i biofizyce do komputerowego
modelowania nanostruktur i symulacji zachodzgcych w nich proceséw. Wybrane przyktady to np.
tunelowanie przez bariery potencjatu, modelowanie struktury energetycznej uktadéw grafenowych,
optymalizacja naprezen materiatéw w skali nano czy dynamika molekularna nanoczastek o znaczeniu
biologicznym. Omodwienie metod poprzedzone jest krétkim wprowadzeniem do mechaniki
kwantowej. Prezentowane metody majg odniesienie do metod numerycznych poznanych na Il roku
na zajeciach z metod numerycznych. Studenci piszg wtasne programy realizujgce rozwigzanie danego
problemu dla nanostruktur lub uczg sie postugiwa¢ gotowym pakietem numerycznym.

Petny opis:

1. Wstep do mechaniki kwantowej. Rdwnanie Schroedingera, funkcja falowa, przestrzern modelowa,
macierzowa reprezentacja hamiltonianu, zagadnienie wtasne dla hamiltonianu.

2. Uktady modelowe, atomy i molekuty. Wigzanie chemiczne, hybrydyzacja orbitali.

3. Osrodek periodyczny, twierdzenie Blocha, wektor falowy, pasmowa struktura widma energii,
grafen, nanorurki i nanowstegi.

4. Metoda ciasnego wigzania, metody diagonalizacji.

5. Wprowadzenie do problemu naprezen na przyktadzie samorosngcych kropek kwantowych.

6. Rodzaje i Zrédta odksztatcen:

- Odksztatcenia a naprezenia. Opis tensorowy.

- Przyblizenie osrodka ciggtego.

- Podejscie atomistyczne.

7. Réwnanie Schroedingera zalezne od czasu:

- Ewolucja czastki swobodnej, fale ptaskie, gaussowski pakiet falowy.

8. Ruch w polu potencjatu ograniczajgcego.

9. Rozpraszanie na barierze potencjatu, tunelowanie, wspdtczynniki odbicia i transmisji.

10. Tunelowanie przez podwadjna bariera potencjatu, efekty rezonansowe.

11. Metody numeryczne: Cranka-Nicholson i time splitting.

12. Dozwolone energie uktadu kwantowego: dyskretne, z zakresu ciggtego i rezonansowe (dyskretne
rozmyte w widmie ciggtym).

13. Rozwigzanie rownania wtasnego hamiltonianu dla czgstki w jednowymiarowym potencjale
studnia-bariera.

14. Wtasnosci stanéw rezonansowych.

15. Wprowadzenie do nanotechnologii uktadéw biologicznych. Centralny dogmat biologii
molekularnej.

16. Przeglagd metod poszukiwania minimum funkcji wielu zmiennych na przyktadzie pola sitowego.
17. Metody symulacji dynamiki molekularnej.

18. Modelowanie wytrzymatosci biomateriatow (wtdkna).

Wyktad 1.
3 godziny



Elementy mechaniki kwantowej

Geneza mechaniki kwantowej

Fizyka klasyczna opisuje uktady makroskopowe, przy czym termin ,makro” dotyczy uktadéw o
rozmiarach powyzej jednego mikrometra. Mogg to by¢ pojedyncze obiekty o makroskopowych
rozmiarach i masach (bryty sztywne lub obiekty modelowane punktami materialnymi) albo zbiory
takich obiektow (np. uktady planetarne). Jednym z zadan teorii fizycznej jest opis stanu uktadu
fizycznego. W fizyce klasycznej stan uktadu ztozonego z pewnej liczby czgstek materialnych jest
jednoznacznie okreslony przez podanie potozen i pedéw kazdego elementu takiego uktadu w
dowolnej chwili czasu. Wielkosci te znajduje sie rozwigzujgc rownania mechaniki Newtona, ktére sg
rownaniami rézniczkowymi czastkowymi llI-go rzedu. Stan klasycznych uktadéw ztozonych z bardzo
duzej liczby stabo-oddziatujgcych czastek (gazow) opisuje sie w ramach fizyki statystycznej, nie
whnikajgc w ich mikroskopowg strukture, za pomocy makroskopowych parametréw takich jak
temperatura, objetosc i cisnienie.

Przetom XIX i XX wieku przynidst rozwdj technik eksperymentalnych szczegélnie spektroskopowych.
Wykonano wowczas szereg doswiadczen, ktérych rezultatow nie dato sie wyjasni¢ na gruncie fizyki
klasycznej bez wprowadzenia nowej teorii opisujgcej rzeczywistosc¢ fizyczng na poziomie ,,mikro”, tj.
pojedynczych atomow i molekut. Nalezg do nich promieniowanie ciata doskonale czarnego, efekt
fotoelektryczny oraz doswiadczenie Francka-Hertza.

Promieniowanie ciata doskonale czarnego.

Ciato doskonale czarne to obiekt fizyczny catkowicie pochtfaniajgcy padajgce nie niego
promieniowanie elektromagnetyczne. W ramach fizyki klasycznej zostato w XIX wieku sformutowane
prawo promieniowania ciata doskonale czarnego, zwane prawem Rayleigha-Jeansa, wedtug ktérego
ilos¢ wypromieniowanej energii powinna by¢ proporcjonalna do czwartej potegi czestotliwosci
promieniowania i to niezaleznie od temperatury. Tymczasem doswiadczenia wykazywaty, ze istnieje
maksimum natezenia w widmie emitowanym i jest ono funkcjg temperatury (prawo Wiena, Rys.1).
Przyktadowo, dla promieniowania powierzchni Storica (6000 K) przypada dla dtugosci fali 480 nm. Co
wiecej, ze sformutowania prawa Rayleigha-Jeansa wynika, ze ciato powinno promieniowad znacznie
wiecej energii w zakresie ultrafioletowym niz w zakresie widzialnym. Rozbiezno$é ta, nazywana
katastrofg w nadfiolecie byta gtéwnym powodem poszukiwania nowej fizyki dotyczgcej mikroswiata.

Widmo promieniowania tia uzyskane z satelity COBE
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Rys.1 a) Widmo promieniowania tta (wszechswiata), jako pozostatos¢ po Wielkim Wybuchu.
Wikipedia http://pl.wikipedia.org/wiki/Cia%C5%820 doskonale czarne . b) Poréwnanie widma



http://pl.wikipedia.org/wiki/Cia%C5%82o_doskonale_czarne

promieniowania ciata doskonale czarnego (krzywa z maksimum) dobrze opisywanego przez
kwantowq teorie Plancka z przewidywaniami klasycznymi (krzywa monotonicznie rosngcal).

Zrédtem promieniowania ciata s3 w mechanice klasycznej drgajace fadunki elektryczne, tzw.
oscylatory (np. elektrony w atomach) mogace emitowac promieniowanie o dowolnej czestotliwosci a
tym samym o dowolnej energii. Zeby wyjaséni¢ rozbieznosci z klasyczng krzywa (zob. Rys.1) Max
Planck w 1900 roku przyjat, ze takie oscylatory materii mogg emitowaé promieniowanie tylko w
porcjach o energiach E=hv, gdzie v — czestotliwo$é promieniowania (v=c/A, A - dtugosé fali, ¢ —
predko$¢ $wiatta), a h jest pewna statg o wartosci 4,135 667 516-107° eVs. Od tego czasu porcje te
nazywane sg kwantami. Zrewolucjonizowato to catkowicie poglad na strukture materii, bo oznaczato
m.in. to, ze struktura energetyczna atomoéw, z ktdrych zbudowana jest cata materia, jest dyskretna
czyli kwantowa (tzn., ze tylko pewne wybrane wartosci energii sg osiggalne, dostepne).

Zjawisko fotoelektryczne.

Efekt fotoelektryczny zostat odkryty w 1887 r. przez Heinricha Hertza, bardziej szczegétowo badany
podzniej przez Philippa von Lenarda a wyjasniony przez Alberta Einsteina w 1905 roku w oparciu o
teorie kwantow zaproponowang przez Plancka.

W prézniowej lampie wpietej w obwdd elektryczny (Rys. 2a) $wiatto pada na tarcze i wybija z niej
elektrony. Przytozony potencjat moze przyspiesza¢ elektrony do kolektora (K) lub hamowaé (w
zaleznosci od polaryzacji przytozonego potencjatu) i zawraca¢ do emitera (T). Energia elektronéw
zawracanych E=eVh (V - potencjat hamowania) NIE ZALEZY od natezenia $wiatfa (Rys. 2b). Dla
dowolnej czestotliwoéci padajacego promieniowania zaleznosé E — energii elektronéw (czyli V) od

czestosci V jest liniowa z progiem. Wniosek Einsteina:

hy=E+®,

gdzie @ to praca wyjécia z metalu (energia potrzebna na wybicie z metalu elektronéw) Warto
zauwazyé¢, ze nachylenie prostych energii na Rys. 2b jest state i rowne doktadnie statej Plancka.
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Rys.2 a) Schemat uktadu do obserwacji zjawiska fotoelektrycznego. “Podstawy Fizyki”, D. Halliday, R.
Resnick, and J. Walker, PWN Warszawa 2007. b) Wykresy zaleznosci energii emitowanych
elektrondw od czestotliwosci padajgcego promieniowania, dla réznych metali, z ktérych zbudowana
jest tarcza (T). http://library.thinkquest.org/28383/nowe _teksty/html/2 8.html



http://library.thinkquest.org/28383/nowe_teksty/html/2_8.html

Doswiadczenie Francka-Hertza.

W doswiadczeniu tym elektrony w nieelastycznych zderzeniach z atomami rteci (Rys. 3) przekazujg im
energie w porcjach o wartosci ok. 4.88 eV — spada wdéweczas natezenie pradu anodowego. Wniosek:
stany energetyczne atomu rteci sg dyskretne; rdznica pomiedzy energig stanu podstawowego a
energia pierwszego stanu wzbudzonego w atomach rteci wynosi ok. 4.88 eV.
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Rys.3 a) Schemat uktadu do obserwacji doswiadczenia Francka-Hertza. b) Wykres prgdu anodowego
w funkcji napiecia przyspieszajqgcego siatki.
http://en.wikipedia.org/wiki/Franck%E2%80%93Hertz_experiment

Fale materii, dyfrakcja promieni X i dyfrakcja elektronow.

Powyzisze doswiadczenia pokazujg ewidentnie dyskretny czyli kwantowy charakter materii,
przynajmniej jesli méwimy o strukturze energetycznej elementarnych skfadnikow materii czyli
atoméw oraz gdy mamy na mysli wartosci energii emitowanego (a takze absorbowanego)
promieniowania. Inne doswiadczenia pokazujg inng zaskakujgcg wtasciwos¢é materii: jej elementarne
sktadniki, z ktérych jest zbudowana, np. elektrony zachowujg sie niekiedy jak fale.

Najbardziej charakterystyczng wtasciwoscig fal jest ich dyfrakcja (ugiecie na przeszkodach,
przestonach, itp.) oraz interferencja. Typowy obraz przejScia ptaskiej fali elektromagnetycznej
(Swiatta) przez dwie szczeliny (o szerokosci poréwnywalnej z dtugoscia fali), obserwowany na ekranie
wyglada tak jak na Rys. 4. W wyniku konstruktywnego i destruktywnego sumowania sie grzbietéw
kulistych fal powstajacych na szczelinach, na ekranie obserwujemy szereg jasnych i ciemnych
prazkow. Jesli szczeliny sg punktowe to prazki majg ksztatt koncentrycznych okregéw. Obraz prgzkéw
otrzymuje sie tez dla siatek dyfrakcyjnych zbudowanych z szeregu bardzo blisko siebie potozonych
szczelin. Gdy dtugosc fali padajgcej jest bardzo mata trudno jest mechanicznie wytworzy¢ siatke o
bardzo gestych szczelinach, dlatego dla promieni X (Roentgena) jako siatek uzywa sie krysztatow, a
role szczelin (rys) odgrywajg w nich potozone ptaszczyzny krystalograficzne ztozone z regularnej sieci
atomow.



Rys.4 Dyfrakcja fali ptaskiej na dwdch szczelinach i powstawanie prgzkow interferencyjnych na
ekranie. http://en.wikipedia.org/wiki/Double-slit experiment

Zaskakujace jest to, z bardzo podobny obraz otrzymujemy gdy zamiast fal (np. promieni X)
przepuscimy przez uktad elektrony. Jest to pokazane na Rys. 5.
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Rys.5 Poréwnanie dyfrakcji promieni X (fal) i elektronow (czgstek) na krysztale glinu. “Podstawy
Fizyki”, D. Halliday, R. Resnick, and J. Walker, PWN Warszawa 2007.

W doswiadczeniu z elektronami klasyczna fizyka podpowiada nam, Zze elektrony jako czastki
materialne muszg przejs¢ albo przez jedng albo przez drugg szczeline. W zwigzku z tym dla gestego
strumienia elektrondw padajacych na podwdjng szczelineg, na luminescencyjnym (scyntylacyjnym)
ekranie, ktéry rozjasnionym pikselem monitoruje zderzenie kazdego elektronu z ekranem,
spodziewamy sie dwdch rozjasnionych obszardw, bezposrednio za szczelinami. Wynik doswiadczenia
jest jednak zupetnie inny — Rys.6. Cho¢ kazdy z elektronéw ,gdzies” padnie, to obraz uzyskany w
wyniku bardzo duzej liczby padajgcych elektronéw jest obrazem takim samym jak uzyskany dla fal!


http://en.wikipedia.org/wiki/Double-slit_experiment

FALE MATERII

Rys. 39.8. Zdjecia pokazujgee powstawanie obrazu interfe-
rencyjnego wywolanego wiszka elektronéw w doSwiadczeniu
z dwiema szczelinami przedstawionym na rysunku 39.6. Fale
materi, tak jak fale $wiatla, sq falami prawdopodobiedsiwa.
Przyblizone liczby elektronéw odpowiadajace kolejnym foto-
grafiom wynoszg: 7, 100, 3000, 20000 3 70000

Rys.6 Obraz interferencyjny otrzymany na ekranie luminescencyjnym, w ktorym elektrony padajq na
ekran po przejsciu przez podwdjnq szczeline. Kolejne fazy odpowiadajq coraz wiekszej liczbie
elektronow. “Podstawy Fizyki”, D. Halliday, R. Resnick, and J. Walker, PWN Warszawa 2007.

Oznacza to, ze nie jesteSmy w stanie Sledzi¢ trajektorii elektronu, tzn. nie mozemy jednoczesnie (w
tej samej chwili) zna¢ jego potozenia i pedu. Nie jest to nasza utomnos¢, a wtasciwos¢ materii,
wiasciwosé swiata w ktérym zyjemy i jawi sie on nam jako niedeterministyczny: znajgc stan czastki w
danej chwili czasu, jej stany w chwilach nastepnych mozemy przewidywac¢ tylko z pewnym
prawdopodobienstwem. W mechanice kwantowej ta wtasciwo$¢ odzwierciedlona jest przez tzw.
zasade nieoznaczonosci Heisenberga. Jasne i ciemne prazki na Rys. 6. odzwierciedlajg fakt, ze tylko z
pewnym prawdopodobienstwem jestesmy w stanie okresli¢ ktoredy (przez ktdrg szczeline) przeszedt
dany elektron. Nowa fizyka, fizyka kwantowa musi mie¢ zatem charakter probabilistyczny.

Wybrane, podstawowe postulaty mechaniki kwantowej

Postulat1.
Stan uktadu fizyczny w mechanice kwantowe] (uktadu kwantowego) opisywany jest w petni poprzez

pewnga funkcje zwang funkcjg falowa albo funkcjg stanu W(x, t), gdzie X oznacz zesp6t

wspotrzednych potozeniowych wszystkich czastek nalezacych do uktadu, a toznacza czas.

Interpretacje fizyczng posiada kwadrat modutu funkcji falowej. Wyrazenie
Y Ydx = |¥|%dx

jest prawdopodobienstwem znalezienia uktadu w objetosci dx .

Zauwazmy, ze catka po catej przestrzeni z |\P| musi by¢ réwna ,1” , gdyz prawdopodobienstwo

znalezienia uktadu fizycznego ,gdziekolwiek” jest rdwne pewnosci. Tym samym, mozliwe funkcje



falowe uktadéw fizycznych muszg by¢, méwimy, ,kwadratowo catkowalne” — catki z kwadratéw ich
modutéw nie moga by¢ rozbiezne.

Postulat2.
Kazdej mierzonej (mierzalnej) wielkosci fizycznej A danego uktadu fizycznego (ktérej mierzona
wartoé¢ moze zaleze¢ od X oraz od t), odpowiada pewien operator A. Operatory dziatajg na

funkcje. W wyniku dziatania AWY=® otrzymujemy réwniez funkcje (inng, w szczegdlnych
przypadkach te samg). Przyktadowym operatorem moze by¢ branie pochodnej z funkcji po jakiejs

zmiennej, lub mnozenie funkcji przez jakas liczbe. Jesli AY=a'¥, (a - liczba) to WV jest tzw. funkcja
wiasna operatora A.

Postulat3.

Wynikami pomiaru wielkosci fizycznej A mogg by¢ tylko wartosci wiasne odpowiadajgcego jej
operatora A.

Uwaga.

Wszystkie funkcje wtasne dowolnego operatora ( nazwijmy je (Pj , oraz ponumerujmy i=1,2,...)
tworzg baze (funkcyjng) w przestrzeni funkcji kwadratowo catkowalnych (danego typu).

Odpowiadajgce im wartosci wtasne to d; . Zatem, dowolng funkcje opisujgcg stan uktadu fizycznego
mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej (rozwiniecie w bazie)

LP:ZCi(Di

Zauwazmy analogie z przestrzenig wektorowga. Podobnie jak w przestrzeni wektorowej definiuje sie

iloczyn skalarny dwoch funkcji (i oraz (O jako
<o, | ?; >:I(pi §0de

gdzie 7 (wczesniej oznaczane takie przez x) to zespot wszystkich wspétrzednych przestrzennych.
Symbol <|> jest tzw. notacjg Diraca.

Funkcje nazywamy unormowana jesli < @; |(pi = 1, a dwie funkcje s ortogonalne jesli ich iloczyn
skalarny znika.

W iloczynie skalarnym pod catkg wystepujg dwie funkcje. Jle jedna z nich moze by¢ wynikiem
dziatania jakiegos$ operatora na inng funkcje:

<@|D>=<@|Hy >=<¢@|H |y >

Postulat4.

Jedli uktad znajduje sie w stanie opisywanym funkcja falowa YW to prawdopodobierstwo, ze w

wyniku pomiaru wielkosci fizycznej A otrzymamy wielko$¢ @Q; dane jest przez:



. 2
P<e |V >|2= J.(Di Ydr| = |2.
Dodatkowo:

A) Jesli uktad fizyczny znajduje sie w stanie opisywanym funkcja falowa ¥, to wartosci $redniej
(uzyskanej z wielu pomiardéw) wielkosci fizycznej A (dla uktadu ciggle w tym samym stanie)

odpowiada tzw. wartoé¢ oczekiwana odpowiadajacego jej operatora A :

A=<W|A¥ >= [V Avdr.

B) Ped to wektorowa wielko$¢ fizyczna P = ( Py py ) pz)
operator pedu tez jest wielkoscig wektorowa, sktada sie z trzech sktadowych operatorow

., 0
np. P, =—-ith—.
p X ox
Tym samym operator energii kinetycznej (przez analogie klasyczng)
mv:  p° n(o* o° 0o
T= = =— st —+——
2 2m 2m{ ox~ oy oz

(1)

Postulat5.

Funkcja falowa spetnia réwnanie Schrédingera
a) zalezne od czasu t

L 0P _
ot

gdzie dla uktadu ztozonego z n czastek x = (Xy, X, ..., X») a kazde x; = (x;,yi,z), oraz
b) niezalezne od czasu,

HWY (x,1),

HY(x,t) = E¥(xt) 2)

gdzie H — operator energii catkowitej uktadu (operator Hamiltona, w skrdcie hamiltonian). H=T +V,
a V to operator energii potencjalnej.

Jedli V — energia potencjalna uktadu, nie zmienia sie w czasie, tzn. V=V(x), to stany wtasne H czyli
stany uktadu fizycznego to stany stacjonarne i lP(X, t) = qJ(X).
Uwaga, réwnanie Schrédingera (2) jest de facto rownaniem rézniczkowym. Jego rozwigzanie wymaga

natozenia na W warunkéw brzegowych, to one powoduja, ze rozwigzaniem réwnania (2) jest na
ogo6t dyskretny zbidr wartosci i funkcji wtasnych

E., ¥,

Rozwigzanie réwnania Schroedingera (2) jest podstawowym celem kazdego kwantowego problemu
fizycznego. Przez jego rozwigzanie znajdujemy bowiem funkcje falowe reprezentujgce mozliwe stany
danego uktadu, a tym samym otrzymujemy petng informacje o danym uktadzie fizycznym.



Rozwigzanie réwnania zaleznego od czasu daje nam dodatkowo wglad w dynamike uktadu
fizycznego, czyli daje nam mozliwos¢ poznania (i przewidzenia) jego zachowania sie w czasie.

Najprostsze przyktady kwantowych uktadow fizycznych

Istnieje tylko kilka modelowych uktadéw fizycznych, ktére daja sie $cisle rozwigzaé . Przedstawimy tu
niektére z nich. We wszystkich innych przypadkach reprezentujacych ztozone uktady fizyczne
rownanie (2) musimy rozwigzywaé w sposob przyblizony.

Czastka w jednowymiarowej studni potencjatu.
Wyobrazmy sobie czgstke o masie m, ktdra swobodnie moze poruszaé sie tylko w jednym kierunku

(w jednym wymiarze) np. x, na odcinku o dtugosci L. Jesli niezaleznie od energii czastki nie moze ona
opusci¢ odcinka L, to w mechanice kwantowej jej energia potencjalna reprezentowana jest przez
dwie nieskonczenie wysokie bariery umieszczone na koncach odcinka L. Jesli czagstka mogtaby sie
wydostac z obszaru L przy energii réwnej np. V, to woéwczas méwimy o studni potencjatu o szerokosci
L i barierach potencjatu o skoriczonej wysokosci V. Oba przypadki reprezentowane sg na Rys. 7.

V=oo V=oo

v=0 X v=0 X
0 L - 0 L

skonczona nieskonczona

Rys.7 Skoriczona (lewa) i nieskoriczona (prawa) jednowymiarowa studnia potencjatu o szerokosci L.

W obu przypadkach réwnanie Schroedingera (2) jest rGwnaniem zaleznym tylko od jednej zmiennej x.
Jako réwnanie rézniczkowe wymaga podania dwdch warunkdw brzegowych w celu uzyskania jego
jednoznacznego rozwigzania. W przypadku nieskoniczonej studni potencjatu takimi warunkami sg

znikanie funkcji falowej W(x) dla x=0 oraz x=L, W(0) = W¥(L) =0, czyli na brzegach i poza
granicami studni (czastka nie moze sie wydostaé ze studni, tzn. nie moze istnie¢ poza studnia, a

zatem prawdopodobieristwo znalezienia jej poza odcinkiem L jest réwne zero). Warunki t powodujg,
ze (2) ma tylko takie mozliwe energie wtasne:

h?n?
" gmL?’

gdzie n to liczba kwantowa numerujgca kolejne rozwigzania, a odpowiadajgce im funkcje falowe

(3)

.- B #,f’? . (nT _ 1973
Yn(z) = \;‘ Eblll (TT) n=123...
Schematycznie przedstawia to Rys. 8. Warto przyjrze¢ sie efektowi skali. Dla duzych,
makroskopowych rozmiaréw studni L oraz makroskopowych czastek (o duzej masie) wzér (3)
pokazuje, ze mozliwe poziomy energetyczne sg bardzo gesto potozone na skali energii. Dla L=1m oraz
m=1kg, réznica E»-E; wynosi ok. 10® Dzula (10" eV) i jest absolutnie niemierzalna (za matal),
podczas gdy w warunkach mikroswiata, tzn. np. dla elektronu w putapce o rozmiarach 1 nm, ta
roznica energii jest rzedu 1 eV i jest mierzalna. Ten przyktad podpowiada nam, ze otaczajaca nas



makroskopowa rzeczywistos$¢ tez poddaje sie opisowi mechaniki kwantowej, jednak efekty kwantowe
sg tu na ogdt znikome (niemierzalne).
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Rys.8 Schemat poziomdw energetycznych czgstki w jednowymiarowej, nieskoriczonej studni
potencjatu.

Zwréémy uwage, ze przejscia kwantowe pomiedzy poziomami w tym ukfadzie, czyli wzbudzenia
czastki do wyzszej energii np. za pomoca $wiatta (fotondw) mozliwe s3 tylko dla fotondw o energiach
rownych

hv=E,-E,
Proces taki nazywa sie absorpcja. Proces odwrotny (deekscytacje) bedzie Zzrodtem fotondw (emisja).
Oba widma (przez widmo rozumiemy zalezno$¢ intensywnosci Swiatta absorbowanego Ilub

emitowanego od energii padajacych fotondéw) mie¢ zatem bedg dyskretny charakter (patrz
doswiadczenie Francka-Hertza, Rys. 3b).

Kwadraty modutéw ‘Y, (gestoéci prawdopodobieristwa) pokazane s3 na Rys. 9. Te
prawdopodobienistwa przypominajg ,fale” .

i
n=1
w3
1
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Rys.9 Schemat poziomdw energetycznych czgstki w jednowymiarowej, nieskoriczonej studni
potencjatu. “Podstawy Fizyki”, D. Halliday, R. Resnick, and J. Walker, PWN Warszawa 2007.

Symetria.
Uktad fizyczny moze by¢ niezmienniczy ze wzgledu na pewne operacje symetrii. Np. molekuta
dwuatomowa homojgdrowa nie zmienia sie jesli poddamy jg obrotom wokdt osi wigzania lub



odbiciom w ptaszczyznie prostopadtej do osi wigzania umieszczonej w potowie wigzania.
Nieskonczony krysztat bedacy obiektem periodycznym jest niezmienniczy wzgledem symetrii
translacji, tzn. przesuniecia o wektor sieci. Jesli uktad jest niezmienniczy ze wzgledu na jakies$
operacje symetrii, to opisujgcy go hamiltonian H tez jest niezmienniczy a kazdej operacji symetrii
odpowiada pewien operator S. Niezmienniczo$s¢ H wzgledem operacji symetrii prowadzi do tego, ze
operatory, te komutuja: [H,S]=0, tzn. kolejnos¢ ich dziatania na funkcje falowe HS{y lub SH{Y) nie ma
znaczenia — zawsze otrzymamy ten sam wynik. tatwo pokazaé, ze takie dwa operatory majg wspdlne
funkcje wtasne, a zatem funkcje falowe opisujgce stany uktadu bedg musiaty: (a) odzwierciedlaé
symetrie zwigzane z operatorami S, (b) by¢ indeksowane dodatkowymi liczbami kwantowymi
zwigzanymi z wartosciami wtasnymi S.

Wyktad 2.
3 godziny

Atomy, molekutly i elementy teorii ciata statego

Atom wodoru.

Atom wodoru to najprostszy ukfad ztozony z dwdch oddziatujgcych elektrostatycznie czastek:
protonu i elektronu. Poniewaz proton jest ok. 1000 razy ciezszy od elektronu, mozemy spokojnie
zatozy¢, ze w obliczu ruchu elektronu jest on nieruchomy (bardzo, bardzo powolny) i przyjgé poczatek
uktadu wspétrzednych na nieruchomym protonie. Wéwczas wodér jawi sie nam jako ujemnie
natadowany elektron poruszajacy sie w kulombowskim polu pochodzagcym od dodatnio
natadowanego protonu. Zauwazmy, ze w klasycznej fizyce elektron poruszajacy sie wokoét jadra (tzn. z
przyspieszeniem) emitowatby, czyli tracit energie i po prostu spadtby na proton; atom wodoru
przestatby istniec...

Energia potencjalna elektronu w kulombowskim polu elektrostatycznym protonu wynosi
€
V (r) = —F (4)

gdzie e to fadunek elektronu a r to odlegtos¢ elektronu od jadra (protonu). Zauwazmy, ze energia ta
jest ujemna (bo czastki sie przyciggajg) i moze ona réwnowazy¢ kinetyczng energie elektronu (ktéra
jest zawsze dodatnia). Hamiltonian skfada sie z operatora energii kinetycznej T, danego wyrazeniem
(1) oraz energii potencjalnej (powyzej). Rozwigzanie réwnania

HY(r,t) = E¥(r,1),

(gdzie w konkretnym przypadku jednego elektronu uzyto tu wektora potozenia elektronu 7 =
(x,v,z) w miejsce poprzednio uzywanych oznaczen x lub 7) zndw daje dyskretne widmo energii
wtasnych, czyli mozliwych energii jakie moze posiadac elektron w atomie wodoru. Wynoszg one:

e me* 1

=T aL2 2 2 (5a)
" gl n?

gdzie n to zndw liczba kwantowa numerujgca kolejne poziomy energetyczne atomu wodoru. Energie
te s3 ujemne, co oznacza, ze elektron jest w atomie wodoru ,zwigzany”. Zeby go uwolni¢, czyli
zjonizowacé atom - trzeba dostarczyé dodatniej energii rbwnowazgacej energie wigzania. Dla matej
masy elektronu (w kg jest to wielko$¢ rzedu 10°°) réznice pomiedzy poziomami energetycznymi sa
juz catkiem spore i dobrze mierzalne. Energia stanu podstawowego, E; , w wodorze to -13,6 eV.



Zauwazmy, ze jest to rowniez problem czgstki w studni potencjatu, z tym, ze teraz studnia (4) jest
tréjwymiarowa, o sferycznej symetrii, ma ksztatt kulombowskiego ,lejka” i jest nieskorczenie
gteboka. Wraz z poziomami energetycznymi zobrazowana jest ona schematycznie na Rys. 10.

Energy (a.u.)

-2 t }
0 2 4 6

Distance from nucleus (u.u.)

Rys.10 Schematy energii potencjalnej (czarna krzywa) i poziomow energetycznych (czerwona)
elektronu w atomie wodoru w jednostkach atomowych (m=h=e=1).

Kiedy studnia kwantowa jest wiecej niz jednowymiarowa, wystepuje wowczas na ogoét degeneracja
poziomdw energetycznych. Z degeneracjag mamy do czynienia wtedy, gdy jednej energii odpowiada
wiecej réznych funkcji (stanéw kwantowych). Mamy z nig do czynienia rdwniez w przypadku atomu
wodoru. Najnizszy poziom energetyczny jest niezdegenerowany. Drugi poziom jest zdegenerowany
czterokrotnie, a trzeci az dziewiecio-krotnie. Wystepowanie degeneracji poziomdw energetycznych
wigze sie na ogot z istnieniem jakiejs symetrii, ktorej podlega dany uktad. W przypadku wodoru
mamy do czynienia z bardzo wysokg symetrig. Atom wodoru (i tym samym opisujgcy go hamiltonian)
jest niezmienniczy ze wzgledu na dowolne obroty wokét dowolnych osi przechodzacych przez proton.
Jest to tzw. symetria sferyczna, a wynikajaca z niej degeneracja nazywa sie orbitalng. Te degeneracje
,numeruje” sie tzw. orbitalnymi (I) i magnetycznymi (m) liczbami kwantowymi. Dla poziomu
energetycznego n, nazywanego takze powfokq, mamy n réznych orbitalnych typdéw funkcji falowych
(tzw. orbitali), kazdy z nich dodatkowo zdegenerowany 1x, 3x, 5x,... Typy te opisujemy literkami s, p,
d,.... i nazywamy podpowfokami. Funkcje falowe zalezg od x,y,z albo przechodzac do sferycznego
uktadu wspétrzednych od r i dwdch katéw 6 i . W sferycznym uktadzie wspoétrzednych (Rys. 10a)
funkcje falowe wygladaja tak

\P(X’ yv Z) = \P(r’ 9’ ¢) = Rn (r)YI,m (9’ (0) = \Pn,l,m ’ (Sb)

gdzie Y, to tzw. funkcje kuliste, n nazywa sie gtéwna liczbg kwantowa, | — liczbg orbitalng, a m
magnetyczng liczbg kwantowa. Energie w wodorze zalezg tylko od n (przy nieobecnosci
zewnetrznych pol).
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Rys.10b Sferyczny uktad wspofrzednych

Zalezno$¢ radialna (od r) funkcji falowych w kazdym typie n jest taka sama i charakteryzuje sie
pewng liczbg weztéw (tzn. takich odlegtosci od jadra dla ktérych funkcja catkowicie sie zeruje).
Moduty kwadratéw tych funkcji scatkowane po katach dajg tzw. radialne rozktady gestosci
elektronowej. Maksima tych gestosci pokazujg te odlegtosci od jadra, na ktoérych
prawdopodobienstwo znalezienia elektronu jest najwieksze. Mozna je nazwaé najbardziej
prawdopodobnymi orbitami, po ktérych poruszatby sie klasyczny elektron. Gestosci te sg pokazane
na Rys. 1la. Powierzchnie, na ktérych catkowita gestos¢ fadunku ma stata wartos¢ nazywaja sie
,warstwicami” Na Rys. 11b pokazane sg katowe ,ksztatty” tych warstwic dla réznych orbitali,
ukazujgce rozktad gestosci elektronowej w poszczegdlnych stanach. (Uwaga: dla danego n ze wzgledu
na degeneracje orbitalng kazda kombinacja funkcji o roznym | i m tez jest dobra funkcjg falows,
zatem pokazane ksztatty sg ,,mozliwe” a nie , jedyne”).

5 orbitali typu d

>o
Do =
>0

1s 2s,2p 3s, 3p, 3d

Rys.11 Schematyczne radialne (a) i kgtowe (b) rozktady gestosci tadunku dla rdoznych orbitali
wodorowych. Gestosci te mozna znaleZé w dowolnej ksigzka z chemii kwantowej lub mechaniki

kwantowej.

W atomach wieloelektronowych ze wzgledu na kulombowskie oddziatywanie miedzy elektronami,
degeneracja orbitalna zostaje zniesiona (zaburzenie symetrii). Energie poziomdéw energetycznych
zalezg ciggle od n i teraz od |. Nie zalezg jednak o magnetycznej liczby kwantowej m: kazdy poziom o
okreslonym (n,I) jest 2l-1 krotnie zdegenerowany. Kolejno$¢ energetyczna poziomdw jest
nastepujgca: 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d, ... , ale dla wyzszych n odstepstwa spowodowane
oddziatywaniem miedzy elektronami powodujg pewne zmiany. Kazdy orbital atomowy moze by¢ ze



wzgledu na zasade Pauliego obsadzony tylko przez maksymalnie dwa elektrony (znajdujgce sie w
roznych tzw. stanach spinowych). Jesli kilka podpowtok elektronowych jest w petni zapetnionych a
inne sg nieobsadzone, to taki atom nazywamy zamknietopowtokowym. Niechetnie wchodzi on
wowczas w reakcje z innymi atomami. Takie sg np. atomy gazéw szlachetnych. W przypadku atomoéw
otwartopowtokowych ,,chetnie oddajg” one lub ,przyjmujg” elektrony (tworzac ujemne lub dodatnie
jony) dazac do zamykania powtok elektronowych, gdyz takie uktady sg najbardziej korzystne
energetycznie. Takie atomy tatwo wchodzg reakcje z innymi tworzgc molekuty i krysztaty.

Orbitale zhybrydyzowane i wiqzania chemiczne

Wiazania chemiczne.

Atomy, choc¢ elektrycznie obojetne moga tgczyé sie i tworzy¢ molekuty oraz krysztaty. Potaczenie
dwéch sagsiednich atomdéw nazywa sie wigzaniem chemicznym. lIstniejg rézne typy wigzan. Gdy
jednemu atomowi brakuje elektronu do zamkniecia zewnetrznej powtoki lub podpowtoki, np. Cl
(1s°25°2p°3s°3p°) a inny posiada jeden elektron na zewnetrznej powtoce, np. Na (1s°2s°2p*3s’) to séd
oddaje jeden elektron a chlor go przyjmie. Powstang wéwczas dwa jony (kazdy z nich zamknieto-
powtokowy) natadowane jeden dodatnio drugi ujemnie, ktére bedga sie przyciggaé elektrostatycznie.
Powstanie wdéwczas wigzanie jonowe. Inny typ wigzan wystepuje w metalach: prawie swobodne
elektrony tworzg ujemnie natadowang chmure, ktéra utrzymuje kulombowsko ,w ryzach” sie¢
dodatnio natadowanych (i odpychajacych sie) jonéw. Wigzanie molekularne albo van der Waals
wystepuje pomiedzy atomami gazéw szlachetnych lub pomiedzy duzymi molekutami (np. biatka) ale
takze pomiedzy warstwami grafenu w graficie. W interesujgcych nas strukturach grafenowych,
wigzania sg kowalencyjne. Powstajg przez naktadanie sie orbitali zhybrydyzowanych z sasiednich
atomow.

Orbitale zhybrydyzowane.

Jak wspomniano wczesniej, w przypadku degeneracji poziomdw energetycznych w atomie, z funkcji
falowych (orbitali) nalezagcych do tej samej wartosci energii mozna tworzy¢ kombinacje liniowe;
kazda z nich jest tak samo dobrg funkcjg falowa, orbitalem o innym przestrzennym rozktadzie
gestosci elektronowej. W przyblizeniu, takie kombinacje mozina tez tworzy¢ dla orbitali
odpowiadajgcych réznym, ale blisko energetycznie potozonym poziomom. Taka sytuacja ma miejsce
np. w weglu C (1s*2s’2p*), gdzie energie pozioméw 2s i 2p s3 bardzo bliskie (przynajmniej w
poréwnaniu z odlegtoscig energetyczng do 1s). Z orbitali 2s i 2p, mozna utworzy¢ dwa nowe orbitale
tzw. zhybrydyzowane, sp. Jeden jako sume 2s i 2p, a drugi jako ich réznice. Poniewaz orbital 2p, ma
gestos¢ zlokalizowang osiowo wzdtuz osi 0X, ale dla x>0 jest dodatni a dla x<0 jest ujemny, powstate
orbitale zhybrydyowane bedg , kierunkowe”, jeden z nich bedzie miat ,, wiecej” gestosci elektronowe;j
dla x>0 a drugi wrecz przeciwnie. llustruje to Rys. 12.
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Rys.12. Tworzenie orbitali hybrydyzowanych typu sp. http://www.grandinetti.org/comment/18

Takie orbitale wyjasniajg trwatos$¢ wigzania w czasteczce F, , co pokazuje Rys. 13. Naktadajgce sie w
obszarze miedzy jadrami fluoru gestosci (chmury tadunku) elektronowej pochodzace od orbitali sp z
obu atoméw, réwnowazg (czyli wiaza) kulombowsko odpychajace sie dodatnie jony fluoru F** . Z
potgczenia (zsumowania) takich dwoch orbitali sp od réinych atomdéw zbudowany jest tzw.
molekularny orbital wigzacy (w tym przypadku tzw. orbital typu o).

O
<>

Rys.13. Tworzenie wigzania kowalencyjnego w molekule F,. Suma dwdch orbitali zhybrydyzowanych
sp daje wigzqcy orbital typu o.

Hybrydyzacja sp2 prowadzi do wyjasnienia trwatosci wigzan np. w benzenie, grafenie (i cze$ciowo w
etylenie C;H,). Powstaje wéwczas gdy z jednego orbitala typu s i dwéch typu p (np. p« i py ) tworzy sie
trzy nowe kombinacje, a orbital p, pozostawia bez zmian.

¢ =4 (+-2p,)

¢, = ﬁ(xES— Py +\/§py)
¢ =% (2s+p,—+3p,)
¢, =D,

Orbitale sp2 tez sg kierunkowe i ,,wskazujg” naroza tréjkgta rownobocznego. llustruje to Rys. 14.
Natomiast Rys. 15 przedstawia przyktad tworzenia wigzania kowalencyjnego w molekule C,H, .


http://www.grandinetti.org/comment/18

Rys.14. a) Schemat orbitali zhybrydyzowanych sp2. b) Orbitale 1s wodoru i sp2 wegla przed
utworzeniem wiqgzania w molekule C,H,.

b) J

Rys.15. a) Tworzenie kowalencyjnego wigzania molekularnego w czqsteczce C,H,. b) Model
czgsteczki C,H,. W rzeczywistosci wigzanie pomiedzy weglami nie jest typu o, ale tworzy sie wigzanie
typu it z dwdch orbitali hybrydyzowanych sp3 wegla. http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ethylene-CRC-
MW-3D-balls.png

Potencjaly periodyczne

Krysztaty sg przyktadami uktaddéw fizycznych, w ktédrych mamy do czynienia z periodycznie
powtarzajacg sie struktura przestrzenng. Te strukture tworzg atomy potgczone wzajemnie za
pomocg wigzan chemicznych. Kazdy krysztat mozna otrzymaé poprzez powielanie tzw. komdrki
elementarnej zawierajacej jeden lub wiecej atomdw tworzacych strukture krystaliczng sieci. Rys. 16
ukazuje przyktady sieci tréjwymiarowych, a model sieci jednowymiarowej (taricucha) pokazany jest
na Rys. 17. W obu przypadkach kule obrazujg pojedyncze atomy (rézne oznaczone réznymi kolorami)
a kreski symbolizujg wigzania chemiczne miedzy nimi.

Rys.16. Modele sieci krystalicznyc, a) i b) NaCl, c) GaAs. “Wstep do fizyki ciata statego”, C.W. Kittel,
PWN, Warszawa 1999.
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Rys.17. Model sieci jednowymiarowej. a) ztozonej z takich samych atomdw, b) ztoZzonej z dwdch
roznych atoméw w komdrce elementarnej. Taki przypadek nazywa sie ,sieciqg z bazqg” w komorce
elementarnej wystepuje wiecej niz jeden atom.

Makroskopowy krysztat jest bardzo ztozonym ukfadem fizycznym. Zawiera miliony atomoéw,
elektronéw i protondw, silnie ze soba oddziatujgcych. Scisty kwantowo-mechaniczny opis takiego
uktadu jest niemozliwy nie tylko ze wzgledu na trudnosci obliczeniowe, ale takze interpretacyjne
(trudno interpretowac wtasnosci funkcji falowej bedacej funkcjg tak wielu zmiennych). Dlatego tez
dokonuje sie szeregu przyblized. Pierwszym z nich jest rozdzielenie ruchu jader i elektronéw
(wspominaliémy juz o tym omawiajgc kréotko atom wodoru). Nastepnym krokiem jest redukcja ciggle
bardzo ztozonego hamiltonianu opisujgcego stan bardzo wielu elektronéw w krysztale (krysztat to
bardzo duza molekuta) do hamiltonianu jednoelektronowego. Nazywa sie to przyblizeniem
jednoelektronowym. Zaktada ono (rozsadnie), ze mozemy opisywac stany pojedynczych elektronéw
w molekule lub krysztale (tak jak to ma miejsce np. w atomie wodoru) a funkcje falowg catego uktadu
zbuduje sie w odpowiedni sposdb z funkcji jednoelektronowych. Te jednoelektronowe funkcje
nazywajg sie orbitalami atomowymi, orbitalami molekularnymi lub orbitalami krystalicznymi,
odpowiednio w przypadku atomu, molekuty lub krysztatu. Orbitale s3 rozwigzaniami
jednoelektronowych réwnan typu (2) z tym, ze teraz kazdy z elektronéw oddziatuje kulombowsko z
periodyczng siecig dodatnio natadowanych jondw oraz z wszystkimi pozostatymi elektronami. W
kolejnym przyblizeniu zaréwno energie potencjalnego oddziatywania elektronu z jonami jak i z
pozostatymi elektronami (ktére przeciez nie tworzg sztywnej, periodycznej sieci) przybliza sie

periodycznym wyrazeniem. Np. dla jednowymiarowego krysztatu takiego jak na Rys. 17 V(X+d) =

V(X), gdzie d - okres periodycznosci, rowny w tym przypadku rozmiarowi komorki elementarnej.

Twierdzenie Blocha i pasmowa struktura energii

Nietrudno sie domysle¢, ze skoro krysztat jest periodyczny to w zasadzie cata informacja o jego
wiasciwosciach bedzie zgromadzona w strukturze pojedynczej komoérki elementarnej z dodatkowo
natozonym warunku periodycznosci. Ten warunek periodycznosci to nic innego jak symetria
translacji. Translacja to nic innego jak przesuniecie obiektu o pewien wektor. W przypadku krysztatu
jest to tzw. wektor sieci prostej, ktéry w jednowymiarowym przypadku sprowadza sie do odcinka d
(Rys. 17) , ktéry w ogdlnosci nazywa sie ,statg sieci”. Symetria translacji méwi, ze po przesunieciu
obiektu o wektor translacji dany obiekt ,przechodzi w siebie” — w zasadzie sie nie zmienia.
Oczywiscie moze ona dotyczy¢ tylko uktaddw nieskoriczonych, jednak dla uktadéw zawierajgcych
bardzo duzg liczbe komadrek elementarnych, przesuniecie krysztatu o jedng komédrke przeprowadzi go
w zasadzie ,w siebie”, z bardzo drobnymi zmianami na brzegach krysztatu. Jesli interesujg nas
wiasciwosci krysztatu ,zapisane” w jego strukturze krystalicznej a nie wiasnosci brzegowe, to z
bardzo dobrym przyblizeniem mozemy bardzo duzy (makroskopowy) krysztat traktowac jak krysztat
nieskonczony. To przyblizenie bedzie miato pewne konsekwencje na mozliwe wartosci tzw. wektora
falowego, ale o tym bedzie mowa pdzniej. Tymczasem zajmijmy sie najwazniejszym twierdzeniem
dotyczgcym uktadéw periodycznych. Jest nim twierdzenie Blocha. Mdéwi ono, ze funkcja falowa
opisujgca stan elektronu w periodycznym potencjale spetnia warunek (tu przedstawiony tylko w
jednym wymiarze x)

Y(x+d)=e""¥(x)



gdzie k to tzw. wektor falowy. W innej, ale réwnowaznej postaci twierdzenie Blocha wyglada tak

P(x) =e™u(x), )

gdzie u(x) jest funkcja o periodycznosci sieci, tzn. U(x+d)=u(x).

Twierdzenie Blocha wynika z faktu, ze jesli dany uktad jest translacyjnie niezmienniczy to
reprezentujacy go hamiltonian H komutuje z operatorem translacji T. A jesli tak, to oba operatory
majg wspdlne funkcje witasne, a zatem funkcje wtasne H mozna ponumerowac tak, jak funkcje wtasne
T. T3 liczbg kwantowg numerujgcg wartosci wiasne operatora translacji jest wtasnie wektor falowy k,
ktory w jednym wymiarze sprowadza sie do skalara k. Rzeczywiscie, jesli w (6a i b) mamy z prawej
strony zaleznos¢ od k, to lewa strona tez musi by¢ indeksowana liczbg k. Pozostaje nam jeszcze
dowiedziec sie czym jest operator translacji. Jego dziatanie na funkcje falowga polega na przesunieciu
argumentu funkcji o wektor translacji

T,¥(X)=¥(x+d)=e""¥(x)

Ze wzgledu na fakt, ze e' jest wielkoscia niemianowang, k ma wymiar odwrotnosci dfugosci.

Periodyczny czynnik eikd zmienia sie z okresem 21, a zatem wystarczy, zeby k zmieniato sie w zakresie
od (0,2 i/d) albo (-rt/d,+ /d). Ten zakres nazywa sie strefq Brillouina. Dla nieskoriczonego krysztatu
k przyjmuje w tym zakresie wartosci ciggte, natomiast gdy krysztat jest skonczony i zawiera (w
kierunku x) N komdrek elementarnych, k sie dyskretyzuje i przyjmuje wartosci k=0, ...., 2 tn/(dN), ...,
n=1,2,...,N. Warto zauwazy¢, ze dla duzego N, mamy bardzo duzo wartosci k, bardzo blisko siebie
(gesto) potozonych — czyli prawie jak ciggty indeks.

Niezaleznie od k kazda funkcja falowa jest rozwigzaniem réwnania (2) z periodycznym potencjatem
(jakim$ potencjatem w ramach komorki elementarnej). Te rozwigzania numerujemy ,,zwyktg” liczba
kwantowg, np. n. Dla periodycznego potencjatu bedziemy mieli zatem wartosci energii oznaczone

jako En(k), przy czym dla kazdego N, k zmienia w przedziale (-n/d,+ n/d). Daje to obraz struktury
energetycznej krysztatdw w postaci pasm. Pasma numerowane sg przez n, a w ramach pasma energia
zmienia sie wedtug En(k), co nazywamy relacjq dyspersyjng danego pasma. Liczba k — numeruje

stany elektronowe w ramach kazdego pasma.

Metale i pétprzewodniki

Dla skonczonego krysztatu, pasma to ,zbiory” energetycznie gesto potozonych poziomow
jednoelektronowych, ktérych jest jednak w pasmie skoriczona ilos¢. W skoriczonym krysztale mamy
tez skonczong liczbe elektronéw. Te wszystkie poziomy (stany) jednoelektrodowe musimy teraz
obsadzi¢ wszystkimi elektronami jakich dostarczg nam atomy tworzace krysztat. W rzeczywistosci
stany obsadzamy elektronami z powtok walencyjnych atomoéw tworzacych krysztat, gdyz periodyczny
potencjat w réwnaniu (2) dotyczy w zasadzie tylko walencyjnych elektronéw (tych z zewnetrznych
powtok elektronowych atoméw). Mozliwe scenariusze obrazuje Rys. 18.
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Rys.18. Schematy energetyczne pasm izolatordw, potprzewodnikow i metali.

O tym czy dany krysztat jest metalem, potprzewodnikiem czy izolatorem decyduje obsadzenie pasm i
przerwy energetyczne pomiedzy pasmami. Jesli kazde dwa pasma sg od siebie energetycznie
oddzielone przerwg to o elektrycznym charakterze krysztatu decyduje liczba elektronéw
walencyjnych (w zasadzie ich liczba w komdrce elementarnej). Poniewaz kazdy poziom
jednoelektronowy moze by¢ ze wzgledu na spin obsadzony maksymalnie dwoma elektronami, to przy
parzystej liczbie elektrondéw kilka pasm jest catkowicie zapetnionych a pozostate sg nieobsadzone.
Najwyisze energetycznie obsadzone pasmo nazywa sie pasmem walencyjnym a najniisze
nieobsadzone pasmem przewodhnicta. Jedli przerwa energetyczna pomiedzy pasmem walencyjnym a
pasmem przewodnictwa jest duza (kilka eV) to mamy do czynienia z izolatorem, jesli jest mata (rzedu
od 0.5 do 3 eV) mdéwimy o pétprzewodniku samoistnym. Jesli pasma sie naktadajg lub jesli wystepuje
przerwa energetyczna ale liczba elektrondw jest nieparzysta (co skutkuje czesciowym obsadzeniem
ostatniego pasma), to mamy do czynienia z metalem. Gdy pasmo walencyjne zaledwie styka sie z
pasmem przewodnictwa mowimy wéwczas o semimetalu lub péfmetalu. Taka sytuacja wystepuje w
grafenie.

Ostatni obsadzony poziom elektronowy w metalu wyznacza tzw. poziom Fermiego, E; (dla
potprzewodnikdw lezy on w przerwie energii wzbronionych). Metal przewodzi prad elektryczny
dlatego, ze bezposrednio powyzej ostatniego obsadzonego poziomu elektronowego (powyzej E;)
istnieje continuum standéw nieobsadzonych, do ktérych elektron moze byé wzbudzany (moze
sukcesywnie zwieksza¢ swojg energie) poprzez powolne przyspieszanie w polu elektrycznym
przytozonym do metalu. W izolatorach i pétprzewodnikach samoistnych jest to niemozliwe —
wymagane jest wzbudzenie o kilka eV, ktére nie moze by¢ zrealizowane poprzez dodanie energii od
zewnetrznego pola elektrycznego (gdyz jest ona zbyt mata dla typowych pdl nierozrywajgcych
krysztatu). Takie wzbudzenia realizuje sie na ogot optycznie.

Wyktad 3.
3 godziny



Metody obliczeniowe i wybrane struktury grafenowe

Przestrzenie modelowe.
Zamiast rozwigzywac réwnanie rozniczkowe (2) mozna przyblizy¢ funkcje falowa w skoriczonej bazie

N funkcji @ (np. wzajemnie ortogonalnych i unormowanych - ortonormalnych)

V= ici%
i—1

i przyblizy¢ poszukiwang energie uktadu jako

(7)

E=<w|H|y> &)
W bazie funkcji @ wyrazenie < Y|H [ >, a whasciwie zbiér liczb H;; =< @;|H]|p; >,
przyjmuje posta¢ macierzy, a zagadnienie H‘P(x) = E‘P(x) (réwnanie 1) przyjmuje postaé

zagadnienia wtasnego dla macierzy hamiltonianu H

H, .. Hy| ¢ C,

(9)
Hy, - Hu |l Cx Cy

Rozwigzanie polega na ZDIAGONALIZOWANIU macierzy H. Diagonalizacji dokonuje sie na ogét za
pomoca transformacji ortogonalnej (lub unitarnej gdy H jest zespolona) S, takiej, ze SHS™ =D,
gdzie D jest diagonalna, a wartosci na diagonali s3 wartosciami wtasnymi macierzy H. Otrzymujemy
N rozwigzan E; (niektére moga sie powtarza¢ — degeneracja). Te rozwigzania majg swojq
interpretacje zgodnie z zasadqg wariacyjng, ktéra stoi u podstaw przedstawionej wyzej metody
przyblizonej zwanej metodq wariacyjng. Kolejne wartoéci E; sg gérnymi przyblizeniami do kolejnych
wartosci wtasnych hamiltonianu, czyli przyblizajg kolejne $ciste energie uktadu fizycznego

reprezentowanego przez hamiltonian H. Dla uktadéw periodycznych H,-j - zalezg od k , gdyz
funkcje falowe (nawet te przyblizone) muszg zaleze¢ od wektora falowego. Rozwigzujac zatem
zagadnienie (9) dla periodycznego uktadu otrzymujemy pasma E; = Ei(k) . Zeby rzeczywiscie
otrzymacd pasma, zagadnienie (9) trzeba rozwigzac dla wielu wartosci k ze strefy Brillouina.

Grafen.

Grafen to dwuwymiarowa sie¢ rombowa wegla z bazg dwuatomowg i wyglada jak sie¢ heksagonalna
Rys. 19.



a)

Rys.19. a) Heksagonalna sie¢ grafenu. Komorka elementarna zawiera dwa atomy wegla. R; i R, to
dwa wektory bazowe sieci (z ich kombinacji powstajg wektory translacji wskazujgce i powielajgce
kolejne komérki elementarne grafenu. b) Model grafenu. http://en.wikipedia.org/wiki/Graphene

Grafen zostat po raz pierwszy otrzymany w 2005 roku przez Geima i Novoselova, ktérzy w 2010 roku
zostali za to uhonorowani nagrodg Nobla. Pojedyncze warstwy grafenu otrzymali oni odrywajac za
pomocg tasmy Scotch kolejne warstwy z grafitu pozostawionego na podtozu przez ,otéwek”. Bardzo
tatwo jest rozpoznac pojedynczg warstwe, gdyz jest ona przezroczysta, podczas gdy juz warstwa
podwadjna znaczacy ttumi swiatto. Obecnie grafen otrzymuje sie bardziej wyrafinowanymi metodami,
np. przez odparowanie krzemu z warstw SiC lub przez osadzanie metodg CVD. Przyktadowe obrazy
pojedynczych ptatkéw grafenu otrzymane za pomocg mikroskopii skaningowej i tunelowej pokazane
sg na Rys. 20.

K.S. Novoselov, AK. Geim, et al., Science 306, 666, 2004

Rys.20. Mikroskopowe obrazy ptatkow grafenowych.
http://www.polymermicroscopy.com/eng_afm graphit.htm
and http://www.graphene.manchester.ac.uk/story/image-gallery/

Trwato$é grafenu wyjasniajg wigzania kowalencyjne typu o w pfaszczyznie, tworzone pomiedzy
kazdymi dwoma sasiadami poprzez nakrywanie sie orbitali hybrydyzowanych sp2. Na kazdym weglu
pozostaje jednak po jednym elektronie obsadzajgcym orbital p, (prostopadty do ptaszczyzny). Te
orbitale tez tworzg wigzania poprzez tworzenie orbitali molekularnych typu m, wigzacych gdy
dodajemy do siebie dwa orbitale p,, lub gdy je odejmujemy. Poniewaz grafen jest periodyczny w 2
wymiarach, a kazde dwa sasiednie orbitale m sg ,takie same”, tworzy sie z nich (ze wzgledu na
powielanie) orbital krystaliczny m. Temu orbitalowi, z wzgledu na symetrie translacji odpowiadajg
pasma energetyczne, przez analogie nazywane pasmami . Obsadzone jest tylko pasmo wigzace i


http://www.polymermicroscopy.com/eng_afm_graphit.htm
http://www.graphene.manchester.ac.uk/story/image-gallery/

nazywa sie pasmem walencyjnym; niewigzgce pasmo w (antywigzace) to pasmo przewodnictwa. Oba

pasma E;(k), i=1,2 (n oraz m’) zalezg od wektora falowego k, ale teraz jest to rzeczywisty wektor o
dwdch sktadowych k, i k, . Poziom Fermiego lezy miedzy nimi. To dlatego tylko te orbitale (a nie
orbitale wigzgce o) decyduja o wihasnosciach elektrycznych grafenu i tylko im poswiecimy dalsza
uwage.

Metoda ciasnego wiqzania.

Metoda ciasnego wigzania jest praktyczng realizacjg metody przestrzeni modelowej. Jednoczgstkowe
funkcje (7) majace opisywac stany elektronéw walencyjnych (elektronéw ) w grafenie rozwijamy w
bazie orbitali p, . W komédrce elementarnej sg dwa takie orbitale, ale z powodu periodycznodési
krysztatu, musimy najpierw utworzyc z nich orbitale zdelokalizowane (tzw. sumy Blocha) , spetniajace
twierdzenie Blocha, a zatem zalezne od k. Takie dwa orbitale bazowe bardzo upraszczajg
zagadnienie: w tej bazie macierz hamiltonianu ma wymiar 2 (tylko 2, ale kosztem tego ze wszystko
zalezy od k). Tak prostg macierz (9) mozna zdiagonalizowaé analitycznie. Dostaniemy wowczas dwa
rozwigzania E(k), nazwane E.(k) — wigzgce pasmo m oraz E.(k) — pasmo antywigzace.

k,a k,a
E(k,.k,) =+t 1+4cos{ﬁgxajcos( ; J+40032(2J

Strefa Brillouina (strefa zmiennosci dwdch sktadowych k, i k, wektora k) jest teraz dwuwymiarowa i

1/2

(10)

wyglada jak sze$ciokat. Energie tych pasm pokazane sg na Rys. 21.

Energy (eV)

Rys.21. Pasma it w grafenie. Praca doktorska M. Pelc, Torun, 2012.

Macierz hamiltonianu ma 4 elementy. Te diagonalne odpowiadajg sytuacji gdy w elemencie

Hij =< (pi|H|(pj > spotyka sie orbital p, z orbitalem p, na tym samym atomie. Jest to tzw.

catka naweztowa. Poniewaz oba elementy diagonale sg takie same (takie same dwa atomy wegla w
komdrce elementarnej) zatem mozna przypisa¢ im dowolng wartos¢, ktéra de facto oznaczac bedzie
tylko identyczne przesuniecie wartosci obu pasm na skali energii. Przyjeto sie przypisywac im wartosc
zero, i tym samym jest to wartos¢ energii na poziomie Fermiego. Elementy pozadiagonalne zalezg od
catki Hij =< (pi|H|(pj > pomiedzy sasiednimi orbitalami p, oraz od k, i k, . Te catke réowniez

zamiast oblicza¢ traktujemy jako parametr empiryczny, oznaczamy t i przypisujemy mu wartosc 2.7



eV (wartos¢ w jednostkach energii bowiem jest to element macierzowy operatora energii catkowitej).
Po diagonalizacji otrzymamy (10).

Skonczone struktury grafenowe.

W przypadku skoniczonych struktur grafenowych (nieperiodycznych), ktére sg w zasadzie duzymi
molekutami zbudowanymi z atomdéw wegla, nie mozna moéwic juz o komdrce elementarnej i wéwczas
baza funkcji w (7) musi zawiera¢ wszystkie orbitale p, zlokalizowane na wszystkich atomach. Nie ma
juz co prawda zaleznosci od k , ale kosztem tego musimy zbudowac i zdiagonalizowaé bardzo duze
macierze hamiltonianu. Duzym pocieszeniem jest fakt, ze na ogdt pracuje sie w tzw. przyblizeniu
najblizszych sqgsiadéw, w ktérym zaniedbuje sie wszystkie elementy macierzowe taczace orbitale nie
nalezgce do sgsiednich weztéw weglowych. Jest to bardzo racjonalne przyblizenie. W efekcie macierz
hamiltonianu jest prawie cata ,pusta”, niezerowe elementy pojawiajg sie w zasadzie tylko na
obrzezach diagonalii (elementy ktérej rownajg sie zeru). Po diagonalizacji otrzymujemy zbiér wartosci
wtasnych, ktdre reprezentujg poziomy energetyczne tej ,molekuty”.

Periodyczne struktury grafenowe.
Nanowstegi.

Periodyczne struktury grafenowe to nanowstegi i nanorurki weglowe. Wstegi powstajg przez
wyciecie z nieskonczonego arkusza grafenu paska o zadanej szerokosci i dowolnym kierunku. Gdy
brzeg wstegi jest wyciety wzdtuz wigzan pomiedzy atomami wegla otrzymujemy wdéwczas wstege o
brzegu fotelowym (armchair). Natomiast gdy ciecie jest w kierunku prostopadtym, otrzymana wstega
ma brzeg typu zygzak (zigzag). Oba przypadki zilustrowane sg na Rys. 22.

Rys.22. Wstegi grafenowe. a) armchair oraz b) zigzag.



Woycinajac wstege w dowolnym innym kierunku otrzymujemy tzw. wstegi chiralne, przyktad pokazany

jest na Rys. 23. Taka wstega moze mie¢ nieregularne, cho¢ periodyczne brzegi.
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Rys.23. Przyktady wsteg chiralnych. W b) zaznaczono komdrke elementarnq wstegi. Jest to obszar

ograniczony z zewngqtrz prostokgtem o dtugosci T i szerokosci W.

Kazdg wstege mozna jednoznacznie zdefiniowaé przez podanie wektora translacji wstegi T, jej
szerokosci W oraz szczegdétéw brzegu (jesli chcemy modyfikowaé brzeg po wycieciu poprzez
dodawanie lub odejmowanie weztéw brzegowych). Komdrki elementarne periodycznych wsteg
grafenowych zawierajg wszystkie atomy mieszczgce sie w prostokacie zdefiniowanym przez wektor
translacji wstegi T (Rys. 23 b) i wektor definiujgcy szerokos¢ wstegi W.

tatwo jest zbudowac macierz hamiltonianu dla takiego uktadu. Procedura jest nastepujaca:

1. numerujemy wszystkie wezty w danej komdrce elementarnej i w obu sgsiednich (numeracja
przebiega tylko do liczby atomdéw w komérce,

2. wyzerowujemy wszystkie elementy diagonalne ( w zasadzie cata macierz),

3. w elementach poza-diagonalnych tfaczacych wezty nalezagce do tej samej komorki
elementarnej wpisujemy warto$é parametru t,

4. w elementach diagonalnych taczacych i-ty wezet z komdérki z j-tym weztem z komorki po
prawe] stronie wstawiamy wartos$¢ t x exp(ikd), a w elementach taczacych k-ty wezet
komérki z I-tym weztem komérki lezacej po lewej stronie wstawiamy t x exp(-ikd)

5. jesli dany wezet i-ty potaczony jest z weztem j-tym z tej samej komorki i komorki sgsiedniej
(np. prawei) to wstawiamy wartos¢ t(1 + exp(ikd) ), gdyz te wezty taczg sie na dwa sposoby,

6. sprawdzamy czymacierz jest hermitowska (tzn. H; = Hji* )

7. poniewaz k zmienia sie w granicach 0-2rt/d, zatem czynnik exp(+ikd), mozna zastgpic
czynnikiem exp(#ik), i zmienia¢ k od 0- 2nt

Nanorurki.

Wstegi grafenowe mozna tez zwijac i tworzy¢ z nich nanorurki weglowe, tak jak to pokazano na Rys.

24.

Rys.24. Tworzenie nanorurki ze wstegi grafenowej. http://en.wikipedia.org/wiki/Carbon _nanotube



http://en.wikipedia.org/wiki/Carbon_nanotube

W przypadku nanorurek atomy wegla z jednego brzegu wstegi sg pofaczone z atomami z drugiego
brzegu. llustruje to Rys. 25. Nalezy o tym pamietac budujgc macierz hamiltonianu.
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Rys.25. Tworzenie nanorurki ze wstegi grafenowej poprzez zwiniecie i potfgczenie atomdéw z
przeciwlegtych brzegow.

Mogg powstac 3 rdozne typy nanorurek pokazane na Rys. 26, fotelowe, zygzakowate i chiralne. Tym
razem rodzaj nanorurki jest okreslony przez ksztatt brzegu na cieciu prostopadtym do osi nanorurki.

(17,0) (10,10)

Rys.26. Trzy typy nanorurek weglowych: od lewej —zigzag, armchair, chiralna.
“Physical Properties of Carbon Nanotubes”,M.S. Dresselhause, G. Dresselhause, and R. Saito, Imperial
College Press, London 1998.

Kazda nanorurke weglowa mozna jednoznacznie zdefiniowaé przez jej tzw. wektor chiralny zwany
rowniez wektorem obwodu. Na Rys. 25 pokrywa sie on z wektorem W (w literaturze oznaczany jest
przez C;). Wspodtrzedne wektora chiralnego w bazie wektoréw definiujgcych sie¢ grafenu (wektory R,
i R, na Rys. 19a) to dwie liczby naturalne (n,m). Definiujg one jednoznacznie kazdg nanorurke.
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Rys.27. Pamowa struktura energetyczna rdznych grafenowych uktadow periodycznych. Od lewej:
nanorurka fotelowa (6,6), nanorurka zygzak (5,0), wstega zygzak o szerokosci 6-ciu komodrek
elementarnych grafenu.



Poniewaz zaréwno wstegi grafenowe jak i nanorurki sg obiektami jednowymiarowymi, ich struktura
energetyczna to seria pasm Ej(k). Trzy przyktady pokazane sg na Rys. 27. W zaleznosci od Srednicy i
skretnosci nanorurek, a w przypadku nanowsteg w zaleznosci od ich szeroko$ci i ksztattu brzegu,
powstajg struktury, ktére mogg by¢ albo metaliczne albo pdtprzewodnikowe (na Rys. 27 widaé, ze
nanorurka (6,6) oraz wstega zygzak sg metalami — brak przerwy energetycznej, natomiast nanorurka
(5,0) jest potprzewodnikiem o przerwie energetycznej ~2eV). Ponadto, dwie rézne nanorurki mozna
taczy¢ za pomocy tzw. defektéw topologicznych 5/7 (czasami 8). Pokazane jest to na Rys. 28. Z takich
ztgcz mozna tworzyé supersieci oraz kropki kwantowe.

Rys.28. Ztgcze dwdch nanorurek zygzakowatej (2n,0) oraz fotelowej (n,n). Ztgcze jest zdefiniowane
przez n par pieciokqt/siedmiokgqt.

Zaréwno z grafenem jak i z nanorurkami oraz nanowstegami wigze sie ogromne nadzieje na przyszta
elektronike weglowg. Wykonano juz prototypowe tranzystory zbudowane z nanorurek i wsteg
grafenowych. Ich rozmiary to zaledwie kilka-kilkadziesigt nanometréw.



Stany rezonansowe czastek w nanostrukturach

Mirostaw Bylicki

Podstawowe informacje o wtasnosciach nanostruktury, a wiasciwie, o zachowaniu sie uwiezionych w
niej czastek, mozna uzyska¢ modelujgc oddziatywanie takich czgstek z nanostrukturg za pomoca
stosunkowo prostych potencjatéw. Jak zaproponowaé taki potencjat? Zajmijmy sie krétko
przypadkiem kiedy nanostruktura jest zbudowana z kilku obszaréw materiatéw krystalicznych
potprzewodnikowych (mozliwe takze izolatory i przewodniki) i rozwazamy poruszajacy sie w takiej
strukturze elektron. Dla kazdego z tych materiatdbw mamy charakterystyczny rozktad pasm
dozwolonych energii, w szczegdlnosci pasmo przewodnictwa. Jesli elektron ma energie w zakresie
pasma przewodnictwa, to ,czuje sie on swobodny”. Jednak obszar zbudowany z danego materiatu
jest ograniczony (o rozmiarach rzedu kilku, kilkudziesieciu, kilkuset nanometréw). Elektron musi trafic
na granice z materiatem, w ktérym np. energia rozwazanego elektronu przypada na przerwe
energetyczng a pasmo przewodnictwa jest powyzej. Wtedy elektron ma trudnosci z wniknieciem do
tego sgsiedniego obszaru. W ogdlnosci takie wnikniecie nie jest jednak niemozliwe.
Prawdopodobienstwo jego zajscia zalezy od energii elektronu i skoku energii przewodnictwa na
granicy materiatow. Catkowicie niemozliwe jest w przypadku idealnego izolatora. Wtedy ten skok jest
nieskonczony. Modelowy potencjat takiego uktadu bedzie przyjmowat w poszczegdinych obszarach
wartosci energii odpowiadajgce dnom pasm przewodnictwa materiatéw wypetniajgcych te obszary.

Whbrew pozorom, sytuacja moze by¢ bardzo skomplikowana w zaleznosci od przestrzennego
rozktadu réznych materiatéw tworzacych nanostrukture. Najprostszym przypadkiem jest rozktad kilku
rownolegtych warstw, ktére sg na tyle rozlegte, ze w przyblizeniu mozna je rozwazaé jako
nieskonczone. Wtedy potencjat nie zmienia sie w ptaszczyznach poszczegdlnych warstw. Zmienia sie
tylko w kierunku zmian materiatu, przechodzenia jednej warstwy w inng. Model sprowadza sie do
jednego wymiaru odpowiadajgcego temu wiasnie kierunkowi. Zagadnienie badania struktury
energetycznej sprowadza sie do rozwigzania réwnania Schroedingera (réwnania witasnego dla
operatora energii) jednowymiarowego uktadu prostokatnych studni i barier. Okreslenie, co jest
studnig, co barierg zalezy od wzglednej wartosci potencjatu.

Jakg dostajemy informacje? Formalnie, matematycznie rzecz biorgc, otrzymujemy wartosci
wiasne operatora energii. Fizycznie — dowiadujemy sie jakie energie elektronu w nanostrukturze sg
dozwolone. Mogg to by¢ scisle okreslone energie odpowiadajgce stanom zwigzanym elektronu, tzn.
elektronowi uwiezionemu w nanostrukturze tak, ze nie moze sie z niej wydostac. Ich znajomos¢ daje
mozliwo$¢ poznania wlasnosci optycznych nanostruktury, tzn. pozwala dowiedzie¢ sie jakie Swiatto
nanostruktura moze wysyta¢ lub pochtania¢ oraz jaka musiataby by¢ czestotliwos¢ fali
elektromagnetycznej, ktédra mogtaby uwolni¢ elektron z nanostruktury. Oprécz tych stanéw, Scisle
zwigzanych, mozliwe sg tez stany kwazizwigzane (albo pseudozwigzane). To takie, w ktérych elektron
wydaje sie by¢ zwigzany w nanostrukturze, jednak moze sie z niej w skoriczonym czasie uwolnié bez
otrzymania dodatkowej energii. Wyzej zasugerowano, ze elektron moze wnikaé¢ w obszar o pasmie
przewodnictwa powyzej jego energii, to oznacza, ze w sprzyjajacych okolicznosciach moze wydostac
sie na zewnatrz nanostruktury. Takim stanom tez odpowiadajg charakterystyczne energie. Nie sg
jednak scisle okreslone (dyskretne), sg nieco ,,rozmyte”. Znajomosé takich standw jest bardzo wazna,



np. ze wzgledu na wtasnosci przewodzenia pradu przez nanostruktury, przedostawania sie
elektronéw do wewnatrz i na zewnatrz nanostruktur.

Ta czes$¢ zaje¢ poswiecona jest stanom pseudozwigzanym, zwanym takze rezonansowymi.
Zaczynamy od rozwazenia prostego jednowymiarowego modelu, uktadu studnia-bariera. Na
przyktadzie analitycznych rozwigzan dla tego przypadku poznajemy podstawowe witasnosci standw
rezonansowych. Nastepnie, przedstawiamy metody przeznaczone specjalnie do poszukiwania stanéw
rezonansowych: metode stabilizacji i metode obrotu zespolonego.

Uktad studnia-bariera

Zajmujemy sie tutaj jednowymiarowym uktadem studnia-bariera, ktéry wydaje sie by¢
najprostszym przyktadem ilustrujgcym fakt istnienia i wfasciwosci stanéw rezonansowych.
Rozwazamy najpierw tylko studnie potencjatu, dla ktdrej znajdujemy stany zwigzane. PdZniej
dodajemy do niej bariere potencjatu, by pokazaé, jak stany zwigzane studni przeistaczajg sie w
rezonansowe, jak zmieniaja sie ich wtasnosci.

Stany zwigzane w studni potencjatu

Czastka, ktérg rozwazamy (elektron) porusza sie po prostej, jej potozenie okresla jedna
wspotrzedna — X. Z nanostrukturg (reszta swiata) oddziatuje tak, ze zyskuje energie potencjalng V(x).
Nasza nanostruktura jest nanowarstwg potprzewodnika o grubosci a. Dno pasma przewodnictwa w
tej warstwie przyjmujemy za 0 na skali energii. Z jednej strony warstwa przylega do nieskonczonego
poOtprzewodnika o pasmie przewodnictwa potozonym o Vi wyzej. Z drugiej strony jest ograniczona
idealnym izolatorem, w ktorym potencjal jest nieskonczony (pasmo przewodnictwa ,,nieskonczenie
wysoko). Potencjat wyglada wigc tak, jak na rys. 29 i zapisuje si¢ wzorem

00, dlax <0,
V(x)=4{0, dla0<x<a,
Vi, dlax > a.

X

0 a ]
Rys. 29. Studnia potencjatu. Moze modelowac uktad nanowarstwy pétprzewodnikowej (obszar
o numerze 1) pomiedzy nieskoriczconym pdtprzewodnikiem (obszar 2), o dnie pasma
przewodnictwa potozonym o Vi powyzej dna pasma przewodnictwa w nanowarstwie, a
nieskoriczonym izolatorem (obszar 0). W zakresie energii pomiedzy 0 a V; spodziewamy sie
jedynie standw zwigzanych.




Naszym zadaniem jest rozwigzanie réwnania Schroedingera. Umdéwmy sie najpierw, ze
interesuje nas energia z zakresu od 0 do V;. Ponizej zera nie mozemy spodziewac sie sensownych,
fizycznych rozwigzan, poniewaz oznaczatyby one ujemnag energie kinetyczng czastki. Podobnie
bytoby, gdyby czastka o energii 0 < E < V;znajdowata sie bardzo daleko, prébowataby ucieka¢ do
nieskonczonosci. Ta ucieczka nie bytaby mozliwa. Zatem, w tak ograniczonym zakresie energii
spodziewamy sie tylko standw zwigzanych.

Poniewaz potencjat jest okreslony w szczegdlny sposdb, w trzech obszarach, réwnanie
Schroedingera rozwigzujemy dla kazdego obszaru oddzielnie, a nastepnie otrzymane rozwigzania
zszywamy w jedng catos¢. W obszarze ,,0” mamy

h? d?

————®y(x) + (0 — E)Py(x) = 0.

T3 Po () + (o0 = E)Po(x)
Wzajemne redukowanie sie obu wyrazéw dla dowolnej wartosci x (w obszarze ,,0”) wymaga albo
nieskoniczonej drugiej pochodnej @, albo ®,(x) = 0. Pierwsza mozliwos$¢ jest absurdalna. Jednak
druga jest niestychanie prosta matematycznie i oczywista fizycznie — funkcja falowa réwna zero
oznacza zerowg gesto$¢ prawdopodobienstwa czastki w obszarze ,0”. Tak wtasnie miato by¢,
elektron nie moze wnikngé¢ do obszaru izolatora. Mamy wiec rozwigzanie w obszarze ,,0”,

Dy(x) =0.

Na odcinku [0, a] —w studni— réwnanie Schroedingera ma postaé

h? d?
_ﬁ_dxz Cbl(x) + Eq)l(x) = 0
lub inaczej
d? 5 ., _2mE
mq%(x) + ki®,(x) =0, gdzie ki = TR k, > 0.

Jest identyczne z réwnaniem oscylatora harmonicznego. Jego ogdlne rozwigzanie mozna zapisa¢ w
postaci

@, (x) = Asink,x + B cosk,x.
Pozostaje do znalezienia rozwigzanie w obszarze ,2”. Rdwnanie

h2 d?
—%Wd)z(x) + WV —E)P,(x) =0

jest réwnowazne

d? _ 2m(Vy, — E)
— D, (x) — k2d,(x) = 0, gdzie k2 = #

e , kp > 0.

Rozni sie od rownania oscylatora harmonicznego znakiem przy statej k%. Ogdlne rozwigzanie,

®,(x) = Ce k¥ + Deke¥,



jest dowolng kombinacjg liniowg funkcji wyktadniczych, zanikajacej i ,wybuchajgcej” w
nieskonczonosci. Ta ostatnia jest niedopuszczalna ze wzgleddéw fizycznych. Prawdopodobieristwo
znalezienia czgstki w nieskoriczonosci (bardzo daleko od studni) bytoby bardzo duze, a z powoddw
energetycznych czastka nie moze ucieka¢ nieskonczenie daleko od studni. Dlatego sposrdéd
wszystkich rozwigzan matematycznych, wybieramy tylko te dopuszczalne fizycznie, przyjmujac
D = 0. (Za chwile zobaczymy, ze z tego wtasnie fizycznego warunku wynika dyskretny charakter
dopuszczalnych energii). Ostatecznie rozwigzaniem w obszarze ,,2” jest

d,(x) = Ce ke,

Teraz rozwigzania z poszczegdlnych obszardw trzeba zszyé w jedng gtadka catosc. Zapewnimy
w ten sposob, ze gestos$é prawdopodobienstwa znalezienia czgstki w potozeniu x bedzie zmieniac sie
w sposdb ciggly. Zagdamy wiec by funkcja i jej pochodna (jeéli mozliwe) byfa ciggta w punktach zszycia,
tzn.wx = 0ix = a, czyli aby

dDO(O) = q’1(0),
1 (a) = ®3(a),
doy_do,

dx |-, dx

xX=a

(W naszym przypadku nie mozna zapewni¢ ciggtosci pochodnej w x = 0.) Te formalne warunki
prowadzg do uktadu szczegétowych rownan liniowych na wspdtczynniki A, Bi C:

0=Asin0+ Bcos0
Asinkja + B cosk,;a = Ce ¥z
kiAcoskia —k,Bsink,a = — k,Ce 2%,

Z pierwszego wynika natychmiast B = 0. Dwa pozostate

Asink,a — Ce %% =0
kiAcoskia+ k,Ce %% =0

pozwalajg wyznaczy¢ AiC. Jesli te dwa réwnania sg liniowa niezalezne, to istnieje jedno jedyne
rozwigzanie. Jest nim A = 01 C = 0. Takie rozwigzanie jest niefizyczne — oznacza, ze funkcja falowa
jest rowna 0 wszedzie, a zatem, prawdopodobienstwo znalezienia czastki gdziekolwiek jest zerowe —
tej czastki nie ma (?!).

Czy istniejg jakie$ fizyczne rozwigzania? Mogg istnie¢ pod warunkiem, ze powyisze dwa
réwnania sg liniowo zalezne. Zeby takie byly, macierz gléwna wspétczynnikdw musi by¢ osobliwa, jej
wyznacznik musi znikaé. Zgdamy zatem, aby

—kza

sink;a —e
kycoskia kye k2@

Witasciwie jest to warunek na energie E, uwiktang w k;i k,. Moze sie zdarzy¢, ze dla pewnych
wartosci energii z przedziatu powyzej zera a ponizej V;, warunek powyzszy jest spetniony. Wtedy
istniejg stany czastki zwigzanej w studni dla takich wtasnie energii.

Réwnanie powyisze jest nieliniowe a jego rozwigzanie nie jest trywialne. Po rozwinieciu
wyznacznika i przyjeciu (dla uproszczenia) oznaczen & = kya in = k,a, otrzymujemy



n = —& coté.
Z definicji przyjetych dla k4 i k, mamy réwniez tozsamosciowy zwigzek

2m

oz V,a? = R

&+ =
Rysunek 30 przedstawia wykresy dwoch ostatnich zaleznosci miedzy & i 71, wykonane dla
konkretnych wartosci parametréw m =1j.u, a=2j.u, V; =5ju. i A=1j.u (Uzywamy tu
jednostek umownych, specyficznych dla rozwazanego uktadu. Umawiamy sie, ze masa rozwazanej
czastki stanowi jednostke masy. Jednostki energii sg takie, ze stata Plancka podzielona przez 2m jest
rowna 1.) Widaé, ze w tym przypadku mamy dwa punkty przeciecia wykreséw, dwa rozwigzania.
tatwo uzasadnié, ze w ogdlnym przypadku liczba rozwigzan n jest okreslona przez warunek
(2n — 1)% <SR<2n+1) % Jest zawsze skonczona. Zalezy od szerokosci studni a i jej gtebokosci V;.

Dla studni waskiej lub ptytkiej moze nie istnie¢ ani jedno rozwigzanie.

n

6-_\\

44
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Rys. 30. Wykresy zaleznoscin = —& cot & (26tty) i €% + n? = R? (niebieski). Punkty ich
przeciecia odpowiadajq istnieniu niezerowych rozwigzarn rownania Schroedingera. Kolorem
czerwonym wykreslono asymptoty pionowe w £ = mm.

Wartosci energii odpowiadajgcych tym rozwigzaniom, wartosci wtasne hamiltonianiu, mozna
uzyskaé odczytujgc z wykresu wartosci € i 1 dla punktow przeciecia wykreséw. Zastosujemy nieco
inny, cho¢ takze graficzny, wariant znajdowania tych energii. Ma by¢ spetniony zwigzek
n + & coté = 0. WykresImy wiec wartosci funkcji

f(E) = n(E) + &(E) cot§(E),

w zakresie energii, w ktérym problem rozwazalismy, 0 < E < Vj, i znajdZmy jej miejsca zerowe.
Rysunek 31 przedstawia taki wykres dla przyjetych wczesniej wartosci parametrow. Mamy dwa
miejsca zerowe, to sg dwie energie wilasne naszego uktadu: E; = 0.91155 i E, = 3.5005.
Wstawiajac je po kolei do jednego z uktadu dwdch — liniowo zaleznych w takim przypadku — rdwnan
na A i C dostajemy zwigzek miedzy wspotczynnikami Ai C :

C; = Aje*2Edasin[k, (E))a), dlai =1,2.

W rezultacie, funkcje falowe odpowiadajgce wartosciom E; daje sie zapisa¢ wzorem



0, dlax <0,
lzui(X) = Ai Sin[kl(Ei)x]' dla0 <x < a,
e *2(EDx=a) sin[k, (E))a], dlax > a.

Ich wykresy znajdujg sie na rysunku 32.

AE)
100! asymptota

50/

-50|

-100!

0.91120.91140.

Rys. 31. Wykres funkcji f(E) = n(E) + &(E) cot §(E). Jej miejsca zerowe odpowiadajq
wartosciom wtasnym energii (dozwolonym energiom badanego uktadu). Pionowa czerwona
linia jest asymptotq.

V(x)“
T V=5
o E,=3.5005
) iz 091155
-2 -1 D 1 3 4 5 x .
0 2

Rys. 32. Wykres funkcji falowych jedynych dwdch standw zwigzanych czqstki w rozwazanej
studni potencjatu. Umieszczono je tradycyjnie na tle wykresu potencjatu, kazdg na wysokosci
odpowiadajgcej jej energii wtasnej. Ma to na celu wytgcznie utatwienie skojarzen. Jedyng
wspdlng osig dla wszystkich wykresow na tym rysunku jest oS wspotrzednych czgstki. Kazdy z
wykreséw funkcji ma swojq, niezaleznq os wartosci funkcji (niezalezng tez od osi energii
potencjalnej).



Stany rezonansowe uktadu studnia-bariera

Modyfikujemy teraz nasz uktad. Obszar ,2” jest teraz skonczony, siega do x = b . Stanowi bariere.
Dalej mamy nieskoriczenie gruba warstwe materiatu o dnie pasma przewodnictwa V, < V;. Potencjat
odczuwany przez rozwazany przez nas elektron

o, dlax <0,
0,dla0<x<a,

V&) =9y, dlaa <x<b,
V,,dlax > b
przedstawia rys. 33 .
Mx)
Vi
Y
b X
0 a

Rys. 33. Potencjat studnia-bariera. Nieskoriczong warstwe 2 z rys. 29 ograniczono do odcinka
[a, b]. Stanowi ona teraz skoriczonq bariere potencjatu, bo dalej (obszar 3) znajduje sie
nieskoriczony pdtprzewodnik o dnie pasma przewodnictwa V, powyziej dna pasma
przewodnictwa w warstwie studni (obszarl). Jesli czgstka o energii powyzej V, znajduje sie w
studni (1), to moze wydostac sie z niej do obszaru 3 tunelujgc przez bariere 2. Jej stan nie
bedzie zwiqzany lecz rezonansowy.
Umoéwmy sie, ze interesujag nas energie tego ukfadu w zakresie V, < E < V,.Podobnie jak
poprzednio, rozwigzujemy rownanie Schroedingera w poszczegdlnych obszarach. Rozwigzania dla
obszaréw ,0” i ,,1” sg takie jak w poprzednim przypadku. Obszar ,2” jest teraz skoniczony, wiec
rosngca funkcja wyktadnicza nie stanowi ,fizycznego zagrozenia”. Dopuszczalne rozwigzanie dla tego

obszaru ma postac
®,(x) = Ce *2* 4+ peka*,

Sytuacja w zewnetrznym obszarze, ,3”, jest teraz inna niz w poprzednim przypadku — rozwazane
energie czastki sg powyzej wartosci energii potencjalnej w tym obszarze. Nie ma powodu, zeby
czastka nie mogta oddalac sie dowolnie daleko. Réwnanie Schroedingera ma tu postac

h? d?

_%Wq)z(x) + (V1 —E)®,(x) =0

lub inaczej



d? , L, 2m(E-V)
— D3(x) + k5P3(x) =0, gdzie k5 = —

e , k3 > 0.

Zndw jest to réwnanie identyczne z réwnaniem oscylatora harmonicznego i mozna przyjgé ogdlne
rozwigzanie w postaci kombinacji liniowej sinusa i cosinusa o czestosci kotowej k; lub w
rownowaznej postaci

P;3(x) = Fe~sX 4 GetksX = F(e‘iksx + Seik3x).

Ta posta¢ jest bardziej przyjazna, bo ma klarowng interpretacje fizyczna. Funkcje e3* j e ~ks* s
funkcjami wtasnymi operatora pedu (p = —ih%) do wartosci wtasnych, odpowiednio, ksh i —k3h .
Zatem pierwsza opisuje czgstke o dodatnim pedzie, czyli uciekajgcg od ukfadu studnia-bariera, a
druga — czastke o ujemnym pedzie, zblizajaca sie do bariery. Dlatego e*3* nazywa sie falg
wychodzaca, a e 3* — falg wchodzaca. Gdyby rozwazaé sytuacje fizyczng jako strumien czastek
padajacych na bariere, opisanych falg wchodzacy, rozpraszanych na uktadzie studnia-bariera, to fala
wychodzaca opisuje strumien czastek odbitych od uktadu. Miarg ,natezenia” tych strumieni sg
odpowiednio |F|? i |G|?. Ich stosunek |S|? jest swego rodzaju wspdtczynnikiem odbicia. Dlatego w
rozwigzaniu szczegdlnie interesujacy bedzie wspétczynnik S, zwany macierzg rozpraszania.

Zszywanie rozwigzan dla poszczegdlnych obszaréw w ciggly i gtadka globalng funkcje falowa
wymaga spetnienia formalnych warunkéw

dDO(O) = q’1(0),
1 (a) = ®3(a),

do,;  do,

W x=a B W x=a '
@,(b) = ®3(b),

do, dd,

W x=b B W x=b .

Ich jawna postac jest nastepujaca

0=Asin0+ BcosO0,

Asink,a + Bcosk;a = Ce %2% + pek29,
k,Acosk,a —k,Bsink,a = — k,Ce™*2% + k,Dek29,
Ce~k2b 4 pekab = F(e~tksb 4 getkab)
—sze_kZb + kZDekzb = —ing(e_ik3b — Seik3b).

Jest to uktad pieciu rownan liniowych jednorodnych na szes¢ niewiadomych: A,B,C,D, F,S. Oprocz
oczywistego zerowego rozwigzania, istniejg réowniez inne, ktérych charakter jest jak najbardziej
fizyczny. Oznacza to, ze nie potrzeba spetnia¢ dodatkowych warunkéw, czyli dla dowolnej energii z
przyjetego do rozwazan zakresu istniejg odpowiednie funkcje falowe spetniajgce réwnanie
Schroedingera. Kazda wartos¢ energii V, < E < V] jest dozwolona.

Jednak rozwigzania te mogg zmieniac sie w sposdb bardzo istotny ze zmiang energii. Dlatego
w dalszej czesci zajmujemy sie badaniem zaleznosci rozwigzania od energii, ¥ (x; E), w zakresie
V, < E <V,. Zamiast rozwigzywa¢ w petni uktad réwnan, zastanéwmy sie przez chwile, co nas
najbardziej w rozwigzaniu interesuje. Potem postaramy sie znalez¢ tylko odpowiedzi na interesujgce
pytania, pomijajagc mniej wazne a zajmujgce duzo czasu i miejsca szczegéty. Myslac o zagadnieniu



jako o strumieniu czastek padajgcych na uktad studnia-bariera, odbijajacych sie od bariery lub
tunelujacych przez nig do wnetrza studni, za najmniej interesujgcg cze$¢ rozwigzania trzeba uznac
cze$¢ wewnatrz bariery (obszar 2). Nie bedziemy wiec poszukiwaé wspdtczynnikow CiD.
Rozwigzanie wewnatrz studni zdeterminowane jest przez wspotczynnik A (bo B = 0). Od jego
wartosci zalezy prawdopodobienstwo znalezienia czastki wewnatrz studni. Wyznaczenie tego
prawdopodobienistwa nie jest wcale prostg sprawg, bo funkcje nasze nie dajg sie unormowaé do
jedynki (nie sg , catkowalne z kwadratem”; nie znikajg w nieskoriczonosci). Gdyby funkcja stanu byta
unormowana, to prawdopodobienstwo znalezienia w studni czastki o energii E obliczaliby$my
wedtug przepisu P = foalll’(x; E)|? dx . Przyjmujac, ze ,nieunormowanie jest takie samo” niezaleznie

od energii, mozemy uzna¢ stosunek

¥ e EDIPdx _|AGED 2
[ (s B2 dx — 1AEDI?

za wzgledne prawdopodobienstwo znalezienia czastki w studni modwigce ile razy bardziej
prawdopodobne jest znalezienie czastki w studni, kiedy ma ona energie E;, niz wtedy, kiedy posiada
energie o wartosci E,. (Dalsze przyblizenie w powyzszym réwnaniu, sprowadzenie catosci do
stosunku kwadratow modutu wspétczynnika A, wynika z przyjecia, ze zaleznos$¢ k4 (E) jest znacznie
mniej gwattowna niz zaleznos$¢ A(E).)

Na zewnatrz bariery istotng informacje o rozwigzaniu zawiera macierz rozpraszania S.
Wspodtczynnik F mozemy uznad za niezalezny, ktdry mozna zmienia¢ w sposdb dowolny. (Mamy piec
rownan na sze$¢ niewiadomych. Rozwigzanie jest niejednoznaczne — mozna pie¢ niewiadomych
wyznaczy¢ za pomocy szostej. Wybdr F do tej roli jest dos¢ naturalny, to F okresla natezenie
strumienia padajacych czgstek).

Rozwigzujemy wiec uktad tylko ze wzgledu na A i S. Oto rozwigzanie:

. 4ik2k382k2 (a+b)e—ik3b
k, sink,a[e?® (k, ik, ) — 2" (k, + ik, )] + k, cos k,a[e?® (k, — ik,) + €2 (k, + ik, )]

K, sink,a[e?# (k, — ik;) — e (k, + ik, )] -k, cosk,a[e?? (k, — ik, ) + €2 (K, + ik;)]
k, sink,a[e®® (k, — ik, ) — e (k, + ik, )] + k, cosk,a[e?® (k, —ik,) + €% (K, +iK,)]

Wspodtczynniki sg zespolone i zapisane tak ztozonymi formutami, ze trudno jest z nich samych sadzi¢
cokolwiek o zaleznosci od energii. Zobaczymy jg na wykresach. Rozwazamy przyktad dla konkretnych
wartosci parametrow uktadu, takich jak poprzednio, m =1, a=2,V; =5 ih = 1 oraz dodatkowo
V, =0ib=3.

Zaczynamy od wnetrza studni. Poniewaz nie samo A, lecz |A(E)|?> okreéla wzgledne
prawdopodobienistwo znalezienia czgstki w studni, na rys. 34 wykreslamy zaleznos$¢ tej wielkosci od
energii. W przyjetym do rozwazan zakresie energii od I/, = 0 do V; = 5 maja miejsce dwa wybitne
maksima w okolicach wartosci energii bedgcych jedynymi dozwolonymi energiami czastki w studni.
Wtedy czastka mogta znalei¢ sie w studni majac jedynie energie E; lub E,. Teraz, w obecnosci



skonczonej bariery, moze znalezé sie w studni majgc dowolng energie. Jednak prawdopodobienstwo
tego jest niezwykle mate prawie dla wszystkich wartosci energii. Tylko w sasiedztwie E; i E, wrasta
wielokrotnie, o kilka rzedéw wielkosci. Na dolnej czesci rys. 34 pokazano obydwa maksima bardziej
szczegodtowo. Ich profile majg identyczny charakter. Ich ksztatt jest opisany krzywa Lorentza. Profile
te rdznig sie jednak znacznie szerokoscig mierzong w potowie wysokosci. Jeden, ten w poblizu nizszej
energii E;, jest bardzo waski, ma szerokos¢ potéwkowa I7 = 0.0022 j.u., a drugi, ten w poblizu E,,
ma szerokos¢ znacznie wieksza, I; = 0.056j.u. Szerokosci majg istotne znaczenie fizyczne — s3
prawdopodobienstwami ucieczki czastki ze studni w jednostce czasu. (Same wartosci nie majg
znaczenia, poniewaz przyjete wartosci parametréw uktadu nie majg szczegdlnego fizycznego
zastosowania. Zwracamy jednak uwage na wartosci, bo ponizej odnajdziemy te same charakterystyki

w zgotfa innym miejscu).
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Rys. 34. Wielkos¢ |A(E)|?, do ktdrej proporcjonaine jest prawdopodobieristwa znalezienia
czgstki w studni. Gorny wykres obejmuje caty badany zakres energii. Obszary zaznaczone
kolorowymi prostokgtami sq powiekszone w dolnej czesci.

Najwyrazniej wida¢, ze mozliwosé uwiezienia czastki w studni ma charakter rezonansowy.
Jego prawdopodobienstwo jest duze tylko w poblizu energii wtasnych studni, w skonczonych
przedziatach o szerokosciach okreslonych przez I' — analogicznie do drgajacych uktaddw, ktére tatwo
pobudzi¢ do drgan tylko z czestosciami w poblizu czestosci drgan wiasnych uktadu.

Jesli wpadanie czgstki do studni ma charakter rezonansowy, to rowniez odbicie od bariery
musi przejawia¢ gwattowne rezonansowe zachowanie w poblizu energii E; i E,. Rzeczywiscie, widac



to na rys. 35, gdzie wykreslono zaleznos$¢ od energii czesci rzeczywistej odwrotnosci
gtadkiej, oscylacyjnej zaleznosci pojawiaja sie dwie gwattowne struktury w okolicach E; i E,. Ich
powiekszenia pokazuja, ze majg taki sam charakter, ale jedna jest waska a druga szeroka. Podobne

rezonansowe zachowanie bedzie ujawniaé sie w czesci urojonej, argumencie, module S. Zajmiemy sie
zbadaniem modutu. Zrobimy to w sposdb nieco zaskakujacy.
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Rys. 35. Czes¢ rzeczywista odwrotnosci macierzy rozpraszania, wspofczynnika S. Goérny

wykres obejmuje caty badany zakres energii. Obszary zaznaczone kolorowymi prostokqtami sq
powiekszone w dolnej czesci.

Pus¢my wodze fantazji i przyjmijmy, ze argument E jest zespolony. Dla matematyka nie
stanowi to zadnego problemu. Dla fizyka, przyjecie, ze energia moze mie¢ wartosci zespolone jest
trudne do zaakceptowania. Tym bardziej, ze w kursie podstawowym fizyki kwantowej dowodzi sie, iz
wartosci wlasne operatorow hermitowskich (jakimi majg by¢ operatory wszystkich obserwowalnych
wielkosci fizycznych) sg rzeczywiste. Tak, ale dotyczy to przestrzeni stanédw unormowanych,
zwigzanych, nie dotyczy standw nieograniczonych przestrzennie, jakimi sg stany rezonansowe. Nie
ma wiec przyczyn zasadniczych, zeby wzbrania¢ sie przed zespolonym charakterem E. Sa

psychologiczne. Ciggle zaniepokojonych zapewniam, ze i dla czesci rzeczywistej i dla urojonej znajdzie
sie wiasciwa interpretacja fizyczna.

S. Na tle



Ze wzgleddw technicznych, ktére stang sie oczywiste za chwile, zajmiemy sie |S|~1. Poniewaz
mamy bada¢ zalezno$¢ od dwuwymiarowego, zespolonego argumentu, postuzymy sie wykresem
konturowym. Przedstawiamy go na rys. 36. Wida¢ wyraznie dwa mate obszary, w ktérych wartosé
|S|~1 gwattownie spada. Lezg one w poblizu Re(E) = E; i Re(E) = E, , ale wcale nie na osi
Im(E) = 0, lecz ponizej. Jedno z miniméw ma miejsce dla E; = 0.91062 — i0.001125, a drugie dla
Ez = 3.51168 — i0.02818. Jest dla nas oczywiste, ze czesci rzeczywiste tych szczegdlnych liczb s3
bliskie wartosciom energii wtasnych dla studni, E; = 0.91155 i E, = 3.5005. Zauwazmy, ze nie s3
jednak takie same. Rdznice nie wynikajg z jakiejs niedoktadnosci, sg fizycznym przejawem modyfikacji
uktadu. Méwi sie czesto, ze sg przesunieciem pochodzgcym od kontinuum energii (w uktadzie
studnia-bariera wszystkie energie powyzej V, = 0 s3 dozwolone).

-0.0011f7 2
-0.00111 /

-0.00112

-0.00113

A P
g -0.00114 :
-0.00115/ -

0.91060.910610.910620.910630.910640.91065

{4
-0.02805, /
-0.0281

-0.02815]

-0.0282;

—0.028255\
-0.0283!

3.5118.51158.5118.51168.5113.51173.5118

Rys. 36. Odwrotno$¢ modutu macierzy rozpraszania |S|™ w zaleznosci od zespolonej
zmiennej E. Im ciemniejszy odcieri tym mniejsza wartosé¢ |S|™1. Wykres po lewej stronie
obejmuje caty badany zakres energii, V, =0 < Re(E) <V, =5. Obszary zaznaczone
kolorowymi prostokgtami sq powiekszone po prawej stronie.

A co z czeSciami urojonymi? Zauwazmy, ze jesli je podwoi¢, to otrzymujemy wartosci
szerokosci potéwkowych otrzymanych dla pikéw |A(E)|?. Znalezliémy wiec pewne szczegbine
zespolone wartosci wtasne réwnania Schroedingera, ktorych czes¢ rzeczywista odpowiada

energetycznemu potozeniu rezonansu, E,., a cze$¢ urojona — potowie jego szerokosci potéwkowej, I':
E=E —il
=E, — 1.
Jak gtebokie s3 owe minima widoczne na rys. 36? Czy siegajg wartosci 0? Zeby to sprawdzi¢

postugujemy sie wykresami 3D na rys. 37 i 38. Przedstawiajg one log|S™1(E)| odpowiednio dla



nizszego i wyiszego energetycznie rezonansu. Podglad z rdoinych stron pozwala lepiej odczytaé
potozenie minimum. Na tych rysunkach minima osiagaja wartos¢ rzedu 10711, Zejécie dowolnie
blisko zera jest kwestig cierpliwosci badacza. Rozwazane przez nas minima sg punktami, w ktérych
S§™1 = 0. (Dlatego tatwiej byto wykreéla¢ S™! zamiast S). Oznacza to, ze w tych szczegdlnych
punktach funkcja falowa nie zawiera fali wchodzacej. Jest tylko fala wychodzaca. Sg to szczegdlne
warunki asymptotyczne, ktére mozna by przyjac¢ za definicje standw rezonansowych. Sg one stanami
pseudozwigzanymi, ktére mogg sie rozpadac. Zawierajg wiec tylko fale wychodzacg, ktdra taki rozpad
opisuje — opisuje uciekajacg z uktadu czastke.
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Rys. 37. log|S™| w zaleznosci od zespolonej zmiennej E w poblizu nizszego energetycznie
rezonansu rozwazanego uktadu studnia-bariera; na dole oddzielnie widok od strony osi
rzeczywistej (po lewej) i od strony osi urojonej (po prawej)
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Rys. 38. log|S™!| w zaleznosci od zespolonej zmiennej E w poblizu wyzszego energetycznie
rezonansu rozwazanego uktadu studnia-bariera; na dole oddzielnie widok od strony osi
rzeczywistej (po lewej) i od strony osi urojonej (po prawej)




Potaczenie dwoch parametréw rezonansu, energetycznego potozenia i szerokosci, w
zespolonej ,energii” E = E, — ig ma szczegdlny sens w kontekscie ewolucji stanu, czyli — w naszym
przypadku — rozpadu uktadu rezonansowego. W pierwszym rozdziale podalismy postulaty mechaniki
kwantowej. Wedtug jednego z nich, ewolucja kazdego stanu odbywa sie zgodnie z rodwnaniem
Schroedingera zaleznym od czasu. Szczegdélnym przypadkiem sg stany witasne hamiltonianu
niezaleznego od czasu. Ewoluujg one zgodnie z

W(x, t) = e TEW(x), gdzie AW(x) = EY(x).

Wtedy gesto$¢ prawdopodobienstwa [y (x,t)|? dla stanu rezonansowego zmienia sie w czasie
wyktadniczo

i . 2 r
Y (x, )] = e aE T/ Dty = e W (x)|2.

Zatem w stanie rezonansowym prawdopodobienistwo znalezienia czastki w studni maleje

wyktadniczo. Po czasie T = 7 ZWanym Srednim czasem zycia, maleje e-krotnie.

Przyblizone metody znajdowania potozenia i szerokos$ci standéw
rezonansowych

Proponujemy tu dwie metody o charakterze wariacyjnym polegajgce na rozwinieciu
poszukiwanej przyblizonej funkcji falowej stanu rezonansowego w bazie zadanych funkgcji
unormowanych i optymalizacji wzgledem dodatkowych (nieliniowych), specyficznych dla metody
parametrow. Z punktu widzenia praktycznych obliczen, najwiekszym problemem jest wystepowanie
rozmytego poziomu rezonansowego na tle ciggtego widma energii odpowiadajgcych stanom
niezwigzanym. W zwigzku z tym obliczenia wariacyjne polegajace na rozwinieciu funkcji
rezonansowej w bazie dajg zestaw energii, wsréd ktdrych trudno zidentyfikowaé wartosé
odpowiadajgcg stanowi rezonansowemu. Drugim problemem jest nienormowalnos¢ scistej funkcji
rezonansowej, co czyni jej reprezentacje w bazie funkcji unormowanych istotnym przyblizeniem.

Metoda stabilizacji pozwala na drodze szczegdlnej optymalizacji wytoni¢ rezonansowy
poziom energetyczny sposrdd energii odpowiadajgcych stanom niezwigzanym. Jest jednak obcigzona
btedem ograniczenia poszukiwan funkcji rezonansowej do rozwiniecia w bazie funkcji catkowalnych z
kwadratem. Metoda obrotu zespolonego pozwala znalez¢ obydwa parametry rezonansu, potozenie
energetyczne i szerokos$é, jako rzeczywisty i urojong czes¢ szczegdlnej zespolonej wartosci wtasne;j.
Postuguje sie transformacjg przeprowadzajgcg funkcje rezonansowg w funkcje catkowalng z
kwadratem (dajgca sie unormowac). Dzieki temu stosowanie baz funkcji catkowalnych z kwadratem
jest w petni uzasadnione.

Metoda stabilizacji

Zaktadamy, 7e dana jest baza N funkgji {goi(f")}?’:l. S3 one unormowane i okreslone
jednoznacznie. Jesli zastosowaé te baze do rozwiniecia poszukiwanej funkcji rezonansowej, to



jedynymi parametrami wariacyjnymi — umozliwiajgcymi dopasowanie rozwiniecia tak, aby réwnanie
Schroedingera byto spetnione z najlepsza mozliwg doktadnoscig — bytyby wspdtczynniki rozwiniecia
(parametry liniowe). Wprowadzimy dodatkowo jeden parametr nieliniowy, wspdlny dla wszystkich
funkcji bazowych, manipulowanie ktérym (wariowanie go) umozliwi nam identyfikacje rozwigzan dla
standw rezonansowych. Bedzie to parametr skalowania wspétrzednych, ¥ — ar. Wprowadzimy te
przeskalowane wspdtrzedne do funkcji bazowych otrzymujgc baze funkcji w dodatkowym
parametrem a, {p%(7) & ¢@;(a?)}Y,. Dopiero w takiej bazie rozwijamy poszukiwana funkcje
rezonansowa :

Y(@;cp, oy @) = Z?’=1 ciof (7).
Energie odpowiadajaca funkcji 1 znajdujemy jako warto$¢ oczekiwang hamiltonianu:

(W@ e on, DAY 1, ey, @)
W@ e, on QP (Fey, oy, @)

E(cy, ey, a) =

Optymalna z punktu widzenia spetnienia réwnania Schroedingera jest ta funkcja Y (7; ¢y, -+~ cy, @), dla
ktorej

JE(cq, ey, ) _0i JE(cq,cy, @)

= 0.
aCI c.opt aa aopt
1

Ustalmy na razie wartos¢ a i zajmijmy sie pierwszym warunkiem. Poniewaz zalezno$¢ od
wspotczynnikdéw c; jest jednoznacznie okreslona w sposéb analityczny, warunek ten prowadzi po
krétkich obliczeniach do réwnania macierzowego

H(a)CP'(a) = E(a)S(a)CP'(a),

gdzie C°P'(a) jest kolumnowym wektorem, ktérego sktadowymi sg ¢;°Pt, H(a) jest tzw. macierzg
hamiltonianu zbudowang z elementéw H;;j(a) =<(pf‘|ﬁ|(p}") a S(a) - macierzg iloczynéw
skalarnych funkcji bazowych Sij(a) = ((pl“|(p]“> Rozwigzujemy wiec algebraiczny problem
(uogdlnione réwnanie wtasne) dla macierzy kwadratowych o wymiarze N X N. Otrzymamy N
rozwigzan — N rzeczywistych wartosci wiasnych Ej(a). Wsrdd nich, niektére moga odpowiadaé
stanom zwigzanym, liczne stanom niezwigzanym i pewne stanom rezonansowym. Nas interesujg te
ostatnie, ale nie potrafimy odrézni¢ ich od energii stanéw niezwigzanych.

Zajmujemy sie teraz poszukiwaniem optymalnej wartosci parametru skalowania

wspotrzednych, a. Nie jesteSmy w stanie okresli¢ analitycznie zaleznosci rozwigzan Ej(a) od a.

Ustalamy wiec punkt optymalny, dla ktdérego aEak—f‘) = 0, na drodze numerycznej: 1) wykonujemy

serie obliczen dla wielu wartosci a, ktére zmieniamy w sposdb systematyczny, 2) wartosci wtasne
E, (@) otrzymane dla danej wartosci @ porzgdkujemy od najmniejszej do najwiekszej, 3) wykreslamy
zaleznos¢ kolejnych pierwiastkéw Ej, od «a. Przyktadowy obraz, otrzymany w taki sposdb, pokazany
jest na rysunku 39. W zasadzie, w miare rozszerzania sie funkcji na skutek skalowania a7,
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Rys. 39. Stabilizacja energii pewnego uktadu w zaleznosci od parametru skalowania
wspotrzednych, a. Poziome linie dla energii ponizej zera odpowiadajg stanom zwigzanym. (Sq
poziome, bo baza doskonale je odtwarza, niezaleinie od parametru ). Obszar widma
ciggtego energii rozcigga sie powyzej zera. W tym zakresie, kazdy z pierwiastkow rosnie wraz
ze wzrostem a. Jednak stabilizuje sie na pewnych poziomach (odpowiadajgcych rezonansom)
w niewielkim przedziale wartosci a, do momentu az nastepny pierwiastek dotrze do tego
poziomu i przejmie role reprezentowania energii stanu rezonansowego.

wszystkie Ej malejg monotonicznie zmierzajgc ku progowi, w ktérym zaczyna sie widmo ciggte
energii. Jednak na pewnych poziomach stabilizujg sie. Te poziomy energetyczne przypisujemy stanom
rezonansowym. Ich wartos¢ mozna z pewng (ograniczong) doktadnoscig odczyta¢ z wykresu lub
dEx(@)
da

otrzymaé numerycznie z réwnania = 0. Mozna tez zastosowac opisang nizej procedure, ktdra

pozwala oprdcz potozenia poziomu energetycznego okresli¢ takze jego szerokosc.

Systematyczne skalowanie wspdtrzednych pocigga za sobg systematyczne zmiany wartosci
wiasnych. Jest to swego rodzaju przegladanie kontinuum dozwolonych energii. Jesli liczba wartosci
parametru a i liczba funkcji bazowych, N, sg dos$¢ duze, to otrzymujemy liczny zbidr wartosci
wiasnych, ktérych gestos¢ wzgledem energii reprezentuje dos$é dobrze gestos¢ standw badanego
uktadu. W praktyce reprezentujemy jg za pomocy histogramu — dzielimy rozpatrywany przedziat
energii (w ktérym poszukujemy stanéw rezonansowych) na mate przedziaty o jednakowej szerokosci,
zliczamy ile wartosci wtasnych przypada na dany przedziat (dla wszystkich wartosci a). Jest dos¢
oczywiste, ze w tak przygotowanym histogramie, pojawig sie maksima w poblizu poziomdw
stabilizacji wartosci wtasnych, tj. w poblizu pozioméw rezonansowych. Na rys. 40 przedstawiamy
przyktad takiego maksimum odpowiadajgcego poziomowi okoto 2.1 umownych jednostek na Rys.39.
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Rys. 40. Gestos¢ stanéw w zakresie widma ciggtego energii w okolicy jednego z rezonanséw
(Rys.39), reprezentowana przez rozktad pierwiastkéw pochodzqcych z obliczeri metodgq stabilizacji.
Czerwona krzywa jest dopasowanqg do rozktadu pierwiastkow krzywq Lorentza. Parametrami
dopasowania sq potozenie i szerokosc rezonansu podane na rysunku.

Takie maksima odpowiadajg w istocie rzeczy maksimom pokazanym na Rys. 34. Maja
rezonansowy charakter, ktéry mozna opisac¢ krzywa Lorentza. Dlatego, do rozktadu pierwiastkéw w
poblizu wybranego stanu rezonansowego dopasowujemy krzywg Lorentza

p(E) = po + E-EF+IE
Sposrod czterech parametréw dopasowania (p,, D, E,,, '), dwa maja istotne znaczenie dla okreslenia
rezonansu. S to potozenie poziomu rezonansowego, E,., i jego szerokos¢ I'. Ostatecznie wartosci
tych parametréw otrzymane w drodze dopasowania krzywej Lorentza do rezonansowej struktury w
gestosci standw (w rozktadzie pierwiastkdw) uznajemy za najbardziej wiarygodne wartosci
parametréw stanu rezonansowego jakie mozna otrzymacé metodg stabilizacji.

Metoda obrotu zespolonego wspoirzednych

Metoda obrotu zespolonego wspdtrzednych jest podobna do metody stabilizacji. Stosuje sie

w niej skalowanie wspoétrzednych za pomoca zespolonego czynnika a = e, gdzie 8 > 0 jest

parametrem rzeczywistym. Transformacja 7 — e!®7 nazywana jest obrotem zespolonym



wspotrzednych lub skalowaniem zespolonym. Stad tez metoda nazywana jest czasami skalowaniem
zespolonym wspétrzednych.

Metoda wystepuje w kilku odmianach. W najprostszej wersji, transformacja obrotu jest
stosowana do wspodtrzednych w hamiltonianie, a nie w funkcjach. Udowodniono matematycznie, ze
widmo wartosci wtasnych przetransformowanego operatora Hamiltona, ﬁ(eie?) jest w Scistych
relacjach z widmem oryginalnego operatora i mozna jego sktadowe interpretowac fizycznie. W
szczegblnosci:

1) Dyskretne wartoéci wtasne oryginalnego operatora H(#), odpowiadajace stanom
zwigzanym, nie zmieniajg sie na skutek obrotu zespolonego wspétrzednych.

2) Widmo ciaggte energii odpowiadajgcych stanom niezwigzanym obraca sie wzgledem
progu widma ciggtego na ptaszczyzne zespolong o kat —26.

3) Energie standw rezonansowych sg zespolone, odizolowane od widma ciggtego i w
znacznym zakresie niezalezne od kata obrotu 6. Majg ujemng cze$¢ urojona.

Wiasnosci te zilustrowano na Rys. 41.

Oczywistg zaletg tej metody jest znajdowanie obu parametréw rezonansowego poziomu
energetycznego w jednej liczbie zespolonej, E = E, — ig, ktora stosunkowo fatwo mozna odréznic
od zespolonych energii odpowiadajgcych stanom niezwigzanym. Drugg — bardzo powaing — zaletg
metody obrotu zespolonego wspodtrzednych jest fakt, ze transformacja obrotu czyni rezonansowg
funkcje falowg catkowalng z kwadratem. Ograniczenie sie do stosowania bazy funkcji catkowalnych z
kwadratem (wygodnych z powoddw praktycznych) nie stanowi w tym przypadku przyblizenia (w
przeciwienstwie do metody stabilizacji).

ImE
progi
’ st zwigzane / \
) RN L e S e T
)
rezonansowe

ReE

Rys. 41. Schemat przedstawiajgcy widmo wartosci wtasnym obréconego na sposob zes-
polony hamiltonianu. Energie odpowiadajgce stanom zwigzanym i progom (poczqtkom) wid-
ma ciggfego pozostajq niezmienione przez obrdt. Potproste widma ciggtego sq obrdcone
wokot progu widma o kqt 26 na dolng pdtptaszczyzne zespolong. Wartosci wifasne
odpowiadajgce rezonansom pojawiajq sie na dolnej pdtptaszczyznie i sq odseparowane od
widma ciggftego.



W praktyce, z powodu skoniczonej przestrzeni (skoriczona baza), w ktérej poszukujemy funkgc;ji

stanu rezonansowego, przyblizona energia rezonansu zalezy w nieznaczny sposéb od 6. Dlatego kat

obrotu traktujemy rowniez jako parametr wariacyjny. Przepis na realizacje obliczed metodg obrotu

zespolonego jest nastepujacy:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Dokonujemy obrotu zespolonego wspétrzednych w Hamiltonianie — otrzymujemy
H(e7).

Poszukujemy rezonansowego rozwigzania réwnania wtasnego operatora ﬁ(eief’) w
postaci rozwiniecia Y(7;cy, - cy) = Y, ¢;9;i(F) , gdzie @; sa zadanymi funkcjami
bazowymi.

Energie odpowiadajgca takiemu rozwinieciu wyraza wartos¢ oczekiwana

(W@ c1, - )| HEPPH|W(F; ey, cn))

(W@ 1, en)IP(Fe, - en))

Optymalne zestawy wspétczynnikdéw c¢; i odpowiadajace tym zestawom energie

E(cy, ey, 0) =

znajdujemy rozwigzujac réwnanie macierzowe

H(6)CPY(9) = E(6)SCOPL(H),
gdzie C°Pt(H) jest kolumnowym wektorem, ktérego sktadowymi sg c;°P*(6),
H(0) jest tzw. macierzg obréconego hamiltonianu zbudowang z elementéw
H;;j(6) = (qoi|ﬁ(ei9?)|qoj), a S — macierzg iloczynéw skalarnych funkcji bazowych
Sij = (@i|@;). Poniewaz macierz H(P) nie jest hermitowska, otrzymujemy zespolone
rozwigzania E(6).
Czesc¢ z nich powinna zaleze¢ od 8 w sposob wtasciwy dla energii standw niezwigzanych.
Tylko wybrane zespolone wartosci wtasne, te odpowiadajgce stanom rezonansowym
powinny by¢ niezalezne od 6.Powtarzamy rozwigzywanie rownania z punktu 4) dla

roznych wartosci 0, zeby znaleié optymalne energie rezonansowe z warunku
dE(6)

dé lgopt
punkcie 4) wybieramy te, ktdra jest stabilna przy zmianie 6.

= 0. Oznacza to, ze sposrdod wszystkich wartosci witasnych otrzymywanych w

Interpretujemy cze$¢ rzeczywistg takiej wartosci witasnej jako potozenie energetyczne
rezonansu, a cze$¢ urojong jako potowe jego szerokosci energetycznej.

Przyktadowe wyniki otrzymane metoda obrotu zespolonego przedstawia Rys. 42. Wszystkie

wartosci wtasne o czesci rzeczywistej w badanym zakresie energii umieszczono na ptaszczyznie

zespolonej. Wyniki odpowiadajg trzem nieco réznym bazom i trzydziestu wartosciom 6 zmieniajgcym

sie w réwnych odstepach w zakresie od 0 do %. Ujawniaja sie wyraznie dwa typy 6-trajektorii (torow

po ktérych ,porusza” sie wybrana warto$¢ witasna ze zmiang kata obrotu). Trajektorie w postaci

charakterystycznych tukéw odpowiadajg widmu ciggtemu obracajgcemu sie regularnie w miare

wzrostu kata obrotu wspétrzednych. Wyraznie od nich rdznig sie trzy 0-trajektorie (po jednej dla

kazdej bazy) wykazujgce znacznie wolniejszg zaleznos$¢ od 6. Te trzy O-trajektorie, cho¢ startujg dla

6 =0 w rdinych punktach na osi rzeczywistej, zbiegajg sie we wspdlnym punkcie, w ktérym

stabilizuje sie wartosé¢ witasna (najwolniej zalezy od kata obrotu). Ten punkt nalezy uznaé za

optymalng wartosc¢ zespolonej energii rezonansu.
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Rys. 42. 6-trajektorie otrzymane dla nanostruktury w postaci symetrycznego uktadu warstw
potprzewodnikowych, dwdch barier i studni [M. Bylicki, R. Oszwatdowski, W. Jaskdlski, J.
Phys.: Condensed Matter 8 (1996) 6393]. Obszar zbieznosci trajektorii rezonansowych,
zaznaczony prostokgtem na gtdwnym rysunku, jest powiekszony we wstawce.



Wprowadzenie do problemu odksztalcen na przykladzie
samorosnacych kropek kwantowych
Michat Zielinski

Samorosngce kropki kwantowe

Jedng z najwazniejszych metod wytwarzania nanostruktur jest tzw. epitaksja z wigzek molekularnych
(MBE, ang. molecular beam epitaxy). W metodzie tej, w warunkach ultra-wysokiej prézni, na
odpowiednio przygotowane podtoze krystaliczne, nanoszone sg kolejne warstwy atoméw lub
molekut (Rys.43). Zrédtem strumienia atoméw réznych pierwiastkéw lub molekut (stad nazwa MBE)
sg specjalne piecyki o stabilizowanej temperaturze, tzw. komérki efuzyjne (zwane tez komérkami
Knudsena). Proces MBE w potaczeniu z, na przyktad, spektroskopig RHEED (dyfrakcja
wysokoenergetycznych elektrondéw, ang. Reflection High-Energy Electron Diffraction) umozliwia
kontrole wzrostu kolejnych warstw z doktadnosci do pojedynczych odlegtosci miedzyatomowych.

Rys.43. Wyglgd zewnetrzny komory MBE (Zrédfo: Internet).

W procesie wzrostu mozna zmienic¢ sktad chemiczny reagentdw, np. poprzez zamkniecie i otwarcie
odpowiednich komérek efuzyjnych. | tak, przyktadowo, po osadzeniu kilkunastu monowarstw (ang.
monolayers) arsenku galu (GaAs) mozna nanie$¢ kolejne warstwy innego materiatu, np. arsenku
aluminum (AlAs). Jako, ze materiaty osadzany oraz podtoza rdznig sie wtasnosciami elektronowymi, w
szczegoblnosci szerokoscig przerwy energii wzbronionej, to opisany proces zmiany sktadnikéw
umozliwia wytwarzanie studni kwantowych oraz tzw. supersieci.

Nie wszystkie materiaty pétprzewodnikowe mozna ze sobg faczyé, tak aby obszar ztgcza wolny byt od
dyslokacji oraz innych defektow struktury krystalicznej. W szczegdlnosci state sieci krystalicznych
(zwigzane z dtugoscig wigzan miedzyatomowych) materiatéw podtoza oraz osadzanego nie moga
zbytnio sie zbytnio réznié¢. Dobrym przyktadem sg tutaj GaAs oraz AlAs, ktérych state sieci roznig sie o
mniej niz 0.2%.



Bardzo ciekawa sytuacja ma miejsce w przypadku czesto stosowanych kombinacji materiatéw
potprzewodnikowych np. dla InAs/InP réznica statych sieci wynosi okoto 3%, natomiast dla InAs/GaAs
jest to az 7%. Ze wzgledu na wspomniang rdznice statych sieci, nanoszona warstwa oraz podtoze
muszg sie w jakis$ sposéb ,,dopasowac” sie (rys. 44).

A

InAs

InP

Rys.44 Schemat ilustrujqcy dopasowanie statej sieci epitaksjalnie nanoszonej warstwy do
statej sieci podtoza.

Dla materiatéw réznigcych sie istotnie stafg sieci, w procesie tzw. wzrostu Stranskiego-Krastanowa,
pierwsza z osadzanych warstw (tzw. warstwa zwilzajgca) dopasowuje swoja statg sieci w ptaszczyznie
ztgcza do statej materiatu podtoza (jest to tzw. pseudomorfizm). Dla materiatéw widocznych na
rysunku schematycznym oznacza to, ze materiat warstwy (InAs) o wiekszej statej sieci krystalicznej,
jest scisniety w ptaszczyznie ztgcza, a towarzyszy temu jednoczesnie zwiekszenie grubosci warstwy
(rozciggniecie) w kierunku wzrostu, podczas gdy podtoze pozostaje praktycznie nie odksztatcone. W
takiej sytuacji méwimy, ze warstwa ulega silnej deformacji lub odksztatceniu, gdyz zmianie ulegaja
odlegtosci miedzyatomowe w stosunku do odlegtosci charakterystycznych dla nieodksztatconego
krysztatu objetosciowego. Bardzie] ilosciowy opis tego zjawiska znajdziemy w dalszej czesci wyktadu.

Kontynuacja procesu jednorodnego wzrostu materiatéw niedopasowanych sieciowo doprowadzitaby
do silnego odksztatcenia nowo rosngcej warstwy. W rzeczywistosci bardziej energetycznie korzystna
jest sytuacja w ktorej energia odksztatcen minimalizowana jest w procesie wzrostu poprzez
powstanie niejednorodnych zgrubien ,wysp” nanoszonego materiatu (Rys 45). Powstate , wyspy”
majg rozmiary rzedu nanometrow ($rednica 10 -30 nanometréw; wysokos¢ 1-5 nanometréw) oraz
rozmieszczone sg w nieregularny, przypadkowy sposdb na powierzchni podtoza. Charakteryzujg sie
jednak dos¢ podobnym ksztattem przypominajgcym soczewke, a ich parametry takie jak sktad
chemiczny, rozmiar, czy gestos¢ rozmieszczenia na podtozu mogg by¢ w duzym stopniu
kontrolowalne poprzez dobér warunkéw wzrostu.



Rys.45 Obrazy z mikroskopu sit atomowych ilustrujgce powstawanie ,wysp” (kropek
kwantowych) na podtozu o innej statej sieci (http://cqd.eecs.northwestern.edu).

Zwykle proces wzrostu ,wysp” jest przerywany, natomiast ponownie nanoszony jest materiat
podtoza. W rezultacie otrzymuje sie strukture zbudowanga z ,wtracen” materiatu
potprzewodnikowego otoczonego przez materiat podtoza (Rys. 46 oraz Rys. 47).

A d <« o

Rys.46. Schematyczny przekrdj przez warstwe samorosnqcych kropek kwantowych.

Odpowiedni dobodr sktadu chemicznego, np. otaczajgcej matrycy o szerokiej przerwie energetycznej
(GaAs lub InP) oraz wasko-przerwowego materiatu ,wysp” (InAs) prowadzi do przestrzennego
ograniczenia ruchu nosnikéow tadunku (elektronéw i dziur) do obszaru danej ,wyspy”. Tego rodzaju
nanostruktury nazywamy samorosngcymi kropkami kwantowymi (ang. self-assembled quantum dot),
gdzie ,samorosnacy” lub ,samoorganizujgcy” ilustruje charakter procesu wzrostu, a stowo , kropka



kwantowa” opisuje niewielki obszar przestrzeni ograniczony w trzech wymiarach barierami

potencjatu.

Rys.47 Obraz ze skaningowego mikroskopu tunelowego, przekrdj (X-STM, ang. cross-section scanning
tunneling microscope) przez pojedynczq samorosnqgcq kropke kwantowq InAs/GaAs o ksztatcie
soczewki (zrodto: prace P.M. Koenraad et al).

Kontrola parametréow wzrostu umozliwia takze uzyskiwanie nanostruktur o innych niz soczewka
ksztattach. W szczegdlnosci technika ,indium-flush” pozwala na tworzenie samorosnacych kropek
kwantowych o ksztatcie dysku (Rys. 48).

(b) X-STM

Rys.48. Obraz ze skaningowego mikroskopu tunelowego, przekroj (X-STM) przez pojedynczqg
samorosnqgcq kropke kwantowgq InAs/GaAs o ksztatcie dysku (Zrédto: prace P.M. Koenraad et al).

Obok pojedynczych kropek kwantowych mozliwe jest réwniez stworzenie uktadéw podwdjnych
kropek kwantowych (Rys. 49) lub nawet stosu kropek kwantowych (Rys. 50).



S0 nm

Rys.49. Obraz ze transmisyjnego mikroskopu elektronowego (TEM, ang. transmission electron
microscopy), przekrdj przez uktad dwdch samorosngcych kropek kwantowych InAs/GaAs (Zrddto:
Internet).

Rys.50. Obraz ze skaningowego mikroskopu tunelowego, przekrdj (X-STM) przez pionowy stos
samorosnqcych kropek kwantowych InAs/GaAs (zrédto: Internet).

Wtasnosci widmowe pojedynczych kropek kwantowych przypominajg wiasnosci atoméw (dyskretne
widmo energii), stad czasem stosowana jest nazwa ,sztuczne atomy”. Analogicznie, uktady dwéch i
wiecej kropek kwantowych nazywa sie czesto mianem ,,sztucznych molekut”.



6. Rodzaje i Zrodla odksztatcen

Tensorowy opis odksztalcen

Omowione do tej pory samorosngce kropki kwantowe zawdzieczajg swoje istnienie niedopasowaniu
sieci krystalicznych materiatu kropki i podfoza i zwigzanym z tym efektom odksztatcen. Z drugiej
strony materiat kropki jest silnie odksztatcony (Rys. 51), i jak nalezy przypuszcza¢ efekty odksztatcen
mogg miec istotny wptyw na wiasnosci widmowe danej kropki kwantowe;.

InAs QD _

Rys.51. Schemat deformacji odlegtosci miedzyatomowych dla kropki kwantowej InAs w matrycy
GaAs.

Samorosngca kropka kwantowa stanowi dos$é skomplikowany, tréjwymiarowy uktad, w pierwszej
kolejnosci zastandwmy sie wiec jak ilosciowo opisaé¢ deformacje (odksztatcenia) dla zdecydowanie
prostszego zagadnienia jednowymiarowego.

Zacznijmy od przyktadu metalowej sprezyny na ktérej zawieszamy coraz wieksze obcigzenie (Rys. 52).
Zgodnie z prawem Hooke’a oraz naszg intuicjg stopien rozciggniecia sprezyny zalezy od jej rodzaju
(np. grubosci oraz materiatu drutu z ktdrego jej wykonana) oraz zawieszonej masy.



Rys.52. Deformacja (rozciggniecie) sprezyny w funkcji rosngcego obcigzZenia.

Na uzytek aktualnych rozwazan nie interesuja nas jednak ani sity zwigzane z tym procesem, ani
naprezenia wystepujgce w drucie sprezyny, a jedynie jakas miara jej deformacji. Wprowadzimy wiec
definicje odksztatcenia sprzeiny poprzez poréwnanie dtugosci sprzezy zdeformowanej i
nieodksztatconej (Rys. 53) oraz podzielenie tej roznicy przez dtugosc nieodksztatcong.
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Rys.53. llustracja i definicja odksztatfcenia dla przypadku jednowymiarowego (Zrédfo: Internet).

Definicja ta ma taka zalete, ze dla struktury nieodksztatconej € przyjmuje wartos$é réwng zeru. Znak €
opisuje charakter odksztatcen: €>0 odpowiada odksztatceniom o charakterze rozciggajacym,
natomiast €<0 odpowiada odksztatceniom o charakterze $ciskajgcym. Dodatkowo dzielenie przez
dtugosc¢ sprezyny nieodksztatconej pozwala wprowadzi¢ jednakowg miare odksztatcen dla obiektéw
roznej dtugosci. Przyktadowo metrowy drut rozciggniety o 1 centymetr jest tak samo silnie
odksztatcony (1%), jak kilometrowy drut rozciggniety o dziesie¢ metrow.

Definicja € jest w petni wystarczajgca dla deformacji o charakterze jednowymiarowym. Problem
pojawia sie jednak dla bardziej skomplikowanych deformacji przestrzennych (Rys. 53b).
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Sciskanie rozcigganie skrgcanie

Rys.53b.. llustracja znaku odksztafcenia dla przypadku jednowymiarowego oraz , ktopotu” z prostym
opisem jednowymiarowym dla bardziej skomplikowanych deformacji o charakterze skrecajgcym.

W ogdlnym przypadku w opisie nalezy uwzglednic istnienie pozostatych dwéch wymiaréw. llustruje
to rysunek Rys. 54, ktory pokazuje wiele (czesto skomplikowanych) mozliwosci w jakie mozna
zdeformowac jednostkowy szescian. Mozliwe jest wiec rozcigganie i $ciskanie wzdtuz okreslonych
krawedzi szescianu, a co wiecej deformacja o charakterze skrecajgcym, bgdz scinajgcym.
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Rys.54. Schemat réznych odksztatfcen dla trojwymiarowego szescianu.

l

Wszystkie mozliwe deformacje szescianu mozna odpisa¢ za pomoca jednej wielko$ci macierzowej,
tzw. tensora odksztatcen:

XX é;xy Xz

M
I
M
3

yX yy é;yz

X é;zy 2z

Tensor ten jest symetryczny (g;=¢;) oraz, co wazne, opisuje deformacje ksztattu jednostkowego
szescianu, a nie jego obrét (wyrazony za pomocg macierzy obrotéw) czy translacje (przesuniecia) w
przestrzeni.

Rodzaje odksztatcen

Bez wchodzenia w szczegéty matematyczne zilustrujemy (Rys. 55) gtéwne rodzaje odksztatcen oraz
odpowiadajgce im postaci tensora odksztatcen. W szczegdlnosci deformacja o charakterze
hydrostatycznym (ktérej doswiadcza np. kabina fodzi podwodnej) oznacza jednorodne Sciskanie
(e<0), zatem zaden z kierunkéw przestrzennych nie jest wyrézniony (e=€,=€,,). Poniewaz ksztaft
deformowanej struktury jest zachowany to elementy niediagonalne tensora sg doktadnie réwne zero.



Z kolei dla odksztatcern o charakterze osiowym, Sciskaniu (rozcigganiu) w jednym z kierunkéw (np.
€,,<0) towarzyszy rozcigganie (Sciskanie) w dwdch pozostatych kierunkach (g,=¢€,,>0). Wybierajac osie
uktadu wspétrzednych wzdtuz kierunku deformacji ponownie otrzymujemy diagonalng postaé
tensora odksztafcen, przy czym elementy na diagonali sg rézne (np. €= €% €,,).

Hydrostatyczne

g 0 O g 0 0
0 ¢ 0 0 ¢ 0
0 0 ¢ 0 0 &

Rys.55 Przyktad odksztafcen o charakterze hydrostatycznym i osiowym oraz odpowiadajgcych im
postaci tensor odksztatcen (Zrédto: Internet).

Jeszcze innym rodzajem odksztatcen sg te o charakterze Scinajgcym (ang. shear strain), zilustrowane
na Rys. 56, w takim przypadku zmianie nie ulegajg liniowe wymiary struktury, a odksztatcenie ciata
spowodowane przytozeniem sity stycznej do jej powierzchni. Nalezy w tym miejscu dodac, ze trzy
wspomniane wyzej rodzaje deformacji mogg wystepowac jednoczesnie. Na przyktad w przypadku
»typowych” samorosnacych kropek kwantowych, dominujaca role odgrywajg odksztatcenia o
zarowno hydrostatycznym, jak i osiowym, natomiast te o charakterze $cinajacym sg zdecydowanie
mniej istotne.
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Rys.56. Przyktad odksztatceri o $cinajgcym (Zrédto: Internet).

Z elementédw macierzy tensora odksztatcen mozna skonstruowaé uzyteczne wielkosci pomocnicze
bedace miarg okreslnych typéw deformacji. W szczegdlnosci $lad tensora odksztatcen (suma
elementow diagonalnych macierzy) jest iloSciowg miarg odksztatcen hydrostatycznych:

Tr(g) =&y T &y TE,
Dla niewielkich deformacji Tr(€) odpisuje zmiane objetosci jednostkowego szescianu:
V 2V [1+Tr(eg)]

Ujemne wartosci Tr(e) opisujg zatem odksztatcenia o charakterze S$ciskajgcym, a dodatnie o
charakterze rozciggajacym. Uzytecznosci Tr(g) jest tym wieksza, ze jest on niezmiennikiem, a wiec
wielkoscig niezalezng od wyboru uktadu wspdtrzednym.

Miarg odksztatcen osiowych moze byé np. wielko$é zdefiniowana nastepujgco:

B(g)z \/(3XX —gyy)z +(gyy —-&,, +(52z — &, )2




Dla oddziatywan o charakterze czysto hydrostatycznym (g,=€,,=€,,) mamy zatem B(g)=0, gdyz
wszystkie wymiary liniowe odksztatcone sie w ten sam sposdb. Z kolei dla odksztatcen o charakterze
czysto osiowym jest Tr(g)=0, przy czym B(g)20, co odpowiada deformac;ji ksztattu zachowujacej
objetos¢. Przypomnijmy raz jeszcze, ze w ogdlnosci mozliwe sg odksztatcenia bedg kombinacja
wszystkich wspomnianych podstawowych typéw odksztatcen.

Odksztatcenia a naprezenia.

W naszych rozwazaniach dotyczacych kropek kwantowych opisaliémy juz jeden przykfad:
odksztatcenia pochodzgce od niedopasowania statych sieci krystalicznych dwdch materiatow
potprzewodnikowych. Odksztatcenia wystepuja jednak w wielu innych uktadach, w szczegdlnosci
makroskopowych m.in. konstrukcjach budowlanych, urzadzeniach technicznych itp. Nalezy tez
doprecyzowaé, ze méwigc od odksztatceniach odnosimy sie do odksztatcen sprezystych, a wiec
takich, ktdre ustepuje po usunieciu sity, ktéra je spowodowata. W tym wyktadzie nie interesujg nas
odksztatcenia plastyczne charakterystyczne dla takich materiatéw jak np. plastelina czy glina.

Nalezy w tym miejscu rozrézni¢ takze ,odksztatcenia” od ,naprezen”. Te pierwsze opisujg deformacje
danego ciata w stosunku do przypadku niedoksztatconego, przy czym € jest wielkoscig
bezwymiarowa. Naprezenia (oznaczenie o) sg z kolei pewng miarg sit zwigzanych z tg deformacjg, a
ich jednostka jest paskal (N/m?, jednostka sity na jednostke powierzchni). Przyktadowo intuicja
podpowiada nam, ze 1% odksztatcenie stalowego drutu o przekroju 1mm?® wymaga przytozenia
zdecydowanie wiekszej sity niz gumowego paska o identycznym przekroju.

Relacja pomiedzy dwoma wspomnianym wyzej wielko$ciami jest niczym innym jak prawem Hooke’a:

o=Ee¢g
gdzie wspdtczynnik proporcjonalnosci E jest parametrem materiatowym zwanym modutem
sprezystosci (sztywnosci) podtuznej E lub krocej modutem Younga. Wielko$¢ ta przyjmuje wartosci
np. 210 GPa dla stali i 0.1 GPa dla gumy, co dobrze ilustruje fundamentalnie rézng sprezystos¢ obu
materiatéw.

Podobnie jak odksztatcenia, naprezenia sg w ogdlnym przypadku (dla materiatéw anizotropowych)
opisane wieloscig tensorowg (oy), a relacja miedzy obiema wielkosciami zwana jest uogélnionym
prawem Hooke’a:

On = chlijgij
ij

Poniewaz naprezenia oraz odksztatcenia sg tensorami drugiego rzedu, zwigzek pomiedzy nimi jest
zadany tensorem czwartego rzedu, c;, zZwanym tensorem sztywnosci, ktérego sktadowe zwane s3
modutami sprezystosci lub wspodtczynnikami sztywnosci sprezystej. Tensor sztywnosci ma w ogdlnosci
3%=81 sktadowych, jednak symetria sieci krystalicznej istotnie redukuje liczbe niezaleznych
sktadowych i tak dla struktury o symetrii regularnej (kubicznej) mamy jedynie 3 niezerowe sktadowe
Ciji, ZWYCzajowo oznaczane jako Cyy, Ci; oraz Cyy, przy czym zastosowano tutaj notacje w ktore;j
indeksy 1, 2 oraz 4 odpowiadajg parom wskaznikéw: 11, 22, 23.



Przyblizenie oSrodka ciggtego oraz podejscie atomistyczne.

Do tej pory omawialismy deformacje obiektu (sieci krystalicznej) jako catosci. Na wstepie
opisywalismy jednak przyktad samorosngcej kropki kwantowej oraz zasugerowalismy, ze kropka
kwantowa jest silnie odksztatcona, podczas, gdy podfoze krystaliczne jest zdeformowane w
mniejszym stopniu. Oznacza to, ze dla w ogélnym przypadku deformacja, a wiec i sktadowe tensora
odksztatcen, jest funkcjg potozenia. Jest to widoczne na Rys. 57, gdzie wnetrze kropki kwantowej
doznaje silnych odksztatcen o charakterze sciskajgcym (Tr(g)=-0.08), podczas, gdy obszar w odlegtosci
10 statych sieci od kropki kwantowej pozostaje praktycznie niezdeformowany.
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Rys.57. Slad tensora odksztatfceri Tr(g) w funkcji potozenia atomdw; przekréj wzdtuz kierunku wzrostu
przez geometryczny srodek kropki kwantowej InAs/GaAs o ksztafcie soczewki (Zrédto: Phys. Rev. B 74,
195339 (2006)).

Jednym ze sposobdw wyznaczenia przestrzennego rozktadu odksztatcen jest wykonanie obliczen w
tzw. przyblizenie osrodka ciggtego (ang. continuum elasticity) , w ktorym zaniedbujemy atomowa
budowe materii, to znaczy osrodek dzielimy na bardzo mate czesci, ale o takich samych wtasnosciach
jak cata badana objetos¢.

W interesujgcym nas przypadku definiujemy wartosci energii sprezystej (odksztatcen) w kazdym
punkcie dyskretnej, przestrzenne;j siatki. Przyktadowo dla struktury o symetrii regularne;j:

\Y%
ECE(Xl Y, Z)Z 5

2 2C12(X, Y, Z)(gxxgyy +E&,,E + gxxgyy)

{Cll(x, Y, z)(gfx +&2, + &L, )+ C..(x,y, z)(g§z +&2 +&2 )+}
gdzie Cy;,Cy, oraz Cy, to zdefiniowane wczesniej zalezne od potozenia (zatem inne dla kropki
kwantowej oraz inne dla otaczajgcej matrycy) wspotczynniki sztywnosci sprezystej, a V to objetosc
zwigzana z dyskretyzacjg siatki (objetosc ,,oczka” siatki). Wartosci € w kazdym wezle siatki sg
znajdowane w ten sposdb, aby energia catkowita ukfadu, tj. suma Ec: po wszystkim punktach siatki,
przyjmowata minimum.



W podejsciu tym widoczny jest jednak pewien fundamentalny problem. Po pierwsze krok siatki (a
wiec i objetosé V) musi by¢ tak dobrany, aby zminimalizowa¢ btedy dyskretyzacji. Z drugiej strony,
nawet jesli krok siatki bytby bardzo maty, np. poréwnywalny ze statg sieci krystalicznej, to i tak
symetria dyskretnej siatki obliczeniowej jest w ogdlnosci inna od symetrii sieci krystalicznej. W
szczegoblnosci, dla materiatéw takich jak InAs czy InP, moze to by¢ catkiem skomplikowana symetria
typu blendy cynkowej lub wurcytu. Co wiecej, jak widzielismy wczesniej na obrazach X-STM kropek
kwantowych, atomy w kropce kwantowej i na jej brzegu mogg by¢ umieszczone w sposéb losowy.
Fluktuacje sktadu chemicznego np. dla kropek kwantowych o mieszanym sktadzie chemicznym
(InGa,As, Rys. 58) odgrywaijg istotng role i nie mogg by¢ w sposdb prosty modelowane w
przyblizeniu osrodka ciggtego.

InAs

Iny ,Ga, 5AS

Ing <Gag cAs

Rys.58. Potfozenia atomow arsenu (kolor czerwony), indu (niebieski) oraz galu (zielony) dla warstwy
zwilzajgcej oraz kropki kwantowej In,GaAs o ksztatcie soczewki oraz roznych wartosci sktadu
chemicznego. Otaczajgca kropke kwantowqg matryca GaAs zostata na rysunku pominieta.

Sposobem na opisane wyzej problemy jest uwzglednienie w obliczeniach atomowego, ,,ziarnistego”
charakteru materii. W odrdznieniu od metod wykorzystujgcych przyblizenie osrodka ciggtego tego
rodzaju metody noszg ogdlne miano ,, atomistycznych”.

Przyktadem takiej wtasnie metody jest VFF (ang. Valence Force Field), w ktorej energia sprezystosci
zdefiniowana jest jako funkcja potozen atomdw, a w szczegdlnosci dtugosci wigzan
miedzyatomowych oraz katéw miedzy wigzaniami. W interesujgcym nas przypadku krysztatéw o
mikroskopowej symetrii tetraedralnej mamy:

Ever Z%’:‘ZgAﬁ((Ri -R; )2 - (di? )2)2
+ii iBijk((Rj ~R, (R, —R, )—cosa’d? )2'

i j=lk=j+l



W wyrazeniu tym znajdujg sie dwie sumy. W przypadku pierwszej sumy indeks i przebiega po
wszystkich (N) atomach w ukfadzie, a indeks j po (4) najblizszych sasiadach danego atom i, A; oznacza
z kolei statg sitowga zwigzang ze zmiang dtugosci wigzania ($ciskanie/rozcigganie) pomiedzy atomami i
oraz j. Druga suma przebiega po wszystkich atomach oraz parach sgsiaddw (ij), a stafa sitowa By
zwigzana jest ze zmiana kata miedzy wigzaniami ij-ki w stosunku do idealnej wartosci dla krysztatu
tetraedrycznego (cos(6)=1/3). W obu sumach R; oznacza potozenia danego atomu.

Rozwigzanie problemu odksztatcenn w metodzie VFF polega na znalezieniu takich pozycji atomoéw (R;)
dla ktérych energia E.¢ osigga minimum. Dla samorosngcych kropek kwantowych liczba atoméw w
domenie obliczeniowej moze siega¢ nawet 100 milionéw atomdw, co prowadzi do ztozonego
problemu obliczeniowego.

Znajdowanie minimum funkcji — metoda gradientdw prostych

Istnienie wiele metod znajdowania ekstremum funkgcji, jedng z nich jest metoda gradientu prostego
(ang. gradient descent). Jest to metoda iteracyjna w ktérej ekstremum osiggane jest w serii kolejnych
krokéw wykonywanych w kierunku najwiekszego wzrostu lub spadku, w zaleznosci od tego czy celem
optymalizacji jest minimum funkcji czy jej maksimum (Rys. 59).
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Rys.59. Najkrotsza droga na szczyt to zwykle ta najbardziej stroma.

Utozsamiajac kierunek najwiekszego spadku z (minus) gradientem funkcji, bardziej sformalizowany
algorytm wyglgda nastepujaco:

X =X — o VE,

Przy czym f : R" >R jest rézniczkowalng i ciggtg (Rys. 60) funkcjg N zmiennych.
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Rys.60. Przyktady funkcji nieciggtych i nierézniczkowalnych.

Proces iteracyjny (Rys. 61) rozpoczyna sie od punktu startowego x,, ktdrego wybdr jest arbitralny i
zalezy od konkretnego problemu. Dtugosc¢ kroku (ay) powinna byc¢ z kolei tak dobrana, aby wartos¢
funkcji w kolejnych punkach nie rosta (f(xg)>...> f(x)> f(xk1)). Zbyt duzy krok sprawi, ze metoda nie
bedzie numerycznie stabilna, z kolei zbyt maty krok spowolni proces znajdowania minimum.
Podobnie jak xo, wybér a, jest w duzym stopniu arbitralny i zalezy od konkretnego zagadnienia.

Rys.61. Kilka kolejnych krokdw w metodzie gradientu prostego.

Jednym ze sposobow na unikniecie powyzszego problemu jest wariant metody gradientu prostego,
tzw. metoda najszybszego spadku (ang. steepest descent), w ktorej dtugos¢ kroku nie jest
parametrem, ale jest wyznaczana w kazdym kroku iteracji, tak by funkcja osiggneta minimum w na
kierunku gradientu:

f (% — V(X )= min f (x, —aVf (%)
Zaleta tego podejscia jest unikniecie zwigzanych ktopotéw z wyborem ay, z drugiej strony jednak

strony metoda ta jest bardziej skomplikowana od metody gradientu prostego oraz przede wszystkim
zwiekszona jest ilos¢ (czas) wykonywanych obliczer numerycznych.



Niezaleznie od sposobu wyboru o, proces iteracyjny kontynuowany jest do momentu osiggniecia
minimum. W celu okreslenia, czy dany punkt dostatecznie dobrze przybliza minimum funkcji mozna
uzyc¢ kilku kryteriow, np. sprawdzi¢ czy dtugosc¢ wektora gradientu jest mniejsza od pewnej zadanej
precyzji (|| Vf (Xk )||< &) lub odlegtoé¢ miedzy kolejnymi punktami jest mniejsza od pewnej odlegtoéci

minimalnej (|| X, — X, ||< ). Oba kryteria moga by¢ tez stosowane jednoczesnie.

Na zakonczenie tej czesci wyktadu nalezy zwrdci¢ uwage, ze w metodzie gradientu prostego, jak i
metodzie najwiekszego spadku, znajdowane jest lokalne, a nie globalne minimum funkcji (Rys.62).
Dla funkcji posiadajgcych wiele minimow lokalnych, to ktére z nich zostanie znalezione zalezy m.in.
od wyboru punktu startowego.
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Rys.62 Jedno- i dwuwymiarowe funkcje posiadajgce lokalne minima.



Modelowanie wlasciwosci elektrycznych i mechanicznych
bionanouktadow

Wprowadzenie do nanotechnologii uktadéw biologicznych. Centralny dogmat
biologii molekularnej

Zastanowmy sie nad fenomenem zycia na Ziemi. Trwa ono nieprzerwanie od kilku miliardéw lat.
Obejmuje miliony réznorodnych organizméw. Biolodzy grupujg je w odpowiednie podzbiory, np.
gatunki. Organizmy te podlegajg ewolucji, czyli zmianom. Zmiany moga by¢ korzystne (lepsze
dopasowanie do $Srodowiska) lub niekorzystne. Czesto gatunki zywych organizmoéw ging, istniejg
jednak takie, ktére przerwaty miliony lat. Istotg utrzymania procesu zycia jest rozmnazanie sie —
jedne osobniki ging, ale wydajg ,potomstwo”. Czasem obserwujemy okres hibernacji, zanim
organizm przejawi swoje petne cechy (rosliny, nasiona), czasem zycie nowego pokolenia krytycznie
zalezy od opieki pokolenia rodzicow (ssaki). W jaki sposdb przekazywana jest informacja z jednego
organizmu do organizmy potomnego o ,planie zyciowym”? Jakie s3 mechanizmy chemiczne
pozwalajg na lepszg adaptacje do otoczenia? Dlaczego wielkie dinozaury wyginety (ok. 60 min lat
temu), a mate ssaki przetrwaty (kataklizm duzego meteorytu??). Dzieki postepom fizyki, chemii i
biologii znamy odpowiedzi na te fundamentalne pytania. Znajac struktury i mechanizmy biologiczne
mozemy pewne rozwigzania ,wynalezione” przez Nature w toku miliondw lat ewolucji przenosi¢ do
techniki, w tym na poziomie nanoobiektodw. W ten sposdb w ostatnich kilkunastu latach narodzita sie
nowa gataz wiedzy — bionanotechnogia [1, Ehud Gazit, Plenty of room for biology at the bottom: An
introduction to bionanotechnology. Imperial College Press, 2007, zob. darmowy rozdziat:
http://www.worldscientific.com/doi/suppl/10.1142/p465/suppl file/p465 chap0l.pdf .
Duzy wysitek tez sie wktada w poprawianie natury i tutaj, przy projektowaniu nowych uktadow.
przydaje sie modelowanie komputerowe.

Organizmy zywe skfadajg sie (przewaznie) z tkanek, a te z komodrek. W komérkach biegna
podstawowe procesy zyciowe (metabolizm) — pobieranie sktadnikéw energetycznych i budulcowych z
otoczenia, tworzenie niezbednych elementéw komorki czy nowych komérek. Komorki sg zwykle
mate, majg rozmiary rzedu mikrometréw. Zbudowane s3g z biopolimeréw, ich wnetrze wypetnione
jest licznymi btonami, biatkami i czgsteczkami sygnatowymi czy energetycznymi. Biatka strukturalne,
biatka enzymatyczne i fosfolipidy (sktadniki bton) odgrywajg najwazniejszg role w funkcjonowaniu
komorki. Sg ona syntetyzowane na biezgco w odpowiednich rejonach komadrki. Na przyktad biatka
powstajg w skomplikowanych fabrykach biochemicznych zwanych rybosomami. Kazdy cztowiek ma
ok. 1,000,000,000,000,000,000 rybosomow. Strukture przestrzenng takiej fabryki poznano niedawno
a odkrycie to zostato uhonorowane Nagroda Nobla (zob. Rys. 63).

The Nobel Prize in Chemistry 2009
Venkatraman Ramakrishnan, Thomas
A. Steitz, Ada E. Yonath

Rys. 63. Prof. Ada Jonath z Izraela podczas wizyty na UMK.


http://www.worldscientific.com/doi/suppl/10.1142/p465/suppl_file/p465_chap01.pdf

Strukture nanofabryki — rybosomu mozna podziwia¢ np. w
http://www.rcsb.org/pdb/101/motm.do?momID=121

oraz:
http://www.dnatube.com/video/2425/Translation-Atomic-View ).

Jak dziata taka maszyneria biochemiczna? Jak to sie dzieje, ze z prostych sktadnikéw — aminokwasow,
powstajg tak ztozone biatka jak hemoglobina (transport tlenu we krwi) czy aktyna (witdkna
miesniowe)? Na te pytania odpowiadajg symulacje komputerowe realizowane na najwiekszych
komputerach na Swiecie (zob. np. modelowanie dziatania rybososmu:
http://www.dnatube.com/video/1228/tRNARibosome-Molecular-Dynamics-Simulation, (prosze
zwrdcié¢ uwagg na stosunkowo ,,stabg” rozdzielczos¢ grafiki w tej dosc¢ leciwej animacji).

Biatka sg to biopolimery ztozone z potgczonych wigzaniami peptydowymi aminokwaséw:

§1.04

123.5¢%
Peptide bond

Rys. 64. Wigzanie peptydowe (Zrddto: D.Voet, J. Voet, Biochemistry, 2nd Ed, 1995 )

Podstawowych aminokwaséw mamy ok. 20:
Naturally Occuring Amino Acids
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Rys. 65. Struktury chemiczne podstawowych aminokwasow (Internet:
http://employees.csbsju.edu/hjakubowski/classes/ch112/proteins/aminoacidprot1.gif).
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Z nich zbudowane sg praktycznie wszystkie biatka obecne w organizmach Zzywych. Chemicy
oczywiscie znajg wiecej zwigzkéw chemicznych tego typu (tysigce) ale w naturze wykorzystywanych
jest tylko ok. 20.

Kolejno$¢ potaczenia aminokwasdéw tfancuch jest zwykle bardzo wazna i determinuje witasciwosci
fizyczne, chemiczne i biologiczne biatka. Wynika to z tego, ze aminokwasy majg tancuchy boczne
roznej wielkosci, réznigce sie polarnoscig, fadunkiem czy hydrofobowoscig. Sg to zatem elementy
,konstrukcyjne” z ktérych moze wybiera¢ nanobiotechnolog tworzac nowe systemy. Sama
sekwencja (tzw. struktura pierwszorzedowa) jest wazna, ale jeszcze wazniejsze jest spontaniczne
utozenie sie (ang. folding) tego taricucha (ok. 100-1000 aminokwasdéw) w przestrzeni. To struktura 3D
w petni okredla funkcje biatka w komodrce. Btedne zwiniecie jest zwykle wykrywane i takie
egzemplarze biatek sg ,tagowane” i przeznaczane do degradacji i recyklingu. Warto wiedzie¢, ze nie
wszystkie biatka potrzebne do zycia majg okreslong strukture 3D. Zagadnienie to jest ostatnio
modnym tematem badan.

Biatka mogg petnic role strukturalng albo by¢ enzymami. Z biatek zbudowane sg m.in. jedwab, wetna
i nici pajecze.

Skad rybosom ma ,wiedzie¢” jakie biatko ma syntetyzowaé i w jakiej kolejnosci podtgczac
aminokwasy do tworzonego aktualnie tancucha biatkowego? Okazuje sie, ze fabryka ta jest
precyzyjnie sterowana m.in. informacjg zawartg w kwasie dezoksyrybonukleinowym (DNA). Komorki
zawierajg DNA (czesto jest on skoncentrowany w jadrze komdrkowym, ale nie zawsze), ktéry tez jest
biopolimerem. DNA zbudowany jest z jeszcze mniejszej liczby elementarnych skfadnikéw - sg to tzw.
nukleotydy.

Nucleotide
unit

FIGURE 29-7 The conformation of a nucleotide unit is
determined by the seven indicated torsion angles.

Rys. 66. Schemat budowy nukleotydu (Zrédfo: D.Voet, J. Voet, Biochemistry, 2n Ed, 1995 ).

Nukleotyd skfada sie z reszty kwasy fosforowego, cukru opartego na pierscieniu pieciocztonowym i z
zasady (nazwa chemiczna) — purynowej lub pirymidynowej (Rys. 66 ).
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Rys. 67. Schemat ogdlny pierscieni purynowych i pirymidynowych , kodujgcych informacje

w DNA i RNA (http://tonga.usp.edu/gmoyna/biochem341/lecture36.html).

Strukture przestrzenng DNA odkryli w latach 50 XX w. T. Watson i J. Crick. Struktura typowego B-DNA
jest regularna, méwimy o podwadjnej helisie, ktéra przypomina schody:

DNA zwykle wystepuje w jednej kopii w komérce. Jest to bardzo dtuga czasteczka. Ludzkie DNA ma
ok. 3 mld nukleotydéw w kazdym tancuchu. Co ciekawe jeden z fancuchéw DNA jest
komplementarny do drugiego, poniewaz zasady DNA wystepujg w parach (A-T i G-C).

Major groove

Minor groove

Major groove

Rys. 69. Standardowe pary zasad Watsona_Cricka kodujgce informacje (Zzrodfo: D.Voet, J. Voet,
Biochemistry, 2nd Ed, 1995 ).



Okreslone fragmenty DNA zawierajg w swojej sekwencji informacje o tym, jak ma by¢ syntetyzowane
biatko. Nie musza to by¢ ciggte odcinki biopolimeru, czasem jeden taki gen kodujacy biatko jest
rozrzucony w kilku miejscach (eksony) oddzielonych miejscami niekodujgcymi (introny). Mediana
dtugosci eksonu wynosi 122 bp. Srednia liczba eksonéw w genie to 8 (moze byé ich nawet 350)
$rednia dtugos¢ sekwencji kodujgcej to 447 aminokwaséw. W 3 mld liter ludzkiego DNA jest znacznie
wiecej obszaréw niekodujacych, niz kodujgcych. W roku 2000 odczytano sekwencje ludzkiego DNA.
Okazato sig, ze gendw mamy mniej niz wczesniej sgdzono: ok. 20 687.

Kiedy biatko ma by¢ syntetyzowane, bo jest np. potrzebne do budowy potomnej komérki, fragment
silnie skreconego i upakowanego w jadrze komdrkowym DNA sie rozplata. Rozplatanie to
indukowane jest przez odpowiednie enzymy. Potem na odstonietej pojedynczej nici DNA nastepuje
synteza stosunkowo krotkiego fragmentu komplementarnego (np. 3000 liter) ztozonego z RNA (tzw.
mMRNA). RNA- kwas rybonukleinowy, jest b. podobny do DNA, nie wystepuje w nim tylko jedna zasada
T, a zamiast niej mamy uracyl U; pierscien cukrowy jest nieco inny niz w DNA. mRNA opuszcza jadro
komédrkowe i podtacza sie do rybosomu. Rybosom dziata tak jak gtowica magnetofonu i ,odczytuje”
informacje zawarte w sekwencji RNA. Okazuje sie, ze w przyrodzie obowigzuje uniwersalny kod
genetyczny: okreslona tréjka zasad DNA (czy RNA) koduje okreslony aminokwas. tatwo zauwazy¢, ze
kod genetyczny musi by¢ redundantny: mamy 64 rézne kombinacje trojek 4 zasad, zas tylko 20
aminokwasow.

2nd Position
1st Position 3rd Position

3 inm U C A G @ ind»

Phe Ser Tyr Cys

Phe Ser Tyr Cys

Leu Ser STOP STOF

Leu Ser STOP TRP

Leu Pro His Arg

Leu Pro His Arg

Leu Pro Gin Arg

Leu Pro Gin Arg G

lie Thr Asn Ser
lle Thr Asn Ser
lle Thr Lys Arg

Met Thr Lys Arg

Val Ala Asp Gly
Val Ala Asp Gly
Val Ala Glu Gly
Val Glu

A
Ala Gly G

Rys. 70. Kod genetyczny (Internet:
http://www.gendnademk.republika.pl/str%205%20kod%20dobre_pliki/kod.htm)

Redundatnos¢ chroni informacje przed niszczagcymi mutacjami w DNA (np. powodowanymi przez
palenie papierosow!). Rybosom w oparciu o 3 litery np. AUU zezwala na wigczenie do rosngcego
tancucha takiego wtasnie aminokwasu (tu: lle — lzoleucyna) , jaki jest zakodowany przez trdjke
kodujgcg w mRNA. Proces ten jest b. szybki, wszystko jest kontrolowane przez odpowiednie enzymy.



Incoming tRNA

Q Growing peptide chain
1“\““\ bound to Amino Acid

Outgoing
empty tRNA
: TRNAHTRNA / NS
Au U U‘C U Ah
u 1y

GGAAAGAUUUC

MessengerRNA
Ribosome

Peptide Synthesis
Rys. 71. Synteza biatka w nanomaszynie jakq jest rybosom (Internet:
http.//en.wikipedia.org/wiki/Ribosome) .

Mozna obejrze¢ to animacji komputerowej (modelowanie procesu bionanotechnologicznego):

http://en.wikipedia.org/wiki/Translation %28biology%29

Rys. 72. Animacja prezentujgca schematycznie synteze biatka. To nie jest trajektoria MD tylko rodzaj
naukowej animacji komputerowej.

Wazne: Przeplyw informacji genetycznej od DNA-> RNA -> bialko
nazywa sie centralnym dogmatem biologii molekularnej.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Translation_%28biology%29

Warto tez wiedzie¢, ze po syntezie tanicucha biatkowego moze on niekiedy podlega¢ dalszej obrébce,
np. niektére aminokwasy moga by¢ fosforyzowane.

Omowienie Centralnego Dogmatu Biologii Molekularnej byto przedmiotem naszego 1-go wykfadu.
Rozumiemy teraz, ze zaburzenia w genach (sekwencji DNA) moga sie odbi¢ na zaburzeniach w
biatkach, a to z kolei moze prowadzi¢ do rozmaitych patologii czy choréb. Zmiany letalne powodujg
Smieré¢ komorki, ale sg tez takie zmiany, ktére prowadza do niesmiertelnosci komorki w postaci
niekonczacych sie podziatéw. W ten sposdb wyglagda mechanizm powstawania niektérych
nowotworéw. Powstaje caly czas otwarte pytanie jak temu zapobiegaé, czyli jak zatrzymad
niekontrolowany wzrost, jak chronic¢ sie przez ,fatszowaniem” informacji genetycznej przez czynniki
zewnetrzne, np. promienie UV (opalanie - czerniak) czy dym papierosowy (-> rak ptuc).

Zdrowie jest niezwykle pozgdanym dobrem, zatem bogate spoteczenstwa lozg ogromne srodki na to,
by pozna¢ molekularne przyczyny choréb i by szukac lekéw na te patologie. Poniewaz czgsteczki
biologiczne (m.in. biatka, DNA) s3 mate - majg rozmiary rzedu nanometrow - powstatg catg dziedzing
ich badan praktycznych nazywa sie bionanotechnologia. Wykorzystuje ona nie tylko metody fizyczne,
takie jak dyfrakcja promieni X, NMR czy AFM, ale rowniez symulacje komputerowe.

Warto wiedzieé, ze wspdtczesne metody biologii molekularnej pozwalajg zmusié niektére organizmy
zywe (bakterie, drozdze) do produkcji niemal dowolnego biatka. Potrafimy tez przeprowadzac
metodami enzymatycznymi w zasadzie dowolng ,edycje” nici DNA. Zrobotyzowane i
skomputeryzowane maszyny pozwalajg okresli¢ sktad biopolimeréw, zas analiza bioinformatyczna
pomaga optymalizowaé wtasciwosci fizykochemiczne. W ramach bionanotechnologii prébuje sie
mieszac¢ biopolimery z innymi ciekawymi materiatami lub obiektami , np. kropkami kwantowymi,
szukajgc nowych, niezwykte obiektow, np. uktadéw zdolnych efektywnie przetwarza¢ swiatto na prad
elektryczny. Przedmiotem dalszej czesci wyktadow bedzie prezentacja metod komputerowej
(obliczeniowej) analizy wtasciwosci strukturalnych, elektronowych i mechanicznych takich
nanomateriatéw.

Podstawy formalne metod modelowania.

Wprowadzenie

Idea symulacji jest dos¢ prosta: Tworzymy model matematyczny biopolimeru (np. biatka. kwasu
nukleinowego, fosfolipidow czy btony, hormondéw, etc.). Model ten musi byé oparty na
doswiadczalnych danych uzyskanych metodami fizycznymi: musi uwzglednia¢ rozmiary i masy
atomow, fadunki elektryczne, efekty otoczenia wodnego — np. obecnosé jondw czy pH srodowiska,
temperature, nature oddziatywan miedzymolekularnych, cisnienie.

Celem modelowania moze by¢ poszukiwanie optymalnych struktur tych biopolimeréw, a mozna tez
badaé jak szybko ich przestrzenne struktury (konformacje) sie zmieniajg. Mozna $ledzi¢ jak jedno
biatko oddziatuje z innym. Testuje sie przy pomocy modeli co sie stanie z polem elektrycznym
wytwarzanym przez enzym, jesli w jednym miejscu nastgpi zamiana jednego, danego aminokwasu na
inny (mutacja) — czy efekt bedzie duzy, maty czy zaden. Mozna do takiego modelu biatka



dopasowywad (dokowac) mate czgsteczki chemiczne i wyszukiwacé te, ktdre tgczg sie szczegdlnie
mocno. Mogg to by¢ potencjalne leki. Mozna projektowaé biatka o okreslonych (pozgdanych)
wiasciwosciach fizykochemicznych. Mozna prébowaé nada¢ znanym biatkom enzymatycznym inne
funkcje biologiczne. Mozna tez komputerowo testowa¢ mechanizmy katalityczne réznych enzymow,
np. tych, ktére stuzg do wytwarzania piwa, czy substancji organicznych (akrylamid) przydatnych
powszechnie w przemysle i gospodarce.

Modelowanie komputerowe biopolimerow jest powszechnie stosowang na catym swiecie metoda
badawczg pozwalajgcg uzyskaé stosunkowo szybko nowe i normalnie niedostepne informacje o tych
waznych zwigzkach chemicznych. Podejscie to przyczynito sie wydatnie do wynalezienia kilku nowych
lekdéw, m.in. przeciwgrypowych, ulepszenia testéw diagnostycznych, czy zaproponowania nowych
procesdw biotechnologicznych (zielona chemia). Dzieki modelowaniu nanobioukfadéw rozumiemy
znacznie lepiej biologie molekularng komérki, procesy rozmnazania, ewolucji, metabolizm,
fotosynteze, procesy chorobowe. Poszukuje sie tez nowych materiatéw, np. hybrydowych ,
podpatrujgc i wykorzystujgc rozwigzania wynalezione w toku milionéw lat ewolucji (biomimetyka).

Obliczenia wymagajg duzej wiedzy fizycznej, informatycznej i sporej wiedzy matematyczne;j.
Komercyjne programy do modelowanie komputerowego czgsteczek kosztujg nawet setki tysiecy
dolaréw. Firmy piszgce takie kody w okresie maksymalnego rozwoju zatrudniaty nawet po 200 osob z
doktoratami w tym sporo informatykéw.

Obecnie na rynku dominuje kilka firm, jest tez b. duzo fatwo dostepnego oprogramowania
akademickiego, mozna z niego korzysta¢ do celéw badawczych czy edukacyjnych za darmo. Poznamy
podstawy koncepcyjne gtéwnych metod obliczeniowych i zapoznany sie na éwiczeniach z dwoma
popularnymi programami ArgusLab (obliczenia kwantowe i mechanika molekularna) oraz
NAMD+VMD (dynamika molekularna).

»~Mapa” metod modelowania molekularnego - metody kwantowe a klasyczne

W modelowaniu komputerowym uktadéw chemicznych (czgsteczek lub ich komplekséw) czy
biopolimerdw interesujg nas gtéwnie dwa problemy:

(a) jaka jest struktura przestrzenna czasteczki ?

(b) jak oddziatuje ona z innymi czgsteczkami lub otoczeniem ?

Chcemy zna¢ odpowied? na te pytania w oparciu o obliczenia, nie pomiary, ktére sg zwykle bardzo
kosztowne i trudne do wykonania. Teoria fizyczna wtasciwa do udzielenia tych odpowiedzi jest
mechanika kwantowa.

Bioczgsteczki sg jednak zbyt duze — zawierajg zbyt wiele elektrondw by mozna byto zajmowaé sie
kazdym elektronem z osobna. Zatem stosuje sie przyblizenia, w ktdrych najmniejszym obiektem
analizowanym dynamicznie jest atom (reprezentowany punktem materialnym — nieskoriczeni mata
kulka o okreslonej masie) lub nawet grupa atomow.

Metody kwantowe opisuje sie w literaturze pewnymi akronimami odnoszgcymi sie do stosowanych
przyblizen. W molekularnej mechanice kwantowej (chemii kwantowej) spotykamy czesto podziat
podawany ponizej:

Metody molekularnej mechaniki kwantowej:
e ,ab initio” — oparte na zasadzie wariacyjnej lub rachunku zaburzen [np. metoda Hatree-
Focka (HF), metoda oddziatywania konfiguracyjnego (Cl), metoda wielociatowego rachunku



zaburzen (MBPT), metoda sprzezonych klasteréw (CC, CC SD), metoda rachunku zaburzen
MP2)

e DFT - Density Functional Theory (np. DFT B3LYP, LSDA, TD DFT i inne)

e Metody pdétempiryczne (metoda Huckla, metoda PPP, metoda TB, metoda AM1, PM3, PM6,
metoda ZINDO).

Metody rdznig sie mocno stopniem ,Scistosci” i przyjmowanymi przyblizeniami ale kazda z nich ma
swoje zalety i wady. Zaletg metod pdtempirycznych (AM1, PM3, MNDO) jakie poznamy w ramach
pakietu ArgusLab jest szybkosé obliczen, niezta jakos¢ wynikéw jesli chodzi o optymalizacje geometrii
Sredniej wielkosci molekut, stosowalnos¢ do stosunkowo duzych uktadéw (kilkaset atoméw).

Gtéwne pakiety do obliczen kwantowych to Gaussian09, Gamess, NWCHEM, VASP, Jaguar,
Hyperchem. Koszt niektdrych licencji liczony jest w tysigcach dolaréw rocznie.

Strukture przestrzenng czasteczki, istotna do oceny jej funkcji biologicznej czy technologicznej,
wyznacza takie utozenie atomoéw (odlegtosci miedzy nimi, katy), ktére odpowiada minimum tzw.
energii potencjalnej tego uktadu. Ponizej przedstawimy wyjasnienie skad bierze sie koncept
powierzchni energii potencjalnej i jak mozna wyznaczy¢ minima na tej powierzchni, Jest to bardzo
fundamentalne pojecie w dziedzinie modelowania komputerowego bio- i nano-struktur.

Idea powierzchni energii potencjalnej (PES)

Catkowita informacja o czgsteczce zawarta jest w jej funkcji falowej, ktdrg tutaj w notacji Diraca
oznaczymy symbolem |<I>> Funkcje te mozna uzyskac rozwigzujgc réwnanie Schroedingera:

H| @) = 2| @)

Hamiltonian ﬁ(operator energii) zalezy tutaj zaréwno od elektronowych (i) jak i jadrowych (A,B)
stopni swobody (stosujemy jednostki atomowe):
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W rozwazaniach dalszych przyjmuje sie zwykle tzw. przyblizenie Borna-Oppenheimera, w ktéorym
zaktada sie, ze jadra atomoéw sg nieskoniczenie masywne zatem pozostajg nieruchome. Wdwczas
mozliwe jest rozseparowanie elektronowych i jadrowych stopni swobody:

I

el el el el

Tutaj Hamiltonian elektronowy ma postac:
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natomiast elektronowa funkcja falowa @ zalezy od potozen atomoéw { ﬁA}w sposéb

parametryczny, co symbolizuje Srednik w zapisie wzoru:

D, =D, ({Fi ) { ﬁA})
ea =2al{Ru))

Widaé, ze energia elektronowa badanej biomolekuty €. zalezy od potozen jader atomdéw. Dla
kazdego indywidualnego ustawienia potozeri jader mamy inng funcje falowa @, (zalezng od
wspotrzednych elektronowych T; ). Przy ustalonych potozeniach atomdw (odlegtosciach Rag) energia
catkowita czgsteczki ma nastepujgca postac:
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Hamiltonian jadrowy z kolei opiszemy wzorem H,:

Widzimy w tym wyrazeniu czton gtf'XN (dla ustalonych potozen atoméw — fix) stanowi potencjat, w

ktorym poruszajg sie jadra atomowe. Te wtasnie wielkos¢ nazywa sie powierzchnig energii
potencjalnej (PES ma wymiar energii). Energia potencjalna zalezy od wspédtrzednych wszystkich
atoméw. W metodach klasycznych, np. omawianych dalej metodach dynamiki molekularnej,
przyblizana jest wzorami klasycznymi (pola sitowe). Pola sitowe opracowywane s3 dla réwnych
nanouktaddw, inne sg dla krysztatéw (ciato state) inne dla biatek i inne dla DNA.

Zauwazmy, ze rozwigzujac metodami mechaniki kwantowe] jgdrowe rownanie Schroedingera:

H @ O

nucl = nucl — nucl nucl

uzyskuje sie informacje o drganiach, obrotach i translacjach czasteczki. Te same informacje mozna
uzyskac tez drogg klasyczng, bez odwotywania sie do mechaniki kwantowej, o ile znane sg “rozsadne”
wzory na powierzchnie energii potencjalnej. Wyrazania takie zostaty opracowane w oparciu o dane
doswiadczalne i obliczenia kwantowe i sg dostepne albo ,za darmo” albo w programach
komercyjnych.



Pola sitowe

Podstawa wykorzystania pél sitowych w modelowaniu nanouktadéw jest zatozenie, ze klasyczne pola
sitowe w postaci sparametryzowanych wzoréw analitycznych sg dobrymi przyblizeniami do
prawdziwych powierzchni energii potencjalnej. Bardzo wazne jest tez kolejne zatozenie: przyjmuje sie
Ze parametry opisujgce poszczegdlne ugrupowania chemiczne, np. dany aminokwas, sg przenaszalne
z jednej bioczgsteczki do innej, tez zawierajgcej ten aminokwas.

Ogdlne wyrazenie na pole sitowe jest nastepujace (uwaga s3 tez bardziej ztozone wzory!) :

V= ZViB+ 2 VA + 2 VP + Z VE +

bonds i bond angles j torsional angles improper angles |

S + Vo + v

atom pairs (r,s)

Znaczenie fizyczne poszczegdlnych cztondw podano w podpisie do rysunku ponizej. Wyrazy te
odpowiadaja energiom wigzan chemicznych (V:?), energiom zwigzanym z deformacjami katéw miedzy
wigzaniami (VjA, Vi, V) oraz dwuciatowym oddziatywaniami pomiedzy wszystkimi parami atoméw
obecnymi w badanym systemie. Te oddziatywania niewigzgce sktadajg sie na energie kulombowska,
zwigzang z wystepowaniem tadunkéw czgstkowych na atomach (V) oraz tzw. oddziatywaniami Van
der Waalsa (VP+Vv'%).

Warto tez wiedzie¢, ze w modelowaniu stosuje sie pola sitowe tzw. ,all atom” czyli takie, w ktdrych
wystepujg indywidualne atomy, ale takze, dla oszczednosci czasu komputerowego, bardziej
przyblizone modele, gdzie grupy atomow (np. caly aminokwas czy zasada DNA) stanowia centra
potencjatéw. Sa to tzw. modele gruboziarniste i ich znaczenie ostatnio sie zwieksza.
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Rys. 73. (wg: H.Grubmueller, “Proteins as Molecular Machines: Force Probe Simulations”, published in
Computational Soft Matter: From Synthetic Polymers to Proteins, Lecture Notes, Norbert Attig, Kurt
Binder, Helmut Grubmueller, Kurt Kremer (Eds.), John von Neumann Institute for Computing, Julich,
Germany, NIC Series, Vol. 23, ISBN 3-00-012641-4, pp. 401-422, 2004. © 2004 by John von Neumann
Institute for Computing), Oddziatywania sktadajgce sie na pole sifowe. Drgania atomow wzdtuz
wigzan opisane sq potencjatem harmonicznym V°, minimum potencjat osigga na odlegtosci
rownowagowej b, pomiedzy atomami potgczonymi wigzaniem chemicznym. Kgty ptaskie i tzw. kqty
niewtasciwe (wychylenia poza ptaszczyzne) sq tez opisywane potencjatami harmonicznymi, V*i V-,
gdzie ©,oraz {, oznaczajq odpowiednie kqty rownowagowe. Kqty dwuscienne (torsyjne) opisywane
sq potencjatami periodycznymi \V/°; state sitowe oznaczone sq symbolami k z odpowiednimi indeksami.

V€ oznacza oddziatywanie kulombowskie, zas potencjaty Lennarda-Jonsa V- = \/+ v sktadajq sie z

-1z -6

odpychania Pauliego, V' ™~ T ™ oraz przyciggania van der Waalsa, V"' ™~ ~T

Popularne w modelowaniu biatek i DNA pola sitowe to CHARMM, AMBER, GROMOS, OPLS. Odnosniki
do ich petnego opisu mozna znalez¢ w Wikipedii. My bedziemy na ¢wiczeniach stosowac pole
CHARMM v.27.



Optymalizacja geometrii (=minimalizacja energii)

Wg tzw. hipotezy Ansfinsena biatka w stanach natywnych (fizjologicznych i stabilnych) znajdujg sie w
minimum swojej powierzchni energii swobodnej F. Energia swobodna F=E-TS. Jezeli pominiemy
czynniki entropowe (S), co w wielu sytuacjach jest uprawnione, to znalezienie natywnego stanu
biatka (biopolimeru) sprowadza sie do znalezienia optymalnej (minimalnej) energii. Odpowiadamy
zatem na pytanie: przy jakim wzajemnym ustawieniu atomdéw energia E biomolekuty jest
najmniejsza. Poniewaz E jest funkcjg potozen w przestrzeni wszystkich atomdw, zalezy tez od
oddziatywania molekuty z otoczeniem, pytanie nie jest trywialne: jest to problem minimalizacji
funkcji skalarnej naprawde wielu zmiennych. Na przyktad dla hemoglobiny mozemy mie¢ tatwo w
systemie (modelu) 20 tys. atoméw co daje ok. 60 tys. zmiennych (parametréw) do optymalizowania!
Sprawa nie jest jednak beznadziejna, i chociaz nie ma metody gwarantujgcej znalezienie globalnego
minimum takiej funkcji, to znalezienie przy pomocy algorytméw minimum lokalnego jest w praktyce

mozliwe.
Minimalizacja , brute force”

Przy niewielkiej liczbie stopni swobody skanowanie catej przestrzeni konformacyjnej (np. co 10 stopni
w katach i co 0.1 Ang. w odlegtosciach) jest wykonalne, ale dla interesujgcych nas modeli jest to
btedna sciezka, bowiem liczba struktur do obliczenia energii rosnie niemal wyktadniczo.

Metody najszybszego spadku

Przedstawimy metode najszybszego spadku (SD) na przyktadzie funkcji jednej zmienne;j f(x).

Wybieramy punkt startowy x,
W punkcie x,= xo0bliczamy gradient funkcji i ,opatrujemy go” znakiem minus:

—Vf(x)
3. Kolejny punkt obliczamy wg wzoru:
Xpp1 = X — Vi V(%)

4. Wielkos¢ kroku w wybranym kierunku ustalamy dokonujgc minimalizacji kierunkowej
(liniowej), czyli tak zmienimy czynnik ¥, aby spetni¢ warunek:

f[xk - Tkvf(xkj) = min, . f[xk - Tkvf(xkj)
5. Iterujemy punkty 2-4 tak dtugo, az spetnione bedzie kryterium stopu:

vf(xk] =& arrx,zf(xk]— f(xk—ij < &

Schemat ten mozna uogélni¢ tatwo na wektory w przestrzeni wielowymiarowe;j.



Lepsza efektywnosé niz w SD uzyskuje sie stosujgc metode sprzezonych gradientéw (kierunkow, CG).
W tym podejsciu kierunek minimalizacji okreslamy nie bezposrednio z gradientu, ale z ,,mieszanki”
kierunku aktualnego kierunku gradientu i poprzedniego kierunku

1. Znajdz najwiekszg pochytosé¢
Jesli pochytosé < €, zakonicz poszukiwanie
Jezeli jestes w kroku nr 1 — zapamietaj kierunek schodzenia (bedzie to kierunek gradientu dla
kroku nr 1)

4. Dla numeru kroku >1 wyznacz kierunek spadku bedgcy kombinacjg poprzedniego kierunku i
kierunku najszybszego spadku w danym punkcie (sprzezone kierunki).

5. Poszukaj minimum w tym kierunku. PrzejdZ do tego minimum.

6. Idz do pkt. 1.

Sg rézne warianty sprzegania tych kierunkéw i stagd rdzne nazwy metod, np. Fletcher-Reeves, Polak-
Ribiere, Hestenes-Steifel (wiecej zob. np. :

http://www.mymathlib.com/optimization/nonlinear/unconstrained/fletcher reeves.html

Algorytm CG nie wymaga specjalnie duzej pamieci, jest stosunkowo szybko zbiezny, ale nie dla
struktur dalekich od minimum. Jesli wiemy, ze struktura jest daleko od minimum, lepiej jest
zastosowac na poczatku algorytm SD.

Wad3a opisanego podejscia w metodach mechaniki molekularnej jest koniecznosc¢ liczenia gradientu
funkcji energii, ktéra ma na ogdt ztozony charakter i wymaga rdzniczkowania numerycznego.
Opracowano zatem w 1976 roku inny algorytm, ktéry ma cechy algorytmu CG, a nie wymaga liczenia
prawdziwego gradientu — algorytm Powella.

(Zob. Press, WH; Teukolsky, SA; Vetterling, WT; Flannery, BP (2007). "Section 10.7. Direction Set
(Powell's) Methods in Multidimensions". Numerical Recipes: The Art of Scientific Computing (3rd ed.).
New York: Cambridge University Press.

lub http://people.equars.com/marco/poli/phd/node55.html )

Metody Il rzedu (Newtona-Raphsona, N-R)

Szybszg zbieznos¢ (w jednym kroku dla powierzchni drugiego stopnia) zapewniajg metody, w ktérych
wykorzystuje sie wiedze o drugich pochodnych PES.

Przyjmijmy oznaczenia:
Niech x, oznacza punkt w przestrzeni konfiguracyjnej w k-tym kroku

d, — kierunek minimalizacji w k-tym kroku, -gradient:

_vf(xk] = —4

w, A —wspotczynniki skalarne


http://www.mymathlib.com/optimization/nonlinear/unconstrained/fletcher_reeves.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html#pg=509
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html#pg=509
http://people.equars.com/marco/poli/phd/node55.html

H — macierz drugich pochodnych (tzw. Hessian)
V — macierz przyblizona do odwrotnosci Hessianu
Wdéweczas wg metody N-R mozemy wyznaczy¢ ekstremum (minimum) z wzoru:
— -1
Xmin = Xo — Hg 'V f(x5)

Uzasadnienie wzoru wykracza poza zakres tego wyktadu. Ponizej podajemy jedynie prosty,
jednowymiarowy przyktad ze taki wzér faktycznie dziata:

* ko
Przyktad (jednowymiarowy, ,prim” i ,bis” oznaczajg kolejne pochodne)
f(x) =a + bx + cx’

f'(x)=b + 2cx

f’(x) = 2c

W minimum mamy f'(Xnin) = 0 zatem b+2cXyin= 0 czyli Xmin = -b/2c

Stad

Xmin = (-F'(x)+2cx)/2c= x - f'(x)/f"(x).

* k¥

W praktyce obliczanie drugich pochodnych, zwtaszcza dla tak duzych systemdéw jak biopolimery, jest
niepraktyczne, bo wymaga bardzo duzych pamieci RAM. Opracowano zatem przyblizone metody, np.
tzw. quasi Newtona (Davidona-Fletchera-Powella czy Broydena-Fletchera-Goldfarba-Fano), sg one
stosowane np. w programie Arguslab do optymalizacji geometrii metodami pdtempirycznymi
mechaniki kwantowej.

Metody catkowania réwnan ruchu (Newtona, Langevina)

W metodzie symulacji dynamiki biouktadu przy pomocy mechaniki klasycznej (dynamika
molekularna) zaktada sie, ze ewolucje w czasie systemu da sie opisac przy pomocy rownan Newtona:

a; = F; /m,

Chcac okresli¢ potozenie atomu i w chwili czasu t musimy znaé jego mase m;, site dziatajgcq na ten
atom F; (t) oraz scatkowac dwukrotnie powyzsze rdwnanie po czasie. Operacje te nalezy powtdrzyc
kolejno dla kazdego atomu w ukfadzie, czasem 20 tys., a czasem nawet 200 tys. razy, bo az tak duze
biomolekuty sie obecnie symuluje. Znajgc wyrazenie na pole sitowe (przypomnijmy: energia E, lub
czasem oznaczana V, zalezy od aktualnych potozen r(t) lub x(t) wszystkich atomdéw badanego uktadu)



mozemy poprzez obliczenie gradientu z tej funkcji (w punkcie przestrzeni konfiguracyjnej okreslonym
aktualng ,,potrzebg” algorytmu i odpowiadajgcym danej chwili czasowej) znalezé potrzebne sity F;:

F, = —VE(x)

Znalezienie tzw. trajektorii atomu czyli funkcji x(t) wymaga scatkowania dwukrotnego po czasie
podanego wyrazenia na przyspieszenie a;, W metodach symulacji komputerowej poszukuje sie jak
najefektywniejszego algorytmu realizacji tego catkowania. Oczywiscie metod numerycznych jest b.
duzo, ale w tej dziedzinie, ze wzgledu na swojg prostote, stabilno$¢ numeryczng i niewielkie
wymagania pamieci najwiekszg popularnos¢ zdobyt algorytm Verleta. Omoéwimy kilka jego
wariantow. Czas w tym podejsciu ulega dyskretyzacji. Wybor kroku czasowego catkowania musi by¢
podyktowany znajomoscig badanego uktadu: zbyt duzy krok czasowy da nam fatszywa trajektorie i w
koncu ,eksplozje” modelowanego uktadu, zbyt maty bedzie generowat zbedne kosztu (CPU). W
modelowaniu biatek stosuje sie prostg regute: delta t nie powinien by¢é mniejszy niz 1/10 okresu
najszybszego modelowanego zjawiska periodycznego. W praktyce sg to oscylacje uktadu atoméw C-
H, a stosowany krok czasowy to 1 fs, lub niekiedy 2 fs. W symulacjach na éwiczeniach warto osobiscie
sprawdzi¢ jak obliczone trajektorie zalezg od kroku czasowego. Jesli procedura symulacyjna nagle
,pada” — obliczenia przerywajg sie bez istotnej przyczyny, zas w pliku wynikowym obserwujemy
gwattowny wazrost energii badanego uktadu, warto wodwczas powtdrzy¢ obliczenia z krokiem
mniejszym o potowe.

Chcemy prowadzi¢ symulacje bioczgsteczki w ruchu. Ruch atomow odpowiada pewnej temperaturze
rownowagowej systemu i otoczenia. Informacja o temperaturze zawarta jest w predkosciach
poszczegdlnych atomoéw. Mozemy tutaj mowi¢ o wielkosci statystycznej jakg jest temperatura
stosunkowo bezpiecznie, bowiem badane uktady (biatko wraz z wodg ) zawierajg tysigce atomoéw.
Najpierw wybiera sie (losuje) predkosci poczatkowe, tak by catkowity ped uktadu byt réwny zero:

Kierunki wektoréw predkosci sg losowe. Wartosci sktadowych predkosci atoméw sg generowane
losowo z rozktadu Maxwella-Boltzmanna przy zadanej temperaturze — T:

Algorytm ,potozeniowy” Verleta korzysta z potozen (i przyspieszen) atomoéw zarejestrowanych w
chwilach tit— 6t po to by wyznaczyé nowe potozenia w chwili t + 6t. Wzér na nowe potozenia mozna



uzyska¢ bardzo prosto, rozwijajgc w szereg Taylora wzgledem czasu do przodu i ,do tytu wyrazenie
na potozenie r(t):

Po obcieciu rozwiniecia do Il rzedu i dodaniu stronami obu wzordéw otrzymujemy prosty przepis na
propagacje potozen atomow:

r(t+a)=2r(t)-r(t—at)+a(t)r?
Algorytm ,,Leap-frog”
Popularnym wariantem ,potozeniowego” Verleta jest tzw. algorytm ,leap-frog” (przeskakiwanka). W

algorytmie leap-frog predkosci sg liczone dla czasu t + 6t/2 i sg nastepnie wykorzystywane do
obliczania potozen w chwili t + 6t.

V(t +%aj = v[t —%&j +a(t)o
i+ &)= r(t)_v(t . %a)&

Zaleta tego algorytmu jest mozliwos¢ Sledzenia predkosci atoméw (mamy juz przestrzen fazowg, a
nie tylko konfiguracyjng), jednak zauwaimy, ze nie sg one wyznaczane w tej samej chwili co
potozenia (przesuniecie o pot kroku czasowego) oblicza sie je lepiej ze wzoru:

Znany jest tez tzw. wariant ,,predkosciowy” algorytm Verleta:

f(t+ )= r(t)+v(t)5t+%a(t)ét2

v(t+ét):v(t)+%[a(t)+a(t+ét)]§t



Praktyczne aspekty symulacji dynamiki molekularnej. Badanie
wytrzymatosci biomaterialu nanokompozytowego.

Temperatura w symulacjach MD

Waznym problem w czasie catkowania réwnan Newtona jest zachowanie odpowiedniego zespotu
statystycznego. Mozemy zgda¢, m.in., zachowania energii catkowitej uktadu (zespét kanoniczny) lub
np. zachowania statej temperatury (tzw. zesp6t mikrokanoniczny, zaktadamy kontakt z rezerwuarem
termicznym). Omoéwimy ten ostatni przypadek, bowiem na ¢wiczeniach takie obliczenia bedziemy
realizowaé. W czasie obliczen numerycznych, z powodu przyblizen, a nawet natury problemu,
temperatura zwykle sie zmienia. Zachowanie statej temperatury mozna zapewni¢, m.in., poprzez
sprzeganie z termostatem na poziomie réwnan (metoda Langevina, taki protokét jest proponowany
na ¢wiczenia, omdwienie teorii tego sposobu jest zbyt skomplikowane jak na czas tego wyktadu). Inny
sposdb to proste skalowanie predkosci. Z zasady ekwipartycji energii wiemy, ze na kazdy stopien
swobody uktadu mechanicznego bedacego w rdwnowadze termicznej z otoczeniem przypada energia
rowna 1/2kT, gdzie k — stata Boltzmanna. Jesli mamy N atomdw w uktadzie, to zachodzi zaleznos¢:

Widzimy od razu, ze mozemy regulowac temperature systemu poprzez odpowiednie skalowanie
wartosci predkosci atoméw (zwiekszanie lub zmniejszanie v).

Problem otoczenia

Symulacje biopolimeréw przeprowadza sie zwykle dla srodowiska wodnego. W fizyce funkcjonuje
kilkanascie rdéinych komputerowych modeli przyblizonych wody, Zzaden nie jest idealny
(http://en.wikipedia.org/wiki/Water model , Structure and Dynamics of the TIP3P, SPC, and SPC/E
Water Models at 298 K, Pekka Mark and Lennart Nilsson , J. Phys. Chem. A, 2001, 105 (43), pp 9954—
9960 ). Czasteczka ta jest szczegdlnie trudna do opisu klasycznego. Na c¢wiczeniach stosowacd

bedziemy popularny model TIP3P, przedstawiony ponizej model TIP4P (rys. z Internetu: u-
tokyo/~murayama)) jest podobny:

° /,/O TIP4P potential
- -) - \ by Jorgensen et al. (1983)

N rom ZHOH =104.52°

+au

oo ) (oo ) 949
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| Potential for Water (TIP4P) |

Rys. 74. Zasada budowy modelu komputerowego wodly.


http://en.wikipedia.org/wiki/Water_model

Mozna zanurzy¢ badany uktad w ,kropli” komputerowej wody, ale mozina tez zasymulowacl
Srodowisko krysztatu poprzez odpowiedni dobdr periodycznych warunkéw brzegowych (PBC).
Przestrzen dzieli sie np. na 27 przylegajgcych szesciandow (jak w kostce Rubika) , centralny szescian
zawiera symulowany uktad i wodne otoczenie, zas 26 pozostatych jest jego kopiami uzyskanymi przez
odpowiednie operacje symetrii. Jesli w wyniku symulacji jakis atom wychodzi poza scianki gtdwnej
skrzynki, to wchodzi on do niej po przeciwnej stronie. Atomy ,wychodzg” z odpowiedniej skrzynki
obrazowej. W ten sposdb nic w modelu nie ginie, za$ czasteczka biatka siedzgca w srodku centralnej
czesci ,czuje” otoczenie kwasi-krysztatu.

Gtéwnym problemem technicznym dynamiki molekularnej sg dtugie czasu symulacji. Istniejgce kody
zuzywajg ponad 70 proc. czasu CPU na obliczaniu oddziatywan niewigzacych (VAW i
elektrostatycznych). Problem ten sie nasila jak N> ze wzrostem wielkoéci uktadu. Poniewaz te
oddziatywania stabng dos$¢ szybko z rosngcg odlegtoscig miedzy atomami, w praktyce stosuje sie
zwykle tzw. promienie odciecia: oddziatywania atomdéw oddalonych wiecej niz zadany prég (cut-off)
po prostu sie ignoruje. Oczywiscie trzeba zadbad o to, by stosowane obciete potencjaty miaty dobrg
asymptotyke na duzych odlegtosciach. W typowych symulacjach cut-off na poziomie 12-16 Ang jest
wystarczajacy i znakomicie poprawia czasy symulacji.

Ogoélny schemat MD
Ogadlny schemat realizacji obliczen MD (przyktadowy) jest nastepujacy:

1. Wybdr modelu (trzeba wiedzie¢ co chce sie badac i po co, oraz skad wzigc startowe

wspotrzedne atomdw badanego systemu)

a) Dobrym zrédtem startowych struktur biatek jest Swiatowa baza: pdb.org.

b) Biatko, po uzupetnieniu specjalnymi programami brakujgcych atomoéw, np. H, lub innych
zanurza sie w zréownowazonej skrzynce ,,komputerowej” wody, np. TIP3P.

c) Usuwa sie czasteczki wody znajdujgce sie zbyt blisko atoméw biatka (np. < 2.3 Ang).

d) Przeszukuje sie kieszenie wypetnione wodg wewnatrz biatka, zachowuje sie jedynie te
napotkane czasteczki wody, ktére maja 3 wigzania wodorowe do atomdéw biatka.

e) Okresla sie stopien jonizacji natadowanych aminokwasow (Glu, Asp, Arg, Lys, His) — pH

f) Sprawdza sie, czy to ,uprotonowanie” jest zgodne z zatozonym pH (kwasowoscig).

2. Okresla sie pole sitowe stosowane do symulacji (inne np. dla biatek, inne dla DNA), sprawdza
sie czy sg dostepne parametry pola sitowego dla grup specjalnych i niestandardowych
(zwykle nie mal).

3. Wybiera sie wartos$ci parametrow odciecia oraz rozmiary pierwotnej skrzynki dla PBC.
Okresla sie czestos$¢ regeneracji listy oddziatywan niewigzacych.

4. Dla ustalonych (zafiksowanych specjalnym potencjatem) potozen atoméw biatka wykonuje
sie ekwilibracje otoczenia wodnego (np. 500 ps- 1 ns, stopniowe podgrzewanie wody).

5. Podgrzewa sie caty uktad+woda, zdejmujac stopniowo wiezy i krokowo (np. co 10 K)
podnoszac temperature.

6. Kontroluje sie poprawnos$¢ wyjsciowej struktury na grafice.

7. Wykonuje sie zadana liczbe krokéw (czas kroku — zwykle 1 fs) dla celéw zrownowazenia
termicznego badanego uktadu, moze to by¢ np. 1 ns MD w temp. 300K.



8. Zbiera sie dane z symulacji wtasciwej, zapisujgc na twardym dysku ,,ramki” (snapshots) z
trajektorii w zadanych interwatach, np. co 100 lub 1000 fs. Kontroluje sie parametry
badanego uktadu w locie (temp. cisnienie, energie i jej sktadowe).

9. Zapisane trajektorie (czasem nawet 20 Gb danych ) oglada sie ,na grafice” (np. programami
VMD, Maestro, PyMol, Yasara) i analizuje (czasem wiele miesiecy) przy pomocy dostepnych
programow (np. VMD) albo wtasnych specjalistycznych skryptéw (np. w Pythonie czy jezyku
Tcl).

10. Powtarza sie obliczenia badanego systemu innym programem i/lub polem sitowym aby sie
(nieco) upewnié, czy zaobserwowane efekty nie sg aby artefaktami metody i przyblizonego
pola sitowego.

Badanie wytrzymato$ci biomateriatu - wiékien chruscika.

Niektére owady, np. jedwabniki, pajaki, chrusciki potrafig w tajemniczy sposéb wytwarzaé¢ bardzo
silne nici. Stuzg one do zdobywania pozywienia (sieci fowne) lub do schronienia. Sktad tych
materiatdw nie jest dobrze poznany. Zawierajg one b. duzo biatek, sg tez sktadniki mineralne. Jest to
na ogdt materiat kompozytowy o bardzo ciekawych witasciwosciach mechanicznych. Wytrzymatos¢
niektorych lekkich nici pajgkéw jest wyzsza od kewlaru (kamizelki kuloodporne). Bionanotechnologia
stosuje czesto podejscie biomimetyczne polegajgce na podgladaniu natury. Tutaj bysSmy chcieli
zrozumiec dlaczego materiaty naturalne majg tak doskonate wtasciwosci mechaniczne.

Mozemy skorzysta¢ z modelowania klasycznego, wariantu MD zwanego Sterowang Dynamika
Molekularng (SMD). Idea jest bardzo prosta: do wybranego atomu biatka (lub grupy atoméw) dodaje
sie potencjat ,,zatrzymujacy” te atomy w przestrzeni. Z kolei do innego atomu (np. na przeciwlegtym
koncu biatka) dodaje sie dodatkowy atom ,holujacy” potgczony z nim sprezyng o okreslonej statej
sprezystosci k. Gdy atom ,,holujacy” oddala sig od atomu, do ktérego jest przywigzany, sprezyna sie
wydtuza i zgodnie z prawem Hooka i Il zasadg dynamiki Newtona dziata na ten atom z rosnacg sita.
Sita ta powoduje stopniowe rozplatanie biatka, a my obserwujemy ten proces na komputerze.
Mozemy zbadaé wytrzymatosci mechaniczne réznych biatek lub, w ramach tego samego modelu,
fragmentéw danego biatka. Takie badanie bedzie przedmiotem ¢éwiczen.
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Rys. 75. Idea SMD (rys. K. Mikulska).

Bada¢ bedziemy fragment biatka chruscika (Trichoptera), ktory potrafi skleja¢c pod wodg rézne
materiaty. By¢é moze zrozumienie konstrukcji tego materiatu pomoze stworzy¢ nowe rodzaje
opatrunkéw medycznych. Wtdkna te byly badane doswiadczalnie w ZBiFM IF UMK, m.in. przez WN i
dr J. Strzeleckiego. Symulacje wykonywali mgr K.Mikulska i W.N.



(jest publikacja dla ciekawych: J. W. Strzelecki, J. Strzelecka, K. Mikulska, M. Trzydel, A. Balter, W. Nowak, Nanomechanics of new materials — AFM and
computer modelling studies of Trichoptera silk, Cent. Eur. J. Phys. 9 (2011) 482 - 491.)

Rys. 76. Trichoptera potrafiq wytwarzac nici spajajgce kamienie.

Warto popatrzec na to, co co wiemy o budowie oprzedu chruscika i pajgka:

i X 2okv o 00a NEETR mzeassi|
Oprzed pajgka (Nature Materials, 2010r) [2]
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Rys. 77. Oprzed chruscika (czy pajgka) jest biomateriatem nanokompozytowym.



Do symulacji wybieramy tylko niewielki, ale bardzo charakterystyczny fragment fibroiny, gtéwnego
biatka widkien chruscikéw (czy jedwabnikdéw):

Sekwencja H fibroiny
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Rys. 78. Fragment sekwencji biatka H-fibroiny, ktore bedzie przedmiotem symulacji w ramach ¢wiczen.

Zwrdéé¢my uwage na sktad tego fragmentu H-f: zwiera on 8 aminokwasdw oznaczonych literg S —
Seryna. Seryna ma grupe boczna OH i ulega fosforylacji, tzn. pewne enzymy dotaczajg do niej reszte
kwasu fosforowego (to sg te grupy PO4 na rysunku). Reszta ta w wodzie ma tadunek ujemny. Jesli
chruécik zapewnie sobie dostawe jonéw wapnia Ca”, to te dwuwarto$ciowe jony moga
elektrostatycznie spaja¢ przedstawione na rycinie fragmenty beta fibroiny. Spodziewamy sie, ze
powinno to raczej wzmacnia¢ materiat nici. Hipoteze te bedziemy testowaé w ramach éwiczen.
Zastosujemy metode SMD i sprébujemy rozerwaé ni¢ w przynajmniej dwdch przypadkach:

a) kiedy seryny sg fosforyzowane i zawierajg jony wapnia
b) kiedy jest fosforylacja, ale wapnia nie ma.

Oczywiscie powinnismy dla jasnosci sytuacji wykonaé jeszcze symulacje SMD w sytuacji, gdy seryny
nie ulegly fosforylacji, a wapn jest (3) albo go nie ma (4). Wszystkie te przypadki byly przez nas
przebadane, na ¢wiczeniach wykonamy tylko wybrane obliczenia (4-6 h oznacza brak czasu na
wszystkie przypadki):
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Rys. 79. Cztery modele fragmentu beta H-fibroiny, badanie roli fosforylacji i Ca+2 w nanomechanice nici.



Wybraé musimy parametry naszej symulacji SMD, pewne podpowiedzi s3 w materiatach do ¢wiczen:
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= atomy

= predko$¢ ciggniecia
= stalq sprezystosci

= kierunek ciggniecia

Rys. 80. Sugerowane ustawienie atomow nieruchomych oraz kierunku sity.

Wyniki wczesniejszych symulacji troche psuja ,,suspens” naszych badan, ale lepiej jest zawsze
wiedzie¢ co ,powinno” wyjsé z eksperymentu komputerowego:
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Rys. 81. Wyniki niektdrych symulacji SMD fragmentu H-f wykonanych przez KM i WN, warto zwrdcic¢
uwage na to jakie sq rejestrowane sity i jak silnie maksimum sity zaleZy od obecnosci (lub nieobecnosci
wapnia i fosforylacji seryn).



Nasze wnioski byly nastepujgce: Fosforylacja nieco (100%), a fosforylacja z wapniem znaczaco
(800%-1100% !) podnosi wytrzymatos¢ mechaniczng badanego fragmentu biatka. Ciekawe czy wyniki
te uda sie potwierdzi¢, albo odrzuci¢? Powodzenia w obliczeniach ©.



