Wstep do relatywistycznej mechaniki kwantowej

l. Rys historyczny (na gruncie fizyki nierelatywistycznej)

(1) Doswiadczenie Sterna- Gerlacha 1922, oryginalnie dla atoméw ztota przepuszczanych
przez niejednorodne pole magnetyczne
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dyskretny obraz jest generalnie potwierdzeniem kwantowania momentu pedu (inaczej to obraz bytby
rozciggniety dla ciggtych wartosci momentu pedu elektronu), ale .... atomy Au lub Cs majg w stanie
podstawowym zamkniete powtoki i jeden elektron na powtoce ns, orbitalny moment pedu jest L=0,
zatem wynik swiadczy o istnieniu wewnetrznego momentu pedu elektronu i zwigzanego z nim
momentu magnetycznego

Energia potencjalna momentu magnetycznego i w polu o indukg;ji B toE = —ﬁ’ﬁ, a sita
odchylajaca dla B w kierunku zto F = p, i—z (sita = - grad. z potencjatu);

tu: tylko dwa rzuty m na os z (!)

(1) ,,Anomalny” efekt Zeemana — doswiadczenie Uhlenbecka i Goudshmidta (1925)
zaproponowanie elektronu jako ,,punktowego magnesu” -
jesli nie wiemy nic o spinie elektronu (formalnie dla atomodw z catkowitym S=0) to rozszczepienie
poziomoéw energetycznych atomu w polu B (a tym samym rozszczepienie linii widmowych) jest
dyktowane rzutem orbitalnego momentu (liczba kwantowa m) magnetycznego na os pola B (oS z),

AE = mBug, az-sktadowa orbitalnego momentu magnetycznego i, p, = —Mip,

h
magneton Bohra g = ze_m (~9*1072% J/T), m — liczba kwantowa orbitalnego momentu pedu

w ogdélnym przypadku jest to bardziej skomplikowane, np. dla ciezkich atoméw z jednym
elektronem na powtoce s (I=0) wyjasnienie doswiadczenia wymaga wprowadzenia czynnika
giromagnetycznego (Landego) ge=2

AE =mgsg.Bug,

wprowadzenie (w mechanice nierelatywistycznej) pojecia spinu S, jako wewnetrznego
momentu pedu elektronu i zwigzanego z nim momentu magnetycznego zaproponowat Pauli
U, = 2;153 z liczbg kwantowsa rzutu spinu na 0§z ms=+1/2 i spinowym momentem
megnetycznym pug = —2mglg ;



wartos¢ czynnika giromagnetycznego mozna wyprowadzi¢ woéwczas jako
JU+1)+S(S+1)-L(L+1)

2j(J+1)
(dla jednego elektronu na zewnetrznej powtoce, np. wodor, /=0, s=1/2,

czyli L=0, S=1/2, )=1/2, g=2)

g=1+

Il Elementy teorii momentu pedu (przypomnienie)

Operator momentu pedu wprowadza sie z zasady korespondenc;ji

J=rxp

znajac relacje komutacyjne dla sktadowych rip [rj,pk] = ihdj , otrzymuje sig relacje
komutacyjne dla sktadowych operatora J

UmiJnl = ihgmnp]p:

operator momentu pedu pojawia sie w definicji operatora obrotu R o kgt 6 wokdt osi
zdefiniowanej wektorem jednostkowym n

D(n,6) = e~inJ/h = p(@) = ¢~i0I/n

gdzie @ — wektor obrotu;

jesli uktad fizyczny jest rotacyjnie niezmienniczy, to jego hamiltonian H komutuje zaréwno z

D jakizJ atakie z J? oraz za kazda sktadowa J, ale jednoczeénie tylko z jedna sktadowa np. J;

wspdlne funkcje wiasne (w ktdérych wszystkie operatory komutujg i ich macierzowe
reprezentacje sg diagonalne) spetniaja:

JAT = A7

Jj =myit

poniewaz ze wzgledu na komutacje Pil, mozemy mieé wiecej funkcji wtasnych J; do tej
samej wartosci A; numerowanej przez j ;

definiujgc operatory podnoszace i obnizajace /. = J, * iJ,, mozna prosta algebrg pokazac, ze
A =jG+1)
dla kazdego j, mzmieniasiecolod -j do j, m=-j, -j+1, ...,0,..,, j-1, j - (2j+1) razy oraz ze
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Obroty tworzg grupe (ciggta), reprezentacje grupy obrotéw to macierze D - unitarne
D(0) = e~ A gdzie (z doktadnoécia do statej Plancka réwnej 1 w jedn. atom), A to

hermitowskie macierze J ;



dla matych katéw, D po rozwinieciu w szereg jest D(@) =1+ i@A i biorac pod uwage
wtasnosci grupowe mozna wyprowadzi¢ wtasnosci komutacyjne dla sktadowych macierzy A i
sg one takie same jak dla sktadowych J,

zatem macierze A mozna zbudowaé w bazach funkcji transformujacych sie przy obrotach podobnie
jak funkcje wtasne orbitalnego momentu pedu - funkcje kuliste, ale te tworzg bazy dla danego j i
réoznych m, ktérych jest 2j+1; méwimy o réznych reprezentacjach o wymiarach 2j+1

przy obrocie wokoét osi z, macierze D majg postac
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Tak jest dla j — catkowitego,

ale dla j potéwkowego nie istniejg funkcje wspdtrzednych x,y,z (dwie, cztery, itp.), ktére
transformowatyby sie pomiedzy sobg przy obrotach o 0 ;

i trzeba pozostac przy reprezentacjach macierzowych

. Spin w teorii nierelatywistycznej

Dla j=1/2 reprezentacje majg wymiar d=2 — narzucajgcym sie wyborem sg macierze Pauliego
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i powigzanie ich z operatorem spinu (tj. wewnetrznego momentu pedu elektronu)

A=

S = lhne,
majg one wszystkie takie same wtasnosci komutacyjne jak J;

i razem z macierzg jednostkowg 2x2 |2, tworza zbiér zupetny, w ktérym wszystkie macierze 2x2
nad ciatem liczb zespolonych mogg by¢ przedstawione jako ich kombinacje liniowe;

uwaga:
to wtasnie macierzowa postac A swiadczy o wewnetrznym stopniu swobody, niezwigzanym z
ruchem.

Spetnione bedg te same relacje dla funkcji wtasnych

§2ym = ,m
X 4)(
S, XM =my™, m=+1/2



i x™ sa dwukomponentowymi spinorami (é) i ((1)) ;

- w hamiltonianie nierelatywistycznym nie ma spinu, wiec wszystkie funkcje jednoczgstkowe
(orbitale atomowe, molekularne, krystaliczne) powinny byé pomnozone przez spinory
spinowe y™,

Y =p@x"

a funkcja uktadu wielu czastek powinna by¢ zbudowana z takich spinorbitali ;

- jesli chcemy miec funkcje wtasne catkowitego, wypadkowego spinu S, to sktadamy go tak samo jak
orbitalne momenty dwadch (kilku) elektronéw do catkowitego L i tak samo budujemy funkcje
(spinory) sktadajac z odpowiednimi wspdtczynnikami Clebsha-Gordona - jak w ogdlnym przypadku,
np. sktadajac dwa momenty pedu

W = 2 Cvjafs; my, meM)P 72

mq,m;p

gdzie 1/);” to albo funkcje przestrzenne albo spinory; albo sktadajac | i s do catkowitego

wypadkowego momentu pedu J=1+s
- dla utamkowego s>1/2 spinory bedg wiecej wymiarowe;

- wigczajac oddziatywanie orbitalnego momentu magnetycznego z zewnetrznym polem
magnetycznym o indukgcji B, tzn. —u, B, nie mozemy zapomnie¢ o oddziatywaniu z polem B
magnetycznego momentu spinowego, a w zasadzie momentu magnetycznego pochodzacego
od wypadkowego momentu pedu J;

Formalnie, wktad pola B do hamiltonianu realizuje sie przez podejscie pétklasyczne, przez
potencjat wektorowy A, (podobnie jak dla przejé¢ kwantowych pod wptywem fali elektromagnetycznej)

B=rotA= VXA

E=-Vo-—-

potencjat wektorowy nie jest okreslony jednoznacznie, lecz z doktadnoscig do gradientu
dowolnej (niezaleznej od czasu) funkcji skalarnej f, gdyz z definicji V x Vf = 0

pola B i E pozostajg niezmienione; ale ped swobodnej czastki ulega zmianie
p—o>p—e€A

(sita z prawa Newtona: F=dp/dt, sita od pola E dziatajgca na tadunek -e: F=-eE = e dA/dt = p (od
pola) = e A, ale A wyznacza tez pole B)

a zatem hamiltonian dla elektronu w dowolnym potencjale V i polu opisanym przez
potencjaty ¢ i A ma postaé
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potraktujemy jako mate zaburzenie i:

a) zaniedbamy wyraz kwadratowy,
b) rozwazymy przypadek tylko zewnetrznego pola magnetycznego o indukcji B
c) wybierzemy takie cechowanie A, zeby [p,A]=0, co prowadzi do pA=Ap, czyli

H =—A
m p

d) dlajednorodnego pola mozemy wybra¢ A = %B Xr cospetniaB =rotA orazdivA =0,

zatem

H =S pA=-""pBxr)=—B@rxp)=—-Bl
“mPA TP D= P = o

co odpowiada oddziatywaniu orbitalnego momentu magnetycznego f; = ,uBi z polemo
indukcji B;

dotozenie oddziatywania spinowego momentu magnetycznego z polem prowadzi do

e
H’=ﬁB(l+geS), ge=2

dla uktadu wielu elektrondw operatory | i s zastepujemy wypadkowymi catkowitymiL i S,
a liczac wartosci oczekiwane H’ z funkcjami |SLJIM> (Li S ztozone do wypadkowego J) dostaniemy

e
SLJM|H'|SLJM) = —Bg,M
(SLIM|H'|SL]M) om 9gj

gdzie

SS+1)—-L(L+1 1
=+ SR 41020

- mozna tez wprowadzi¢ do hamiltonianu czton odpowiedzialny za oddziatywanie
magnetycznych momentéw orbitalnego i spinowego — oddziatywanie spin-orbita — jako wyraz
precesji Larmora momentu spinowego, wokdt pola magnetycznego wytworzonego przez
orbitujacy elektron.

IV. Relatywistyczna mechanika kwantowa - podstawy

Dlaczego powinniSmy sie martwié¢ ze nierelatywistyczny hamiltonian nie opisuje dobrze
uktadow, w ktérych czastki poruszajg sie z duzymi predkosciami?

a) Oszacowanie predkosci elektronu w jonie wodoropodobnym



z twierdzenia o wiriale dla pola kulombowskiego 2Ekin = -E, ale Ec = Exin + Ep to Ec = - 2Exin,
energia jonu wodoropodobnego (w j.at.) Ec=-7Z2/2, dlaZ=1 (woddr)to 13,6 eV, czyli ok.
2x1078 ), dla Z=100 E. jest 10000 x wieksza

klasycznie Exin=mv?/2, m=10?" kg,

dla Z=1 klasyczna predkos¢ elektronu jest rzedu 44.000 m/s = 44 km/s to jest ~10* c -
predkosci swiatta,

dla Z=100, v elektronu na powtoce 1s jest juz rzedu ~102 ¢ - ZNACZACA,

masa relatywistyczna

wzrasta juz o ok 0.0001, podczas gdy dla wodoru jest to wzrost 0 108 mo zaniedbywalny

b) Niezmienniczos¢ wzgledem transformacji Lorentza

przy tak duzych predkosciach V efekty relatywistyczne nie sg3 zaniedbywalne, a
nierelatywistyczne réwnanie Schroedingera nie jest niezmiennicze wzgl. transformacji

Lorentza
-1/2

x' =y(x —vt), t’=y(t—i—5)' V=(1‘(§)2)

jest tak dlatego, ze czas wchodzi do réwnania pierwszg pochodng (liniowo), a wspétrzedne
przestrzenne drugg pochodng (Tkin) ,

np. dla swobodnej czgstki

i o _ n” Viy
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podczas gdy w teorii relatywistycznej

wspotrzedna czasowa jest traktowana rownorzednie z przestrzennymi czasowymi; punkty w
czasoprzestrzeni Minkowskiego zdefiniowane s3 jako x = [x°,x1,x2,x3], gdzie x! to trzy

wspotrzedne przestrzenne, a x° = ct.

c) Przy olbrzymich energiach (relatywistycznych predkosciach) nastepujg procesy mogace
zmieniaé liczbe czgstek; poza tym, w rzeczywistosci niemozliwe jest doktadne okreslenie lokalizacji
czastki w przestrzeni w czasie (zasada nieoznaczonosci dla energii i czasu);
potrzebna jest inna definicja gestosci — oparta o czterowektor (x,y,z,ct), a takze réwnanie ciggtosci...

Réwnania niezmiennicze wzgledem transformacji Lorentza

Sg dwa podejscia: (i) albo szukamy rownania (réownan), w ktorych ped wchodzi w pierwszej
pochodnej, tak jak czas, albo (ii) czas wchodzi w drugiej pochodnej tak jak ped.

Zacznijmy od (ii)
Punktem wyjscia jest relatywistyczna (Einsteinowska) zalezno$¢ miedzy energig i pedem
(zawierajaca energie spoczynkowa)



E? = p2c? + m3c*
Po przypisaniu operatoréw pedowi i energii (E - H — ih%) dostajemy

h? 92
[C_ZW — R2V2 + mzczl Y=

jest to rownanie Kleina-Gordona, (K-G) ktére w zapisie czterowektorowym (dla czteropedu

zdefiniowanego jako p = (p1, P2, P3, P4 = ig) przybiera postac

4
Z pfi+m?c? | =0
u=1

wyprowadzajac to réwnanie przypisaliimy E - H — lha , a zatem skorzystaliSmy z podstawienia na

E nierelatywistycznego réwnania Schroedingera, w ktérym W jest funkcjg skalarng; nie moze zatem
opisywac elektronu (fermionéw), gdzie funkcje powinny by¢ spinorami

to rownanie opisuje relatywistyczne czgstki bezspinowe.

, . , . 0Op . L . , . .
rownanie ciggtosci E-l_ dw] = (0 otrzymuje sie mnozac réwnanie K-G przez ¥* a

rownanie sprzezone przez ¥ i odejmujac je od siebie, przy czym

ih ov owv*
(¥ )

h
| = — (P*VY — Yyy* = ——
j (€Y V¥, p ot ot

2mi 2mc?

i w postaci kowariantnej
M
d0x
TR

=0, Ja = lcp

Réwnanie K-G jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu w czasie, a to oznacza, ze do znalezienia
. . 0¥

konkretnych rozwigzari musimy poda¢ zaréwno W(t = 0) jak i ’ lt=0;

Pochodna moze by¢ dowolna (takze < 0), co generuje trudnosci w standardowej interpretacji p i j jako

gestosci prawdopodobienstwa i prgdu prawdopodobieristwa;

pomnozenie p i j przez tadunek e pozwala interpretowa¢ p i j jako gestoscitadunku i pradu

elektrycznego: rozwigzania o ujemnym p mogg opisywac te same czastki ale o przeciwnym fadunku,
a p = 0 czastki nienatadowane;

rownanie K-G jest niezmiennicze wzgledem obrotéw w czteroprzestrzeni, niezmieniajgcych kwadratu
dtugosci czterowektora;
mozna przy tym pokazac (AD), ze przy operacji inwersji przestrzennej funkcje mogg zaréwno:



Y(—r,t) = Y(r,t), lub Y(—r,t) = —¥Y(r,t)

te ostatnig nazywamy funkcjg pseudoskalarng , s one charakterystyczne dla czgstek o spinie zero.

Przejscie do nierelatywistycznego rownania Schroedingera (z funkcjg falowa ¢ ) uzyskuje sie
poprzez transformacje unitarng

W(r,t) = @(r, t)e"imet/h

v (a(p imc?
ot

—imc? s . . . .
=\ - (p) e imet/h o przy zatozeniu, ze nierelatywistyczna energia catkowita mato rézni

mc?
ih

a . ..
~E' < mc?@ ,zatem a_(f mozna zastapic przez ¢, todruga

sie od spoczynkowej: tzn. |ih‘;—f

o’y i2mc?d¢p = m3c*
ochodna da — = — ( —
P h ot h2

352 (p) i przyréwnanie do réwnania K-G prowadzi do

hZ

. . , . . .. 0
nierelatywistycznego rownania Schroedingera lha_(f = - %VZ(p .

Réwnanie Diraca

W 1928 r. Dirac zaproponowat, zeby

(a) réownanie byto liniowe we wszystkich wspdétrzednych przestrzennych i czasie,

(b) gestos¢ byta dodatnio okreslona i

(c) réwnanie opisywato takze spin elektronu;

ten ostatni warunek wskazuje, ze funkcja powinna by¢ spinorem wielosktadnikowym

v
ihﬁ = Hp¥ = [cap + fmc?]¥

gdzie ap = Zizl axPr, a px—wspoirzedne operatora pedu;
ay i B muszg by¢ macierzami kwadratowymi hermitowskimi (gdyz p jest hermitowski);

podnoszgc H do kwadratu i poréwnujac z hamiltonianem K-G (zeby zweryfikowaé poprawnosé
relatywistycznego zwigzku pomiedzy E i p) dostajemy

H? = ¢?[¥; (e ap + aga)pipy + me Xy + Ba)dp; + B2 m?c?]| = c2[X;pip; + m?c?]

zatem
a;a + aa; = 265
aiff+pfa; =0
al=p%*=1

tzn. cztery antykomutujgce macierze o wartosciach wiasnych = +1,

antykomutacja prowadzi do Ba;8 = —a; , a zatem Tr(Ba;B8) = —Tr(a;) , ale pod $ladem
macierze mozna cyklicznie przestawiaé, wiec Tr(Ba;f) = Tr(a;?) = Tr(a;) i podobnie dla



B, zatem Tr(B) = Tr(a;) = 0, co przy wartosciach wiasnych +1 wskazuje na parzysty
wymiar...

wymiar d=2 nie wchodzi w gre (cho¢ sugerowataby to potrzeba opisania spinu) gdyz nie moze
by¢ czterech niekomutujgcych macierzy o wymiarze 2 (!)

zatem d=4, wybdr niejednoznaczny ze wzgledu na mozliwe transformacje unitarne,

jedna z mozliwosci jest:
_ 0 [v2 _ lz 0
“—(a 0)’ B_(o —lz>

oY
ih— = [cap + fmc?|¥

i ostatecznie

Jt
(23
gdzie W jest czterokomponentowym spinorem ¥ = zz
3
Yy

wspotrzedne przestrzenne i czas nie wchodzg symetrycznie do réwnania
jesli potozymyy° = g i y' = Ba;, i=0,1,2,3,4, to dostaniemy réwnanie w zwartej postaci

0
S _
ihy F Y =mc¥
gdzie (x*) = (ct, x,y,2)

(LA) definiujac kontrawariantne sktadowe czteropgdu p, = ih-2

Pyl dostajemy w petni

wspotzmienniczg postac rownania Diraca

Yo, ¥ = mc¥

Gestos¢ prawdopodobieristwa i rownanie ciggtosci

Réwnanie ciggtosci otrzymujemy w taki sam sposdb jak to sie robi w nierelatywistycznej albo

. . . . ., 0¥ . .
dla réwnania K-G: réwnanie Diraca lfl; — cap¥ = fmc?¥ mnozymy lewostronnie przez

Py
W1, pamietajac, ze W = 32 ,a W= 195,935, 92),
3
Yy
nastepnie rdGwnanie sprzezone po hermitowsku (1) mnozymy lewostronnie przez ¥ i oba réwnania
odejmujemy od siebie, pamietajac, ze p = —ihV, a po sprzezeniu dostaniemy iAV to w rezultacie
dostaniemy
0
% _y.i
dat
gdzie

p =Yty



j=¥ca¥

uwaga: rownanie ciggtosci wszedzie w fizyce wyraza takg sama zasade zachowania méwiacg, ze
zmiana w czasie pewnej ,,substancji” (tu gestosci prawdopodobieristwa p) w danej objetosci V réwna
sie wyptywowi (lub wptywowi) tej ,,substancji” (w postaci pradu j ) przez powierzchnie otaczajaca V
(tu gestosci pradu prawdopodobieristwa); j oznacza zwykle pv, gdzie v to predkos¢

(uwaga: w teorii nierelatywistycznej czy dla réwnania K-G, mamy |j|~ |ﬁ| ~Vv)

tu natomiast dostajemy ,relatywistyczng” predkos¢ jako v = ca (interpretacja ?);
rzeczywiscie, jesli wyjsé od réwnania ruchu dla operatora potozenia r

ar_ 1.
ac = i o Hp]

to dla dowolnej sktadowej 7 , np. x

. d . ar
mamy [x, Hp| = ca,(xpy — pxX) = ca,[x,py] = ca,ih, zatem d—f =coy i = Cd

problem lezy w tym, ze to nie sg odpowiedniki nierelatywistycznych wielkosci potozenia i
predkosci

Czastka swobodna; duze i mate sktadowe; rozwigzania o ujemnej energii; pozyton

Dla stacjonarnych rozwigzan réwnania
HpyW = e¥

dla czastki swobodnej,

., O —i&
zalezno$¢ od czasu jest okreslona przez lh; =Hy¥ tn ¥Y(rt)=¥(r)e =

Blokowa posta¢ macierzy a i B wskazuje, ze czterosktadnikowe funkcje ¥ mozemy zapisaé
w postaci
i
o= (L
( Znh)
gdzie ¢ i x s3spinorami wymiaru 2;

rozpisujac na te sktadowe rownanie zagadnienia wtasnego dla Hp dostajemy

(o p)rme (s )0 =)

uktad réwnan na spinory ¢ i
cop y + mclp = €@
cop @ — mc?y =gy



poniewaz méwimy o stanach wtasnych o okreslonej wartosci pedu (czgstka swobodna)
mozemy zapisac je jako (*)

copy+ (mc?> —&)p =0

(—mc?—€e)y+copp =0

gdzie p tojuz warto$é wtasna operatora pedu p, ktéry ma rozwigzanie gdy znika wyznacznik,
czyli
2 =m?c* + ¢?(po)?
co, korzystajac z tozsamosci
(cA)(oB) = AB + ic[A X B]

dla dowolnych operatoréw/wektoréw o trzech sktadowych komutujgcych z o
prowadzi do
&2 = pzcz + m2ct
czyli nic nowego....
tyle, ze nie mozemy odrzuci¢ ujemnego pierwiastka (!)

£ = £cm?c? + p? = 1E,.

Rozwigzania o ujemnej energii to potowa widma, a potowa funkcji nie tworzy uktadu
zupetnego (!) Ale stany o energii dodatniej nie beda w zasadzie nigdy osiggalne...

Interpretacja P. Diraca:
dla p=0 (czastki spoczywajgcej) mamy dwa rozwigzania & = +mc?
i wszystkie stany o E <-mc? powinny byé zapetnione

€

to z kolei rodzi problemy z nieskoriczong liczbg obsadzonych standw (rozwigzuje sie w QED
przez renormalizacje);

wzbudzenie ze stanu o E < -mc? powoduje powstanie ,dziury” w ,morzu” Diraca (prézni
Diraca) — o dodatnim tadunku, masie elektronu, i spinie %2 - Dirac w 1928 r. zaproponowat
interpretacjg takiego wzbudzenia jako pojawienia sie antyczgstki — pozytonu;



pozyton zostat odkryty w 1932 r. rzez Andersona;

zapetnienie ,dziury” musi odbywaé sie z emisjg kwantu gamma ¥ o energii hw > 2mc?
(obserwowane przy zderzeniach € + ), ale jednoczesnie anihilacja kwantu promieniowania

Y moze prowadzi¢ do spontanicznego powstawania par " + € (obserwowane), a to w

zasadzie oznacza, ze nie istnieje teoria , jednego” elektronu Diraca...
(zauwazmy tez podobienstwo do struktury energetycznej pétprzewodnikéw!)

Zitterbevegung — ruch drzacy

Z zasady nieoznaczonosci dla energii i czasu AEAt > h widac, ze dla bardzo matych At nieokreslonosé
energii moze by¢ nawet ~2mc? a to moze prowadzi¢ do kreacji ,wirtualnych” (nieobserwowalnych)
par e* + e ; elektron w czasie < At moze ,doswiadcza¢” w swoim ruchu ,krétkich obecnosci e*ie -
jego ruch nie musi by¢ prostoliniowy w klasycznym sensie, ale w obszarze Ax (AxAp = h) poddany
,drganiom”; mozemy miec tez problem z definicjg potozenia czastki, podobnie jak z predkoscia;
wrdécimy do tego pdéiniej.

Generalnie, zeby unikng¢ takich sytuacji powinnismy ,trzymad sie” rozwigzan o dodatniej
energii.

Zbadajmy teraz jawng postac spinorow ¢ i y
z drugiego z réwnan (*) mamy
cop

X 4

mc? + ¢

. H . . o
wprowadzajgc operator znaku A = E—D , ktéry komutuje oczywiscie z Hp
14

i ma wartosci wtasne A = +1 (rozrdzniajgce rozwigzania o dodatnich i ujemnych energiach)
mozemy zapisac

CO% L r 1
W)= NP |errr——
mc? + AE, (V2rh)

u
a spinor u jako ( 1) , (ui — liczby), ktéry musi by¢ unormowany uu’ = 1 i zawsze mozna

Uz
przedstawi¢ w bazie spinoréw u*1/2 = ((1)) i u/? = (2) , a zatem mamy dwie funkcje

(zapisane bez czynnika fali ptaskiej)

(*a)
ui
Y, =N|_ cop ut
mc? + AE,

[ stad juz blisko do spinu ];

przyjrzyjmy sie przyblizeniu nierelatywistycznemu,
dla dodatnich energii (A = 1) o matych wartosciach (ponad mc?)



e=E,=mc*+E i E' Kmc?
mamy
cop

= 2mc2 + E

p |xl Z x| «
= ~— ,
L X C|<P| x| < o]

P=5

dlatego ¢ nazywamy duzg sktadowa a )} matq sktadowa
i odwrotnie dlarozwigzanz A = —1;

To jest bardzo przydatne w poszukiwaniu przyblizonych réwnan dwusktadnikowych
opisujacych stany 0 A = 1 - dajace przyblizenia i granice nierelatywistyczne,

np. poprzez podstawienie y do pierwszego z rownan (*), gdy np. Hp zawiera jaki$ potencjat V
cop

musimy wtedy zostawié¢ y & ————
( y Y X mc2—-V+E

@ gdyz V zalezy na ogdt od r, a p moze modyfikowac V)

copy+ (mc?2—&)p+Vp =0

!

1 E'—-v\! ,
ﬁ(ap)<1+2mc2> (op)+V - E

=0

co musi prowadzi¢ do hamiltonianu kwadratowego w pedzie (czyli Schroedingera) z jakimis

dodatkami ... a dla statego V da po prostu hamiltonian nierelatywistyczny, gdy skorzystamy z

uprzedniej tozsamosci  (ap)(op) = p? + ic[p X p] = p?

zapamietajmy (**) — wrécimy do tego przy omawianiu przyblizenia Pauliego

Zobaczmy jak wyglada réwnanie ciggtosci w takim przyblizeniu (dla A = 1),
przy powyzszym przyblizeniu ( ale bez Vw Hp ), tzn. przyjmujac y = %(p mamy

(op)® p’
p=v=(pTo+xT )~ (1 tozgz |0 =1+ ) eTe

dla ,nierelatywistycznych” czastek liczy sie tylko ,1” czyli p ~ (er(p

natomiast gestos$¢ pradu prawdopodobienistwa:

h
j=c¥Ta¥ =c(pTy" (2_ g) ()q;) = Z—mi[qDTG(GV)(P — (aV)Ta9]

(skorzystatem z faktu, ze p = —iAV, a po sprzezeniu ihV );
dalej, mozna pokaza¢ (bez wyprowadzenia) korzystajac z (6A)(6B) = AB + io[A X B] i z wtasnosci
komutacyjnych

h

h
= Vo — oVot) + —— t
i = 50"V — 9V") + 5 rot(¢'e9)



(gdyzrot(F) =V X F)
pierwszy czton to odpowiednik nierelatywistyczny, ale drugi (ten, ktéry zaniedbujemy w granicy
nierelatywistycznej) zalezy od ... spinu (!)

Parzystosc i operatory rzutowe

Woczesniej zidentyfikowalismy problem z definicjg / interpretacjg pewnych wielkosci
(potozenie i predkosc);

kazde rozwigzanie W réwnania Diraca ( zagadnienia wtasnego dla Hp ) ma dwie sktadowe, w
stanach o ujemnej energii duza i mata sktadowa zamieniajg sie rolami;

w przyblizeniu nierelatywistycznym powinnismy ,wycinac¢” z rozwigzan czesci odpowiadajgce
ujemnym energiom;

definiujemy dwa operatory

1 1 Hp
H+=E(1+A), H_=E(1—A), A=E_p
hermitowskie, idempotentne,
sg to operatory rzutowe na podprzestrzenie rozwigzan réznigcych sie znakiem E),

wszystkie operatory dziatajgce w przestrzeni Hilberta Hp mozemy podzieli¢ na dwie klasy
a) takie, ktére [0]W, = @, dziatajac na funkcje nie wyprowadzajg jej z podprzestrzeni
standw o danym znaku energii,
operatory parzyste
b) itakie, ktére {O}¥, = &5, mieszajg podprzestrzenie E>mc? i E<-mc? -
nieparzyste
oczywiscie zachodzi (W4 [{0}|Wy);

chcieliby$my umie¢ wydziela¢ z dowolnego operatora a = [a] + {a} czes$¢ parzystg ([a]),
gdyz proces kreacji par wigze sie z mieszaniem standw o energii £, a my chcemy mie¢

przyblizenie jednoczgstkowe;

poniewaz a¥, = [a]V, + {a}¥,, zatem AaA¥, = [a]V¥; — {a}V, (gdyz AV, = +¥,)
a to oznacza, ze (poprzez dodanie stronami powyzszych réwnosci na a¥, i AaA¥,)

1 1

sg operatorami wybierajgcymi czes¢ parzystg i czesé nieparzystg z danego operatora a;



wracajac do problematycznego okreslenia operatora predkosci Z—’Z = ca (ktory nie jest
operatorem parzystym), to jesli wytniemy z niego tylko czes¢ parzystg, tzn. policzymy c[a] ,
(trzeba zastosowac %(a + AaA) ) to otrzymamy (bez wyprowadzenia)

c?pA
T E

p
zatem, biorac wartoéci operatoréw i liczac dla matych dodatnich E’ < mc? (pamietamy, ze

cla]

Ep zdefiniowalismy jako E, = mc2 +E ) dostaniemy ~

2
c
mc m

czyli predkos$¢ zdefiniowang nierelatywistycznie.

Spin

g 2_) = I, ® o, komutuje z hamiltonianem i jest

stafg ruchu, ale dla swobodnej czgstki ped p jest statg ruchuijesli wybierzemy ped w kierunku

h
Rozpatrzmy wielko$é EZp , gdzie X = (

osi z to stafg ruchu bedzie tez

1 0 00
Ao _lo -1 0 0
2000 1 0
00 0 —1

h
majacy dwie wartosci wtasne s=% -+ Nazywamy go operatorem rzutu spinu na kierunek pedu

nasze rozwigzania dla czastki swobodnej maja juz trzy indeksy W, ;¢ (r)

h
ze wzgledu na blokowa postaé¢ macierzy £ mozemy réwnie dobrze méwié o operatorze > op;

niestety, funkcje Wy nie sg funkcjami wtasnymi operatora X ,co tatwo sprawdzic,

opu*
op¥; =N cp? -
mc? + AE,

czyli ¥ nie moze by¢ relatywistycznym operatorem spinu.

tatwo sprawdzi¢, ze
[on,H] = [of,ap] = 2ia-n X p

co oznacza, ze komutator zniknie dla gdy n X p = 0, a to oznacz, ze moze istnie¢ kombinacja
liniowa W, , ktéra bedzie funkcjg wtasng X ;



ale nam chodzi o funkcje wtasne Hp ,
wprowadzajgc dwa wektory €; i €, prostopadte do p
budujemy operator

O=o0-pp+po-€é,é +po-é€,é€,

majacy jedng sktadowag kartezjaniskg wzdtuz pedu, komutujacy z Hp, , ale jego sktadowe nie
komutujag miedzy soba (gdyz, np. €; X &, = p i skorzystamy jak zwykle z tozsamosci
(cA)(6B) = AB + ic[A X B] ;

mozna pokaza¢, ze
o,¥Y, = t¥

0 nazywamy relatywistycznym operatorem spinu, lub ,operatorem polaryzacji” ;
mozna tez sprawdzi¢, ze wartos¢ oczekiwana O w stanach W, jest

(PL|0|¥,) = &,

jest tak poniewaz, o dziata tylko na ut'/2, ktére sy wektorami wtasnymi o, , wiec z kazdego

sktadnika O wycina tylko z-owg sktadowa (rzyt tego sktadnika na kierunek z);

Fakt, ze wartos¢ srednia O lezy na osi z wynikia z tego, ze w W, mamy w duzych i matych

sktadowych @ i y spinory u*tl/? = ((1)) i uY? = (2) , ktére sg spinorami wtasnymi o, .

Czastka w polu elektromagnetycznym (granica nierelatywistyczna)

Wiemy juz (FK2 i powyzej), ze wptyw zewnetrznych pél elektromagnetycznych opisujemy w
mechanice kwantowej via potencjat wektorowy, ktdry w Hp modyfikuje operator pedu

pom=p—cA
jesli mamy dodatkowo state pole ¢ to do energii wnosi ono energie potencjalng rowng —eg
Hp(mMW¥ = (¢ —ep)¥

zatem w przedstawieniu na duze i mate sktadowe W = ()(/;) rownanie przyjmuje postac
(***)

co(p—eA)x = (¢—ep—mc?)gp

(c—ep+mcH)y =co(p—eA) g



postepujagc tak jak poprzednio, tzn. eliminujgc sktadowg y i zakfadajgc energie
nierelatywistyczne, czyli

(e —e¢p + mc?) = (mc? + E — edp + mc?) ~ 2mc?

i tym samym
o(p —eA)
X= 2mc v

co daje réwnanie

. 1
E — =— —eA)]?
(B —ep)p =-—[o(p—eA)p
a korzystajgc ze znanej juz tozsamosci (6A)(6B) = AB + i6[A X B] dostaniemy

[6(p — eA)]* = (p — eA)? + io[(p — eA) X (p — eA)]

ostatni wyraz nie znika — to sg operatory a nie tylko wektory — zostajg wyrazy mieszane,
pamietajgc o tym, ze p = —iAV dostaniemy

1 he
R — 2 —_—— X X ] = '
o (p—eA) o o(VXA+AXV)+ep|lp=E¢p

przy odpowiednim cechowaniu A dla statego pola B mozemy przyja¢

(VXA+AXV)=rotA
ale
rotA = B
zatem

. A2 -2 op 4 =F
S, (P~ €eA)" —o—0B+eplo=FEg

i to réwnanie nazywa sie przyblizeniem Pauliego;

drugi wyraz wyglada jak oddziatywanie jakiegos momentu magnetycznego z polem B

he B B
ZmG =N
gdzie
B he 5= e <
us Zm -
dla



Réwnanie Diraca w granicy nierelatywistycznej wprowadzito automatycznie spin i zwigzany z
nim moment magnetyczny (!)

Wybierajagc A = B X % wyraz (p — eA)? (przy zaniedbaniu matego A? ) prowadzi do

2 _ 2 1 _ 2 _ 2
p° — 2eAp =p 2e2(B><r)p—p e(r x p)B = p* —eLB

[ 2eAp pojawia sie ze wzgledu na cechowanie [p,A]=0, co daje pA=Ap , a w rozwinieciu (p-eA)?
pojawi sie Ap i pA]

. . . . 1 e e .
ale to jest powyzej mnozone przez o (nb. w; = %L , A KUy = ES ), zatem dostajemy:

1

e
—p?——(L+2s)'B ] =F'
7 P 2m( +2s)-B+ep|o ®

czyli to co wprowadzalismy fenomenologicznie w teorii nierelatywistycznej.

Oddziatywanie spin-orbita i dalsze poprawki

Wréémy do rownan (***) na sktadowe ¢, x,ale e¢ zapiszmy jako pewien potencjat V,
np. pole centralne itp., oczywiscie dla E’ << mc?

cop—eA)yx= (E-V)gp
(E—=V+2mc?)y=co(p—eA) ¢

podobnie jak poprzednio wyznaczamy y z drugiego rownania i wstawiamy do pierwszego

!

-1
1
E'p =5—(op) <1 to2 > (oep)p + Vo

przygotowanie:

[p, VNI (r) = p(V(DI(r)) — Vpf(r) = (—IAVVf(r) — iAVI(r)V — Vpf(r) =
—inVVL(r) + Vpf(r) — Vpf(r)

zatem [p,V] = —ihVV, zatem pV =Vp — iAVV

a nawias przyblizamy jako [ 1/(1+x)~ 1-x ], czyli jako (1 - ;;CVZ), oraz (op)(op) = p?

w rezultacie
(4%)
B = [(1 - u)"—z ¥ V] - (6VV)(op)p
2mc? | 2m 4m2c?

ale (6A)(6B) = AB+ic[A X B], czyli (6VV)(op) = (VV)p + ic[VV x p]



zatem drugi wyraz po prawej stronie (4*)

2

h
e VIV O gz g oV )

bioragc sferycznie symetryczny V(r) zalezny tylko od odlegtosci (r) [jak to ma miejsce w

. _ava _rov o _
atomach], dla ktérego VV-V=--—, a VV = 5, Pamigtajac, ze rXp = L, oraz
1
podstawiajgc > ho=s ,
dostanjemy
(5%)
2
. (p* E'—=V\ p? h® 0Vaoge 1 19V
Fo= <2m * V> ¢ (chz 2om?® " amZcZor or * 2mEcir or (s-Lyg

ten ostatni wyraz to oddziatywanie spin-orbita,
a pierwszy wyraz to nierelatywistyczny hamiltonian,

a catos¢ po prawej stronie to hamiltonian Pauliego Hp .
[ Uwaga: to jest réwnanie tylko na duzg sktadowsg ]

Dalsze poprawki

Zauwazmy przede wszystkim, ze przechodzac do granicy nierelatywistyczne;j:

a) otrzymaliSmy poprawki takie jak oddziatywanie S-O, czy pojawienie sie spinu i
oddziatywanie jego momentu magnetycznego z zewnetrznym polem B,

b) efekty te tkwig fundamentalnie w réwnaniu Diraca, ale ich ,klasyczne” postaci
uwidaczniajg sie w granicy nierelatywistycznej,

c) catkowicie nierelatywistyczne rownanie dostaniemy przechodzac w przyblizeniu
Pauliego z ¢ = 0.

Dwa srodkowe wyrazy w (5*) tez co$ znaczg, ale najpierw:
funkcja ¢ nie jest unormowana, przypomnijmy normalizacje, ktdrg omawialismy przy
rownaniu ciggtosci

2
Y
p= ¥ =(oTo ) (1 * W) o'

1/2

2
to powinnismy bra¢ nie ¢, ale @ = (1 + 4152.:2) @ = g¢ , zeby uzyska¢ unormowanie do 1.

Ale jesli transformujemy funkcje z ¢ do @ = g@ , to powinnismy tez transformowac réwnanie

E'gp = gHpg 'go



1/2

2
rozwijajac (1 + 81:%2) w szereg wzgledem matych wyrazéw ~ v?/c?, przyblizymy ten operator

p2
4m?2c2

4
jako 1 + +0 (:—4) , wowczas

2 2 4
Hp=gHpg ' =(1+—2— |Hp(1--—2—)=H L et Hp+o(2
p=gHeg =\ gz ) He\1 " gracz) = e * g P Hel 0\

oddziatywanie S-O pozostaje bez zmian w Hp , ale inne wyrazy zawierajgce V(r) beda
whnosity swoje wktady ;
ostatecznie — bez wyprowadzenia — dostaniemy:

. p? (E-v)" n? 1 10V
Hp=——+V-— — =
2m 2mc? 8m?2c? 2m2c?r or

(s-L)

wszystkie poprawki sg rzedu ~v?/c,
drugi wyraz, proporcjonalny w zasadzie do kwadratu energii kinetycznej, to tak zwana

poprawka na wariacje masy , wynikajgca ze zmiennosci masy czastki z predkoscia,

trzeci wyraz to tzw. poprawka Darwina — zwigzana jest z procesami kreacji i anihilacji,
dla V =—-Ze/r, AV = —4nd(r) - ,oddziatywanie kontaktowe”; nie znika tylko w stanach
atomowych s.

Atom wodoru

W potencjale kulombowskim, operatorami komutujacymiz Hpsa J°> i J; , gdzie J=L+S,

rozwigzanie rownania Diraca daje
-1/2

2
211 + e \ — mc?
=G+ Jo+D) -2
2

gdzie a = % nazywa sie statg struktury subtelnej (niemianowana ~ 1/137);

E,j =mc

rozwiniecie E,; wzgl. poteg (Za)? prowadzi do:

,1(Za z Za\? n 3
By =-met5 () 11+ () |13 )+
J+5
pierwszy wyraz to
mZz2e*
2h2n2 °

doktadnie nierelatywistyczna energia elektronu w wodorze: —

Zerowa masa spoczynkowa




Na poczatku lat 30. Zesztego wieku, najpierw Pauli a potem Fermi zapostulowali istnienie

neutrino, bezmasowej i beztadunkowej czastki o spinie 2 wystepujacej w teorii rozpadu B.
W 1956 r. po raz pierwszy wykryto neutrino (Reines i Cowan). Dzi$ wiemy, ze neutrino ma
mase, bardzo mata, ale nie znamy jej wartosci. Poczgtkowo sgdzono, ze réwnania Diraca dla
czastek o masie m=0 mogg opisywacé neutrino.

Réwnania Diraca (na sktadowe ¢, y ) dla swobodnej czastki bezmasowej (m=0) o matej
energii, majg postaé

copy = E¢
copp =Ey
definiujac n = cp/E  wida¢, ze
o\ (X
(on) ()() = (qo)

czyli

(on) = ((I) (l)) = 0Zn.= —Ys

warto zauwazyg¢, ze z drugiej strony

zachodzi zwigzek
Vs = V1Y2V3Va

gdzie, przypomnijmy, ¥; to macierze Diraca z wspodtzmienniczej postaci réwnania, tak
zawigzane z macierzami a i f:
y=—ifa,  via=p ;
zamiast sktadowych ¢, y
wprowadzmy ich kombinacje liniowe

®=2(p+10) = 1721+ om)p

1
F=2(@—-x=1/21-on)y
dodajac i odejmujac te rownania
dostajemy
on® = P, onfF = —F

Funkcje @ i F sg spinorami dwusktadnikowymi — funkcjami wtasnymi operatora on - rzutu
spinu na kierunek pedu (do wartosci +1/2 i -1/2 [gdyz s = %hc] ),

Te wtasnosé nazywamy skretnoscig (helicity)

Na koniec zauwazmy, Ze nasze réwnanie
—ihcoVWY = Eys¥,
jest — poza skretnoscig —
podobne do rdéwnania jakie w metodzie ciasnego wigzania dla grfenu, w przyblizeniu pi-
elektronowym, w ktorym funkcje wariacyjng buduje sie tylko z jednego orbitala 2p, na kazdym



atomie wegla i ktére dla granicznych punktéw strefy Brillouina (tzw. punkty K Diraca) wyglada
tak:

— thvpo - V¥ (r) = EV¥(r),
gdzie vp predkosé elektronédw na poziomie Fermiego [w szczycie stozka Diraca, stozki — gdyz

energia E(k) jest w punktach K liniowo proporcjonalna do pedu (wektora falowego k) ]

o takich elektronach w grafenie (uktad 2D) moéwimy, ze sg quasi-fermionami Diraca, a
opisujgce je réwnania pseudo-relatywistycznymi réwnaniami Diraca;

w pewnych egzotycznych uktadach grafenowych i w dwuwymiarowych izolatorach
topologicznych moga pojawiac sie rozwigzania réwnan, ktére mogg posiadac cechy skretnosci.



