Wstep do kwantowej teorii rozpraszania

l. Rozpraszanie przez statyczny potencjat
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Zatozymy krotko-zasiegowy i sferycznie-symetryczny potencjat rozpraszajacy V(r) = V(r) —
uktad wspotrzednych w srodku potencjatu ; rownanie Schroedingera [stacjonarne
zagadnienie wtasne dla hamiltonianu czastki w potencjale V(r) ], w jednostkach

(LA, Mechanika kwantowa)

atomowych

(1)
1
[_EVZ + V(r)] P(r) = EP(r)

rownanie moze mieé rozwigzania odpowiadajgce stanom zwigzanym czastki (elektronu) w
potencjale V(r);

zatozymy V(r) —» 0, dla r - o;

nas interesuje przypadek £ >0, czyli w obszarze widma ciggtego energii — wszystkie E
dozwolone; nie szukamy E, lecz:

badamy prawdopodobienistwo rozproszenia czgstki padajacej z kierunku z, w kat brytowy
dQ, okredlony przez 6, ¢ ; czyli przechodzacych przez powierzchnie dS = r2dQ ;

to prawdopodobienstwo nazywamy rézniczkowym przekrojem czynnym o (6)

do  gestos¢pradu falirozproszonej(w dQ)

dQ  gesto$é pradu fali padajacej (w jedn.pow.)
Dla sferycznie symetrycznego V(r) ielektronéw padajgcych opisanych falg ptaska ~e'kr ,
gdzie k% = 2E , mozemy dla duzych r przyblizy¢ (r) jako
(2a)

e ikr

P(r)~e™ + £(9)

r
a dla kierunku padania czastek z

(2)



elkT

P(r)~e™ + £(6)

r — 00

r

a f(8) nazywamy amplitudg rozpraszania (zalezy od E);
[uwaga: formalnie f(8) moze zalezeé tez od ¢ , ale dla sferycznie-symetrycznego potencjatu
V(r) iwigzce czastek padajgcych w kierunku z, hamiltonian jest niezmienniczy wzgl.

obrotéw wokét osiz |;

gestos¢ pradu prawdopodobieristwa przechodzgca przez dS to

1
j-dS= > WYV —YPVy*) - dS

gestos¢ pradu fali padajacejto k ,
a obliczajac gestosé fali rozproszone;j,

. S . . a .
dlar - o mozna w gradiencie zostawic tylko sktadowg radialng V,= el

przy pominieciu wyrazéw ~ 1/r3, jako matych w poréwnaniu z wyrazami ~ 1/r*> dostaniemy

_KFOR o

j-dS 2
i ostatecznie
(2c)
do _ 5
= = /®)

a catkowity przekréj czynny otrzymujemy (po wycatkowaniu po ¢ i 9):

s
o= 27rj [f(8)|?sin6d@
0

Analiza fal parcjalnych
Ze wzgledu na osiowg (z) symetrie funkcje ¥ mozna roztozyé na zupetny uktad wielomianéw
Legandre’a P;(cos@)

(3)

1 o
P == > A )P (cos)
=0

gdzie A; to wspétczynniki rozwiniecia,
lub zapisac jako
(3b)



Y(r) = k—iZ(Zl + 1)i'R;(r)P;(cosh)
1=0

wstawiajac (3) do (1), mnozac przez P (cosf), catkujgc po 6 i pamietajac, ze wielomainy P,
sg funkcjami wtasnymi operatora L?,

L?P,(cosf) = I(l + 1)P;(cosh)
a operator Laplace’a we wspétrzednych sferycznych ma postaé

1 (a ,0 1 9 . .0 1 6‘2)
A — — 7 — + —— —sinfd— + Ty
r2 \Or Or sind o0 90 sin? 0 Op?

gdzie czesé zalezna tylko od katéw to L?
dostaniemy réwnania na u;(r)

(4)

d> I(l+1)
dr? r2

-U(r) + kzl u(r)=0

gdzie U(r) = 2V (7).

Funkcje u;(r) i R;(r) spetniaja to samo réwnanie (3) gdyz réznia sie tylko statym
czynnikiem.

Podobnie jak dla stanéw zwigzanych atoméw (np. wodoru) gdzie U(r)~% ,
mozemy w r — 0 rozwing¢ u;(r)~r™, izadajac regularnosciw r = 0, dostajemy (z
rownania 4) dwa mozliwe zachowania:

u(M)~r*t, b o (r)~r7t

ale dla wszystkich dodatnich wartosci [ skoriczong gestos¢ w r = 0 daje tylko u;(r)~r!t?
(rozwigzanie majgce sens fizyczny).

Dla r - oo, gdzie V(r) — 0,
mamy

a2 1(l+1)

ldrz - + k2 |y (r) =0

ktérego rozwigzaniami sg powigzane ze sferycznymi funkcjami Bessela j, i von Neumanna 1,
(4a)

1 1
krj,(kr) ~ sin (kr -3 ln) , krn;(kr) ~ cos (kr ) ln)

r— oo



i kazde rozwigzanie moze by¢ przedstawione jako kombinacja
(5a)
w(r) = krla- ji(kr) + b - n,(kr)]

przy |a|? + |b|? = 1, mozna przedstawi¢ a i b jako cosS i sind; ikorzystajgcze
wzoru na sin(a + f), dostaniemy asymptotycznie
(5b)

1
u;(r) ~ sin (kr — Eln + 6l>
a &; nazywamy przesunieciem fazowym I-tej fali parcjalne;j.

Poniewaz fale ptaska etkz bedaca funkcjg opisujgca elektrony padajace tez mozna
przedstawi¢ w postaci rozwiniecia

(6a)
eikz = Z(Zl + 1), (kr)P,(cos0)
1=0
albo jako
. 1%
etk? = EZ(ZI + 1)ito;(r)P,(cosh)
1=0

przy czym asymptotyczna postaé g;(r) jest
(6b)

1 i o1 1
sin (kr 3 lT[) =3 {e_l(kr_fl”) _ el(kr—fln)}
[gdyz e'* = cosa + isina ].

Jesli chodzi o funkcje R;(r) [czy u;(r) ]to asymptotycznie, dla duzych r, bedg one

tkZ jak i od rozproszonej e*7;

zawieraty zaréwno wktady od fali padajacej e
jednak asymptotycznie amplituda kulistych fal rozproszonych bedzie inna niz padajgcych ze
wzgledu na oddziatywanie z potencjatem V(r), zatem mozemy dla duzych r przedstawic
R;(r) jako

(7)

i . 1 . 1 1 i .
R,(r) = E{e‘“’“‘f“ﬂ - s,e“’“‘fl")} — sin (kr - ln) 45 (=D'(1 = 8pettr

[ tu trzeba skorzystac z faktu, ze (6b) mozna zapisaé
. . 1 . . 1 : .
W postaci %e_l(kr_im) = sin (kr - %ln) + %el(kr_Em) a drugi wyraz to %elkr(—i)l

(54
orazztego,ze e 'z = (—i)'];



S; nazywa sie macierzg rozpraszania (tu: diagonalnym elementem macierzy rozpraszania);
W rzeczywistosci jest to stosunkiem amplitudy fali wychodzacej do amplitudy fali
przychodzacej;

w postaci prawdziwie macierzowej pojawia sie w rozpraszaniu nieelastycznym -
wielokanatowym (na atomach), w ktérym czastka padajgca moze wzbudza¢ atom do réznych
standéw (o tym pdzniej).

Wstawiajac (6a) [z asymptotyczng postacig (6b)] do (2) i poréwnujgc wyrazy szeregu (3) [z
asymptotyczng postacig R;(r) (7) ]

(7a)
eikr )
fO)—=w et
ikr 1
FO) =) @L+ D@ PIR - krj]
l

co asymptotycznie
z (7) daje (podstawiajac (4a) )

FO)eikr = %Z(zz + 1)) P, [sin (kr - %m) + % (=)!(1 — Spei*r — sin (kr —%zn)]
czyli
(8)
1
£6) = ﬂZ(m +1)(S, — 1)P,(cosf)
gdyz (DI(=i)! = 1! = 1, =

A z drugiej strony, asymptotyczna postaé u;(r)
_ 1
u;(r) ~ sin (kr — Eln + 6l>

WA . i N m
sin(kr — Ir/2 + 8,) = %(e—z(kr—7”+5,)_ez(kr—7”+5l)) _ %e_lal(e—l(kr—%[) _ el(kT—Tn)eZLBI)

oznacza [przez pordwnanie z (7)], ze
(8a)

Sy =e?, czyli §;—1=2ie¥siné;
[ skorzystatem z wzoréw na sin(2a)=2sin(a)cos(a) i cos(2a)=cos?(a)-sin*(a) ]

zatem
(8b)



1+ .
£(6) = ﬁZ(zz +1)( 2% — 1)P,(cosh).
=0

An
20+1
to catkowity przekrdj czynny o = 2@ fonlf(e)lzsinede

Poniewaz [|P;(cosf)|?dQ =

wyniesie

(9)

&

4 c . 5
a=ﬁ2(21+1)51n &, =201
1=0

=0

Uwaga: wielkos¢ 1— S; =T nazywa sie macierzg przejscia (transition);

w asymptotycznej postaci

1 1 1
u;(r) ~ sin (kr — Eln + 61) ~ sin (kr — Eln) + tan §; cos (kr — Elﬂ>

1 1
= sin (kr - —ln) + R cos (kr - —ln)
2 2
tan 6; nazywamy macierzg R (reactance) — tutaj jest skalarem,

1+iR
1—iR ’

proste przeksztatcenia prowadzg do zwigzku § =

Obliczenia w praktyce

Zeby obliczy¢ rézniczkowy i catkowity przekrdj czynny nalezy znalezé wszystkie 6 ;
numerycznie catkuje sie rownanie (4) w obszarze r < r,, dla kazdego | oddzielnie (lub
wyznacza sie analityczng funkcje przyblizong w tym obszarze) i zszywa siedla r > 1y ,
(gdzie 1y = d to odlegtos¢, dla ktorej U(r) w (4) jest do zaniedbania) z asymptotyczng
postacig (5a), 6; wyznacza sie z warunkow zszycia.

Uwaga: W praktyce zwykle tylko skoriczona ilos¢ §; wnosi istotny wktad do sumy po I, co
1(1+1)

widac z rownania (4), gdyz dla duzych | wyraz — ,Zzdominuje” potencjat U(r) -

odpowiedzialny za rozproszenie i §; .

Ciggtos¢ funkcji i pochodnej mozna zapewnic poprzez zagdanie ciggtosci pochodnej
logarytmicznej (lnR(r))' = %;

jesli y; to pochodna logarytmiczna w punkcie r=d rozwigzania za obszarur < d, to z (5a)
dostajemy



k[j; (kd) cos 6, + n;(kd) sin§;]
[j;(kd) cos &, + n,(kd) sin&;] i

wzOr ten czesto upraszcza sie dla szczegdlnych przypadkow ,silnego” U(r), matych energii,

lub duzych wartosci | ; np. w odlegtosci r>>d od centrum rozpraszajgcego energia w
1(1+1) kz i

réwnaniu (4) jest praktycznie okreslona przez potencjat odsrodkowy -

wyznaczone stad 1y, = %m nazywa sie , odlegtoscig najwiekszego zblizenia”
(klasycznie parametrem zderzenia);

innymi stowy: fale parcjalne o \/m > kd, (czyli w przyblizeniu o [ > kd ), nie ulegaja
,rozproszeniu” — nie wnoszg istotnego 6 ;

dla [ =0, kd < 1 méwimy o rozpraszaniu czgstek powolnych.

Analizujac f(8) dla 8 = 0, czyli ,ku przodowi” (w kierunku padajacej fali)
dostajemy [z (8) i (8a) ]

1 [ee]
Imf(0) = Ez(m + 1) sin2
=0

a zatem z(9)
o= 4%Imf(O)

co nosi nazwe twierdzenia optycznego.

Rozpraszanie czgstek powolnych (w skrécie) (AD)

Wréémy do réwnania (4)
(4p1)

dr? r2

[dz W+1 -U(r) + kzl R(r)=0

jesli U(r) = 0 to moéwimy o ruchu swobodnym i odpowiednie réwnanie
(4p2)

a2 1(l+1)
2 _
ldrz_ = +k*lg(r)=0
przy warunkach regularnosci w zerze R;(0) i g;(0) = 0;
mnozac (4pl) przez g;(r) i(4p2) przez R;(r), odejmujac je stronami catkujac od O do p
dostaniemy

dR, dg, P
[gz o R, arl = fo U()R,(r)g,(r)ar



ale g;(r) = krj;(kr)idladuzych p przyjmuje asymptotyczng postaé sin (kr — %ln)
(kr>>l) a asymptotyczna posta¢ R; jest R;(r) = sin (kr —%ln + 61) , to asymptotycznie
dostaniemy

p
ksiné; = —f U(r) R, (r)g,(r)dr

0

[ wzory na sin(a+b)=sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b) i cos(a+b)=cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b) ]

W przyblizeniu mozemy R; zastgpi¢ pod catkg g; i wtedy

p
ksiné;, = —sz U(r)r?ji(kr)dr
0

jesli d jest zasiegiem potencjatu U i kd<<1 —dla powolnych czastek
jesli postuzyc sie asymptotycznym przedstawieniem funkcji Bessla

. (kr)!

WD)~ e i D
To dalej mozna pokaza¢, ze przesuniecia fazowe sg nieparzystymi funkcjami k i szybko
malejg ze wzrostem [ i dla kd<<1 , ato oznacza, ze w zderzeniach czastek powolnych
udziat biorg tylko fale parcjalne [ = 0 (fale s); dla takich czgstek rozwigzujemy réwnanie
(4p3)

d2
Iﬁ— U(r) + kzl Ry(r) =0

Rozpraszanie na prostokatnym potencjale 1D — przypomnienie

Vo

d

Vo
Vy>0 V<0

a. Przypadek Vo >0 -tunelowanie przez bariere

2
Rozwigzania réwnania —%%u(x) = Eu(x) w odpowiednich obszarach [ x<0, 0<x<d, x>d ]

majg postaé

l. Ae'kx 4 Be~ikx
Il. Fel®* 4 Ge~ixx
1. Ce'kx

gdzie k =V2E, k=,/2(E—-Vy);



[ uwaga: dla E < Vo K staje sie urojone i funkcje w obszarze Il. sg wyktadnicze ];
zadanie ciagtosci funkcji i pochodnych dla x=0 oraz x=d daje cztery réwnania (na 5
niewiadomych A,B,C,F,G; po wyeliminowaniu F i G

2
wspotczynnik przejscia (tunelowania) T definiuje sie jako T = |%| i wynosi
(10)

- AE(E — V)|
B V¢ sin? kd

dla E>Vp transmisja z prawdopodobienstwem T=1 zachodzi gdy kd = m,2m, wtedy, gdy
wewnatrz szerokosci bariery znajdzie sie catkowita liczba potéwek dtugosci fali e*
MOwimy 0 rezonansowym rozpraszaniu;

dlainnych E T<1. [wykres]

—— V=50 meV
------- V=100 meV
————— V=200 meV

T 400 600 800 1000
Energy E (meV)

b. Przypadek Vo< 0 -rozpraszanie na studni
Rezonansowe rozpraszania z T=1 zachodzg takze w tym przypadku; we wzorze (10) Vo
zastepujemy przez -Vp.

Wartosci E, dla ktérych T=1 nazywamy wirtualnymi poziomami energii (dla obu znakéw Vp).

c. Przypadek podwdjnej bariery ze studnig

Rozpraszanie z T=1 zachodzidla E bliskich stanom zwigzanym w studni, gdyby bariery byty
nieskonczenie szerokie, méwimy wéwczas o tunelowaniu rezonansowym.



Przyktadowy wykres T dla podwdjnej bariery (bez studni) dla réznych odlegtosci L, miedzy barierami

0 20 40 60 80 100
Energy E (meV)

przy czym maksima odpowiadajgce rezonansowemu tunelowaniu majg w otoczeniu energii

rezonansowej E; Lorentzowski ksztatt

TE)y=——"r—F=
1= ()

Rozpraszanie na statym, kulistym potencijale (AD)

V=0 V>0
@ |
V,<0
_(Vy, dlar<d
Vi) = {0, dar>d

Rozwazymy tylko powolne czgstki, tzn. kd << 1, czyli istotny wktad tylko od fal parcjalnych
l = 0; zatem asymptotycznie
Ry(r) ~ sin(kr + &,)

Wewnatrz studni ( V, ujemne ) lub bariery (V, dodatnie ) rGwnanie na funkcje radialng ma
postaé
(11)

d2
(W + K2> ROl(T) = 0
gdzie K? =k? +K{ gdzie KZ = 2V, [ plus wystepuje dla studni a minus dla bariery ]
(réwnanie (4)), dla r<d i K? > 0 [tzn. ponad barierg lub ponad studnia], rozwigzanie ma
postac



Ry, (r) = Cy sin(Kr)

gdyz dla r=0 musi zachodzi¢ Ry;(0) =0;
adlaVy, >0 i k? < 2V, (wewnatrz bariery):

Ry, (r) = €, sinh(Qr)

gdzie Q = /2V, — k?;

a) Vp <O

Przyréwnanie pochodnych logarytmicznych Ry(r) i Ry, (r) dlar=d
Daje (11a)
k ctg(kd + 6,) = Kctg(Kd)

Dla gtebokich studni potencjatu i matych energii ruchu wzglednego [ |V, |>>k? ], po
przeksztatceniu i uproszczeniu (11a) mozna pokaza¢, ze

(11b)

~ tan(KOd))Z

0y ~ 4md? (1 Kod

a to oznacza, ze dla bardzo matych energii i pewnych gtebokosci studni potencjatu, tzn. gdy
spetniony jest warunek
(11c)

tan( Kyd) = Kyd

nie ma wcale rozpraszania falis (o, = 0) ; to jest tzw. zjawisko Ramsauera-Townsenda
obserwowane przy niskoenergetycznym rozpraszaniu elektrondw na gazach szlachetnych
(dla ktorych potencjat atomowy szybko zanika przez ekranowanie kulombowskie i moze by¢
przyblizony potencjatem kuli).

b) Vo >0
Poniewaz
Ry(r) ~ sin(kr + &,) = sin(kr) + tan §, cos(kr)
to przyblizenie dla przypadku V, ~o0, tzn. ,nieprzenikalnej kuli”, Ry(d) = 0, mamy

sin(kd)

tand, = — ———
an %o cos(kd)’

to 8, = —kd



i catkowity przekrdj czynny dla k bliskich zero, za réwnaniem (9), wynosi ¢ = 4md?

jest 4 razy wiekszy niz klasyczne przyblizenie....

Uwaga:

Model rozpraszania na kuli — postugujgcy sie jednym parametrem ,,d” zasiegu potencjatu -
jest przydatny w przyblizonym opisie niskoenergetycznego rozpraszania na atomach;
potencjat atomu szybko zanika ze wzgledu na ekranowanie potencjatu jadra przez elektrony i
dla pewnych odlegtosci mozemy przyjgé vV =0.

Szczegdlnie interesujacy jest przypadek bardzo matych energii rozpraszanej czastki, k = 0,
w tym przypadku wyzsze fale parcjalne odgrywajg zdecydowanie mniejszg role niz fala ,,s”
(I=0) i asymptotyczne rozwigzanie rownania radialnego w obszarze gdzie V=0 jestw

2
przyblizeniu liniowg funkcjg k, gdyz réwnanie radialne %uo(r) = 0 ma ogdlng postaé

rozwigzania uy(r) = Ar + B;

ale jednoczesnie w tym obszarze u,(r) = sin(kr) + tané, cos(kr),codla k - 0

przyjmuje posta¢ uy(r) = k(r — a) , przy zdefiniowaniu ,,dtugosci rozpraszania” ,,a” jako
tandyp |

a=—lim
k=0 k '

innymi stowy: a jest miejscem gdzie asymptotyczna postac funkcji, ktéra zaczyna sie od
miejsca efektywnego zasiegu (R ~ d ) przecina os$ r;

4

»dtugos¢ rozpraszania” — pozwala nam interpretowac niskoenergetyczne rozpraszanie fal ,,s”
i zwigzac te wielkos¢ z ,,efektywnym zasiegiem” potencjatu rozpraszajgcego;

dla V<0 dtugos¢ rozpraszania moze byé takze ujemna;

Rozpraszanie rezonansowe

Catkowity potencjat w réwnaniu (4) ma postaé l(%l) + U(r), przy ujemnym U(r) i

1(1+1)

r2

dodatnim wyrazie moze wygenerowac ,gorke” dla pewnych wartosci r

\ Lo\ decay
l(t*‘;)+U(r) r / N
r




i oprocz standw zwigzanych dla E< 0 ( k? <0) moze mie¢ dla E>0 tzw. stany rezonansowe -
rezonanse ksztattu (shape resonances), ktére sg nazywane takze metatrwatymi stanami
autojonizujgcymi;

zaréwno stany zwigzane jak i stany rezonansowe mozna identyfikowac przez bieguny
macierzy rozpraszania na zespolonej ptaszczyznie k (stany zwigzane wystepujg dla k
urojonego) ;

stany rezonansowe majg skoficzony czas zycia, rozpadajg sie z emisjg przechwyconej
»Chwilowo” czastki;

ptaszczyzna zespolona k odpowiada w zasadzie zespolonym energiom; biorgc pod uwage
ewolucje uktadu kwantowego w czasie, ktéra opisana jest zaleznoscig funkcji falowej od
czasu

o -7

zeby mdc opisac skoriczony czas zycia uktadu w stanie rezonansowym (zanik w czasie) mozna
wprowadzi¢ zespolong energie stanu rezonansowego

E..=E '11_'
res — Ly 12

zatem
e (_i%t) =e (_i%t) e (_%t)

h
drugi czynnik opisuje zanik z czasem pofowicznego rozpadu T = T

Pokrétce zarysujemy dwie metody obliczania E,.s = E, — i%I‘
1. Metoda stabilizacji

- caty uktad zamykamy w ,,duzym” pudle o objetosci Q0 =np. L® i nieskoficzonym potencjale
na brzegach, dzieki czemu wszystkie stany majg charakter zwigzany (funkcje znikajg na
brzegach pudta);

- diagonalizujemy macierz hamiltonianu w odpowiedniej i duzej bazie (unormowanej do
objetosci pudta Q);

- wykreslamy i $ledzimy zaleznos¢ poziomdw energetycznych od wielkosci pudta (L), dla
energii stanu rezonansowego zachowanie jest takie:



N

L
z wykresu odczytujemy potozenie E, i szacunkowq szeroko$¢ I' rezonansu.

2. Metoda obrotu zespolonego wspodtrzednej
Z rzeczywisty wspotrzedng radialng r przechodzimy na ptaszczyzne zespolong
(R1)

r — ret?

funkcja radialna odpowiadajgca stanowi rezonansowemu nie jest kwadratowo catkowalna i
daje sie zapisac jako

u(r) = e () + Ugsym (1)
przy podstawieniu R1 funkcja
u(r) — u(rei‘g) = 1(r)
staje sie kwadratowo catkowalna, daje sie wiec przedstawi¢ w bazie funkcji kwadratowo

catkowalnych {¢;(r)}
N
) =) o)
i=1
transformacja odwrotna wspétrzednej r da

N

u() = ) cipire®)

=1
ale funkcje bazowe pozostajg nadal kwadratowo catkowalne; np. funkcje Gaussowskie

_arZeZL

2 7] , . . .
e ¥ > e cho¢ oscylujg zanikajgcdla r - o .

Elementy macierzowe hamiltonianu w takiej bazie sg zespolone (macierz jest
niehermitowska) i energie wtasne sg zespolone

E(6) = E.(6) + iE;(6)

i w funkcji @ tworza tzw. O-trajektorie; reprezentacje widma ciagtego zachowuja sie
regularnie w funkcji @ , tzn. tworza ,tuki”; stany zwiazane sg praktycznie stabilne na osi
E,.(6) iniezaleine od 0,



natomiast stanom rezonansowym odpowiadajg punkty stabilizacji na ptaszczyznie E=E+i E;

L M 10
oo+

0.1142 0.1149
2 L .

- D R - -
T T T v T

L
0.106

" .
0.108 0.11 0.112 0.114 0.116 0.118
Re(E) {eV)

Rozpraszanie elektronéw na atomach

Kilka podstawowych pojeé:

Rozpraszanie elastyczne — energia (E>0) elektronu za mata, zeby wzbudzi¢ atom

2
(tarcze rozpraszajacy), E (= k?) <E® .— E;St ; odpowiada w zasadzie

rozpraszaniu na statycznym potencjale atomowym (kulombowski od jadra
ekranowany elektronami tarczy);
Rozpraszanie nieelastyczne

kanaty otwarte e(E)+ A - A™+e(e)

— rat at H
E=EZ¢c—Egs + €, g >0, I—numer kanatu

elektron wzbudza atom i ,,oddala sie” z energia ¢; < E;

kanaty zamknigte: E < E,,  —Ef ale e(E)+A - (A7)

1—exc

powstaje (A™)* (compound atom) - jon ujemny atomu A w stanie podstawowym

lub wzbudzonym - nietrwatym — lezagcym energetycznie na tle widma ciggtego A(gs) +
e(E), zwykle tuz pod progiem wzbudzenia nieelastycznego,

mowimy wowczas o stanie rezonansowym (autojonizujgcym) lub po prostu o
rezonansie Feshbacha

ilustracja dla rozpraszania na wodorze



prog jonizacjidlaH n=co widmo ciggte H*

n=3

n=2

widmo ciagte H(gs) + e

n=1 ——1s

ilustracja dla rozpraszania na He*

petne continuum dwuelektronowe

------------------------ msssszzemseeaooooooo-- ————— He'* 35(p,d)
.................................... — +
dwuwzbudzone — He 25(p)
stany He, np.
nsn'p ...
continuum jednoelektronowe (He*+e)
N He* 1s
n=3 ——1s3s(p) (jon HZ=2)
n—2 —1s2s(p)
n=] ————— 15?2

Stany uktadu N+1 elektronowego, lezace na tle widma ciggtego (o tej samej symetrii —
parzystosci) uktadu N-elektronowego sg krotko-zyciowe (metatrwate) i rozpadaja sie
(autojonizujg) na uktad N-elektronowy + swobodny elektron;

w przekroju czynnym na zderzenie e + tarcza N-elektronowa, objawiajg sie jako ostre
maxima (w ktdérych przesuniecia fazowe gwattownie zmieniajg sie o 7 );

jesli continuum N-elektronowe jest o innej symetrii to nierelatywistycznie te stany sg trwate,
ale rozpadajg sie (wolniej) przez efekty relatywistyczne.



Rozpraszanie na wodorze

e Rozwazania bez uwzglednienia symetrii

Zakfadajac dla uproszczenia mase protonu nieskorficzenie wiekszg od masy elektrondw i
przechodzac do uktadu srodka masy, réwnanie Schroedingera wyglada tak
(H1)

1 1 1

voivz P B|wn,r) = 0
28 2% o n-nl iz =

jesli zatozymy elastyczne rozpraszanie na atomie H w stanie 1s, to w przyblizeniu mozemy
zapisac (bez antysymetryzowania funkcji dwuelektronowej)
(H2)
W(ry, rp) = P15(r)F(r)
przy czym

1 ) 1
[_§V1 - E - Els] P15(ry) =0

a rozpisujac
: —4”2 : (r<)ly* (6102)Yim (6
Tt = - £, 2+ 1) \ro 1m (01901)Ym (6292)

wstawiajac (H2) do (H1), mnozac z lewej przez y;.(r;) icatkujac po r; oraz pamietajac, ze
przy catkowaniupo 1r; zY4(r;) = 21/Ze_r1Y00(91<p1) zredukuje sie do é = j—’:,
pamietajac o normalizacji statej (niezaleznej od katéw) funkcji Yy, oraz, ze catkowanie po 1y
trzeba podzieli¢ na obszary (0-1;) i (r, — 00),
otrzymamy
(H2b)

{V3 —U(r) + k*}F(r;) = 0
gdzie

1
U =-2(1+-)e, K =2E-Ey)
U(r) nazywamy ,statycznym potencjatem” wodorowym.

Biorgc pod uwage réwnanie (3): F(r) = %Z?ioAl(kz)ul(r)Pl(cose)

dostaniemy radialne réwnania takie jak (4) na w;(r) :

d> I(l+1)
dr? r2

- U +k*w@) =0

i asymptotyczng posta¢ (dlar — oo)



1
u;(r) ~ sin (kr — Eln + 6l>

W praktyce: dla kazdego [ rozwigzujemy radialne réwnanie na u;(r) (dla ustalonego E)

+1

zaczynajac od u;(r)~r‘"* wr=0, do pewnego ro (dla ktérego U(r) uznajemy za znikomo maty w

) . 1(1+1) . . . -
poréwnaniuz ——— + k? )i zszywamy z asymptotyczna postacig wykorzystujac (9) znajdziemy
wszystkie istotnie rozne od zera §; , zaich pomoca z(8) f(8) a nastepnie rozniczkowy i catkowity
przekréj czynny (robimy to dla kazdego E ).

.. dla atomoéw alkalicznych wykorzystuje sie czasami modelowy ekranowany potencjat
kulombowski ..

Powyzej nie uwzglednilismy spinu elektronéw i koniecznosci antysemtryzowania funkcji uktadu
elektronéw (tam dwdch elektrondw), ale o tym pdznie;j...

Rozpraszanie na atomach
Chcac uwzgledni¢ nie tylko rozpraszanie elastyczne, ale tez nieelastyczne (przypadek
wielokanatowy),

czyli wziecie pod uwage takze otwartych kanatéw E = EX, . — Eg_f + &,

to nasza funkcja (H2), ale juz dla uktadu e-atom (niekoniecznie woddr) musiataby miec
postaé

(H3)

W(E T ~ ) hi(OF(r)

gdzie Y;(F) to funkcja opisujgca i-ty stan atomowy, I' to symbolicznie wspétrzedne
elektronéw w atomie, a F;(ry) to i-ta funkcja opisujgca rozpraszang czastke gdy atom jest w

stanie I,

rozwiniecie (H3), zwane takze eigenfunction expansion method (EE), jest podstawg podejscia
zwanego metoda silnego sprzeienia (close coupling);

postacé asymptotyczna funkcji (przez analogie do (2a) ) wyglada¢ bedzie tak
(H4)

ikiT‘O

WEE ) — Moy (D) + ) forly k) —— (D)

gdzie dla sferycznie symetrycznego zagadnienia K, K; definiujg kat 8 rozpraszania,
[uwaga nie wybraliSmy tu r, w kierunku osi z, ale zawsze mozna tak r, zdefiniowac];

foi(Ko, K;) to amplituda rozpraszania w kanale i-tym gdy stanem poczatkowym atomu jest
stan ,0”



Formalnie mogliby$my uwzglednié tez kanaty zamkniete, ale wéwczas k;% bytoby < 0 ifala
wychodzaca zanikataby exponencjalnie;

Ogdlne uwagi:
1. w doswiadczeniu zderzen elektrondw z atomami mamy wigzke elektronéw i chmure

atomow (tarczy N-elektronowej); nie wszystkie elektrony muszg by¢ w tym samym
stanie spinowym, tzn. rzutu spinu na wybrany kierunek (polaryzacja); podobnie z
chmurg atomoéw;

(w zasadzie powinni$my stosowac podejscie macierzy gestosci);

rachunek teoretyczny powinien pozwalaé na opis réznych sytuacji polaryzacyjnych;
hamiltonian uktadu e+H (dwdch elektrondw w przypadku rozpraszania na wodorze)
komutuje z operatorem kwadratu catkowitego spinu S? i rzutu spinu Ms na o$ z (np.
o$ rozpraszania), kwadratu catkowitego momentu pedu L2i M, ;

- Jednak funkcja opisujgca elektrony rozproszone powinna by¢ sumg po wszystkich

kanatach T = (yae,L L, M,,5,S, M)

gdzie y,+ toterm atomowy okreslony przez (,konfiguracje”, L, Sqr ), 72 to spin

elektronu rozpraszanego, [ to liczba kwantowa jego orbitalnego momentu pedu, a
7 to parzystos¢; % i S, sumujgsiedo S,Mg, a li L, do L,M; , pomimo tego,
ze ([[Hy44|T") = 6ppr,

jednak my nie szukamy stanéw zwigzanych Hy,;, bedacych stanami wtasnymi S? ,
Sz, L2i Lz , tylko rozwijamy funkcje widma ciggtego Hy,; na wszystkie mozliwe
stany (N+1)-czgstkowe, oparte o stany wiasne hamiltonianu Hy .

Uogdlniajac (H3) mozemy zapisaé
(H5)

W Xna) = ) YK )Fe() = ) e
r r

gdzie

X =(r,6) , Fr(r) funkcja radialna rozpraszanego elektronu, a Yr(X,fy;1) to
funkcja wynikajgca z wszystkich powyzszych sprzezen momentdéw peddw i
momentow spinowych;

Réwnanie (H5) jest podstawg metody metody silnego sprzezenia (close coupling).

Dodatkowo powinnismy zapewni¢ antysymetryczng postac funkcji falowej, tzn.

1. zadac zeby 1, r(X) byly antysymetryczna,

2. zapewnic¢ antysymetrie ze wzgledu na przestawienie par wspoétrzednych pomiedzy
X i Xpy4q, czylitworzy¢ funkcje Or = Ad¢r , gdzie A to odpowiedni
antysymetryzer iw rezultacie zapisac



(H5a)
WY(X,Xy4+1) = 2rOr .

Wréémy do elastycznego rozpraszania na wodorze z uwzglednieniem spinu.

Podobnie jak w (H2) rozwazmy tylko niskoenergetyczne elektrony i tylko jeden kanat oparty
na stanie podstawowym 1s wodoru H (catkowity L=0),

mozemy miec natomiast dwa stany spinowe dwdch elektrondw : singlet i tryplet, i zatem
funkcja bedzie wyglgdata tak:

(H6)

W(xy,x;) = X]\S/15(1:2)[1 + (=1)5Pyo o (r)Fy (12)

gdzie Yo(ry) = Par1s(ry), x=(r,0) , a r, to przestrzenna wspétrzedna
rozpraszanego elektronu;

pamietamy, ze

(Héb)
1 1

s 11 2 2
XMS(112)= z C(E;E:mIJmZJSlMS)Xml(l)sz(z)

mq,my

gdzie C G,%, my,my, S, Ms) to wspodtczynniki Clebsaha-Gordana wynikajace ze sktadania
1 1
momentow, czyli z przejscia od bazy iloczynowej )(,2,11(1))(72,12(2) (dla mi, my=+%) do bazy

SMs (5=1,3; Ms=-S,..,S), X3

w szczegblnosci dla trypletu (S=1) xi = a(Da(2), x1; = B(1)B(2),
xXs = \/% [a(1)B(2) + B(Da(2)], adlasingletu (5=0) x9 = \/% [a(DB2) — F(Da(2)].

Funkcja (H6) jest funkcjg wtasng hamiltonianu
(H7)
1 1 1 1

——V2 Y2 ———— ——E]‘P , =0
S V1T 5 V2 T r2+r12 (x1,X5)

Dziatajac podobnie jak dla (H1) i (H2), tzn. mnozgc (H7) z lewej przez Xzswlg (L,2)Yy"(ry) i

catkujac po r; oraz sumujac po spinach otrzymamy
(H8)

1
=3V Voo = Woo = (F = B | E§ (1) = 0

(nie musimy juz numerowac wspotrzednej),



i ponownie biorgc pod uwage réwnanie (3): F(r) = %Z?‘;OAl(kZ)ul(r)Pl(cose) , lub
(H8a)

Y(r) = %Z{ZO(ZI + 1)i'R;(r)P,(cosB) oraz o (1) = %Rls(r)YOO(f) dostaniemy ponownie

(H9)

a2 I(l+1
[ ( )—U(r)+2W00+k2 Ui (r) =0

dr? r2

gdzie U(r) = -2 (1 + %) e 2" (tojuzznamy), k? = 2(E — E;5), a 2W,, jest
potencjatem wymiennym (ktéry w dziataniu na uls(r) wcigga jg pod catke a ,,wyrzuca”
Ry5(r);

asymptotyczne postaci u (r) sa uj (r)~sin(kr — % Im+67);

—U(r) + 2W,, nazywamy ,potencjatem statyczno-wymiennym” .
Réznicadla S=0 i S=1 jest taka, ze W,, ma w sobie zaszyty znak (—1)5 .

Przejécie do obliczenia amplitud rozpraszania nie juz takie strightforward ... gdyz zaktadajac,

ze przed zderzeniem (elektron rozpraszany w -o ) elektron rozpraszany jest w stanie
1 1

spinowym )(Enl(l), a elekron w atomie )(fnz(Z) i biorgc pod uwage (H4) mozemy dla
T, = 00 zapisac
(H10)

1 1 1 1 eikT2

W(xy,X,) ~ Po(r)x2, (DxZ, (et + Z Yoro)xZ, (VX2 (D Mutimt m, m, (0)

mim;

T

a zapisujac sktadnikami oznaczmy jako ¥(x4,x,) ~,A” +"B”.

Poniewaz (H10a)
1 1

)(fnl(l))(fnz 2)=Xs C(%,%,ml,mz,S, m,; + mz))(fnlmz(l,Z) jako transformacja
odwrotna do (H6b) [dla réznych, ale ustalonych wartosci Ms= m; +m, =0, 1 lub —1]
i rozwijajac ™% jak w (6b) {e*? =¥ (21 + 1)itj,(kr)P,(cos@) } pierwszy sktadnik
»A” w (H10) bedzie

11
> € (55 mama S,y + 1) oy e, (12) 2L+ DitP(c05(8,)ju(kr)
LS

ktéry, korzystajgc z rozktadu (H6B —teraz pojawig sie m;’ i m;’ primowane jako indeksy
przebiegajgce sume) bedzie miat postaé



(H10b)

11 1 1
Z Z C(Z 7/ M5, m1+m2)c( ,my,my, S, my +m,) X

1

1
x 22, (Dx2, ()@ + DitPi(cos(8,)ji (kr)
Oznaczajac catg naszg funkcje W(x4,x,) jako ,C” mozemy zapisaé asymptotycznie
IIC', = IIA’, + ” B"' CZyIi ” B" = IIC” - IIA"

Funkcja W(x,,X,) musijednoczesnie
1

(a) byc¢ zapisana w postaci rozktadu na stany wiasne tarczy (H3) [tu 1/)0(1‘1))(3,11(1) 1,
mnozonych przez funkcje opisujacg rozpraszany elektron F(r,) o postaci (H8a),

(b) by¢ kombinacjg standw wtasnych ukfadu ,tarcza-elektron” (H5), tzn. kombinacja
stanéw wtasnych catkowitego S,

To zadanie jest nietatwe, ale w zasadzie juz mamy je wykonane w (H10b) - jest suma po S,
jest suma po stanach tarczy mj ,(a suma po m; wynika ze sprzeganiado S), tylko j;(kry)
trzeba zastapic przez R;(r), czyli czton ,C” przyjmie postac:

1 11 1
Y(x4,X5) :EZ Z C(Z > ,my,my,, S, m1+m2>C(2 > ,my,m5, S, my +my,) X
N mimé
1 1

X X2y (D2, (2)(2L + DitPy(cos(82)Ri(12)

Znajgc asymptotyczng postaé j;(kr,) (6b)oraz R;(r,) [ktére teraz zalezy od spinu S - R} (1) ]
i poréwnujgcw ,B” = ,C”" — ,A” wyrazy przy tym samym ( m,, m, ) dostaniemy:

1 © .
Mgt mt o, (6) = ﬂz(zz +1)(e28 — 1)P,(cosh)
LS

11 11
XC(Z > , My, My, S, m1+m2)C(2 > ,my,my, S,m1+m2>

to jest amplituda rozpraszania ze stanu (e+H) okreslonego przez ( my,m, ) do stanu
okreslonego przez (mj,m;);

. . ;s . 11 1 1 11 1 1
mozemy w zasadzie moéwic o , kanatach spinowych” (E’ E)’ (E’ - E) , (— E’E) , (— > E) )

ta amplituda M (0) jest macierzg 4x4 ;

mimjy,mym,



wartosci wspotczynnikéw Clebscha-Gordanasa: 1, 0, i\/; , mozemy zatem explicite napisaé

macierz M1 0 m, (6)

'F(0) 0 0 0
1
0 SIFO+GEO)]  IFO-GO)] 0

0 ZFE)-GO)] PO+ 0
0 0 0 G(6).

gdzie

F(8) = %;(ZZ + 1)(e2"511 — 1)P;(cosB)

amplituda rozpraszania w stanie trypletowym ukfadu (e+H)

G(O) = ﬁ;(ﬂ +1)( 28 — 1)P,(cosh)

Uwaga: wiersze macierzy M to pary (mj,m;) akolumny to pary (my,m,) .

Jesli nie wtaczymy wymiany, tzn. przyjmiemy Wy, =0, to &6} =60, F(8) = G(0) i
M jest diagonalna z elementami diagonalnymi rownymi F(6) - nie nastepuje wymiana
spindw miedzy elektronem tarczy a elektronem rozpraszanym ;

Procedura obliczeniowa w praktyce:
- rozwigzujemy (H9), tzn. ,catkujemy” réwnanie od r=0 do granicy asymptotycznej,
- asymptotycznie przyréwnujemy u; (r)~sin(kr — %ln + 67) iznajdujemy &7,

- budujemy macierz amplitudy rozpraszania M.

Teraz mozemy oblicza¢ rézne rdzniczkowe i catkowite przekroje czynne,
np. dla procesu rozpraszania niespolaryzowanej wigzki elektronéw na spolaryzowanych

atomach tarczy ( tarcza w stanie m, ), nalezy usredni¢ po obu rzutach spinu elektronu
rozpraszanego (1/2 sumy po m, ) oraz wysumowac po wszystkich mozliwych stanach
koricowych uktadu mj, m; , co daje ( zgodnie z (2c) ):

do 1 5
Eziz Z |Mm’1m;,m1,m2(9)|

mz my,m;

co daje



9 _ 3\ r@)2 +216(0)2
70" 2 (8) 2 (8)

rezultat zgodny z oczekiwaniem, gdyz tryplet jest trzykrotnie zdegenerowany a singlet
jednokrotnie...

Opis rozpraszania ha atomach na bazie metody Hartriego-Focka

Funkcji jednoczastkowej F(ry,q1) opisujacej rozpraszany elektron w procesie e + H(N),
rozpraszania na N — elektronowej tarczy atomowej nie mozna znajdowad przez
bezposrednie wykorzystywaé metody Hartriego-Focka do funkcji N+1 czgstkowej, bo zawsze
dostaniemy najnizszg energie (metoda wariacyjna z kryterium minimalizacji energii catkowite
ukfadu Ey,q)czyli e=0.

Tu nie szukamy energii orbitala N+1, bo jg znamy, lecz szukamy przesuniecia fazowego 615
poprzez narzucenie na F(ry,;) odpowiednik warunkdéw asymptotycznych.

Rozwazymy najprostszy przypadek
Rozpraszanie na atomach zamknieto-powtokowych

w przyblizeniu ,zamrozonego kadtuba”

Réwnania H-F dla zamknieto-powtokowego uktadu N-elektronowego (atomu tarczy)
(F1)

Fo; = €¢;
gdzie

N
F=h+ ) (- K)
i=1

h - operator jednoczgstkowy
Ji - operator kulombowski

Ki - operator wymiany

g - energie orbitalne

a funkcja WV (x4,X,, ..., Xy) = det{p, (X;), 92(X;), ..., oy (X))} opisuje stan podstawowy
tarczy, gdzie x; to wspdtrzedne przestrzenne i spinowe elektronu (r; o; ).

W widmie F sg nie tylko orbitale obsadzone ¢;,i=1,..,N, ale takze orbitale ,wirtualne”
(wzbudzone) o energiach 0> ¢ > ey .

Jesli rozwazyc taki uktad z dodatkowym elektronem to réwnania H-F wygladajg tak:



(F2)
N+1

Fp, = Z €ijPj

i=1

F to operator Focka zbudowany z N+1 orbitali, a &jj to mnozniki Lagrange’a, ktorych nie
daje sie zdiagonalizowac.

Ale, dziatanie F na N+1 orbital wyglada tak

N+1

F@ni1 = hQyiq + (jl — Ki)ng+1

i=1
N
= har + ) (i = K)fnn
i=1
gdyz wyrazy kulombowski i wymienny dla i=N+1 sie kasuja (jN+1 = EN+1 )
(pod catkami sa tylko orbitale @y );

Jesli zbudujemy operator Focka z orbitali ¢;,j=1,.,N bedacych rozwigzaniem
zagadnienia N-elektronowego, (przylizenie zamrozonego kadtuba) to réwnanie na

spinorbital Py,1 ma (zaF2) postaé:

N

FOnyi1 = eng1Prer T Z EiN+1Pj
jEN+1

ale F toten sam operator co F zréwnania (F1), a @§y4q1 to jego N+1—wsze

rozwigzanie - ,orbital wirtualny” - ktéry jest ortogonalny do wszystkich ®j , 71N,

<¢N+1|‘pj> = 0, ato oznacza, ze wszystkie mnozniki Lagrange’a & y+1 znikaja & n+1 = 0.
Pozostajemy zatem z rownaniem F1

Fp = ¢

dla dowolnego spinorbitala opisujgcego dodatkowy elektron w polu atomu w przyblizeniu
zamrozonego kadtuba ;

jesli szukamy ¢ w postaci



1
P(x) = ;ﬁ(r)Ylml(f‘)xms

to ostatecznie réwnania radialne na f;(r) maja postaé
(F3)

i Ct R 28] fi) = =2V () fi(r) — 2WHF () ()

dr? 2 T

gdzie 2e = k% ,a ViE T WP to potencjaty kulombowski i wymienny okreslone jako

V() = ) 2021 + DY Py, P )

nrir

2l+1

nrilr

2U'+1
WHF(T) = z Z [C(l’, A' 0,0, l, O)]ZYAHF(Pn’l’;fl; T')
]
a Y(F,Gr) =171 [TF()G(s)shds + [T F()G(s)s™ s,
P, (r) - radialne orbitale ,zamrozonego kadtuba” atomowego.

Jedli na funkcje f;(r) narzuci¢ warunki asymptotyczne (5b)

1
fi(r) ~ sin (kr - Eln + 61)

[ zamiast poszukiwania &, przy zadanej energii poszukujemy §; ]

to rozwigzania f;(r) odpowiadaja radialnym czesciom fal parcjalnych opisujacych stan
elektronu rozpraszanego na statyczno-wymiennym potencjale tarczy

WHE = 2UHF () + 2WHF (1) .
Uwaga 1: przyblizenie zamrozonego kadtuba oznacza, ze zaniedbujemy wptyw elektronu
rozpraszanego na elektrony tarczy; ten wptyw uwzglednia sie czasami dodajgc przyblizony

statyczny potencjat majgcy opisywac polaryzacje tarczy przez nadlatujgcg czgstke.

Uwaga 2: to co powyzej uzyskaliémy to jednokanatowy przypadek metody close-coupling w
przyblizeniu zamrozonego kadtuba.

Formalizm funkcji Greena, przyblizenie Borna

Réwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci



(G1)
(E = Hp)y(r) = Vih(r)

gdzie H, = EVZ hamiltonian czgstki swobodnej; formalnie jest to rGwnanie rézniczkowe

niejednorodne; rozwigzanie réwnania jednorodnego zapiszemy jako

(E —Ho)o(r) =0

i formalnie mozna pewne rozwigzanie (G1) zapisa¢ jako
(G2)
= (E—Hy) 'V

przy czym, skoro H,, jest operatorem rézniczkowym, to (E — Hy)~! jest operatorem
catkowym (rozwigzujgc nalezy wybra¢ jakas statg catkowania);
matematycznie: rozwigzanie réwnania niejednorodnego mozna zawsze zapisac jako sume
rozwigzania réwnania jednorodnego i rozwigzania szczegdlnego rownania niejednorodnego;
zatem w ogélnosci
(G3)
Y=¢+E—Hy) 'V

Operator catkowy (E — Hy)™! nosi nazwe funkcji Greena G(r,r’) bedaca rozwigzaniem
rownania
(G4)

(V2 +Kk3H)G(r,r) =6(r—r'),

zatem (G3) mozna zapisa¢ w postaci
(G5)

Y(®) = o) + j G(r, TV () |

[Uwaga: To réwnanie (oraz G3) nosi czesto nazwe réwnania Lippmana-Schwingera. W sensie
operatorowym mozna je symbolicznie zapisac tak

Y=9+GVy
a jesli do prawej strony wstawic rozwigzanie z lewej to otrzymamy
Y=p+GVp+GVGVp+-- [0(V3)]

co jest niczym innym jak rodzajem rachunku zaburzen — Brillouina-Wignera. ]



Jeéli operator (E — Hy)™! wyrazi¢ spektralnie w bazie funkcji wiasnych H, , ktére sg falami
ptaskimi (2m)~3/2e™*" (fale ptaskie wybiegajace), to funkcje Greena da sie (po do$¢
skomplikowanych zabiegach) przedstawi¢ w postaci

(G6)
N exp(ik|r —r'|)
Glr,r) = 2wlr—r'| '
Wdweczas rownanie (G5) przyjmie postaé
(G7)
1 (exp(iklr—r']) , N 3
V) = o) - 5 | LRV

[ uwaga: rozwigzanie Y znajduje sie rowniez pod catka ].

Dla duzych r>>d (od zasiegu potencjatu V)

']

r
klr—r'| =kr —Kkyr', Kky=k-
réwnanie (G7) sprowadza sie do

(G8)
eikr
Y(r) = o(r) + Apq o
gdzie
1
Apg = _ﬁf exp(—ikpr )V ()Y )d*r',
tzn.
Ape = ———(@|VI)
ba — 27.[ (p 1/}

[ indeksy ab wigzg k fali padajgcej (a) z k fali wychodzacej (b) ]
a z uwagi na [1*] zapisuje sie (G8) jako

(1) dostajemy nic innego jak znana nam juz postac, ktdrg na poczatku postulowalismy



Gdy V(r) jest mate i mozna potraktowac jako zaburzenie, to rownanie (G7) mozna
rozwigza¢ metodg kolejnych przyblizen (k — krok iteracji):

W) = o) - o [ LDy ey @ ay
inaczej:
1 k|r —r’
b = o) - 5 [ LDy gt + -

i tym samym amplituda rozpraszania:

1 1\° iklr —r’
Apa = =7 (@IVI@) + (E) fw*(r) exp%r lrrr|r DV(r)V(r’)w(r’)d3rd3r’ + o

Pozostawienie tylko I-go wyrazu to tzw. przyblizenie Borna

1
A, = ——
ba o (@|V]p)

2

1
do® = (%) KoIVIp)? de

Warunek stosowalnosci przyblizenia Borna.
Pozostawienie w rozwinieciu tylko jednego wyrazu jest dopuszczalne gdy

1 fexp(iklr—r']) N 730
|<p(r)|>>|ﬂf r—r] L erd T

ale |V(r)| jest na ogét najwieksze w r =0, gdzie ¢(r) jest skonczone i nie wieksze
niz 1, zatem ktadgc r=0, (¢ to fala ptaska)i pamietajgc, ze k? = 2E , a mate
energie oznaczajg kd << 1 (d to zasieg potencjatu), wiec exp pod catkg mozna
zastgpi¢ jedynka, zatem w przyblizeniu mamy:

1 (1
1>» |—J—V(r)d3r
2n ) r

)

1
41d?
V w objetosci d3, dostaniemy

definiujgc V =

f%V(r)d3r| - w przyblizeniu jako warto$¢ $rednig z potencjatu

V « !
2d?



ale 2qz Mozna uwazac za ,rzad” wartosci energii kinetycznej swobodnej czastki w

obszarze o liniowych rozmiarach ,d” -

(za zasadg nieoznaczonosci - AxAp > 1/2 , p~k, nieoznaczonos$¢ Ax jest rzedu d ,
to nieoznaczonosé¢ pedu k jest rzedu 1/(2d) , nieoznaczono$¢ kwadratu k? rzedu
1/(4d?) , ale k? = 2E ) , zatem warunek Borna oznacza, ze:

energia kinetyczna czastki musi by¢é znacznie wieksza od energii potencjalne;.



