Elementy teorii reprezentacji i formalizmu przestrzeni Hilberta - przypomnienie

Zwykle stan uktadu opisujemy za pomoca funkcji falowej ¥, (¢, t) zaleznej od
zespotu wszystkich wspétrzednych przestrzennych ¢ i czasu t (czasami takze
spinu); n —w ogolnosci zespot liczb kwantowych

W ogodlnosci mozemy mowi¢ o wektorach stanu z pewnej abstrakcyjnej przestrzeni
(wektorowej) — przestrzeni Hilberta H (moze by¢ skonczenie lub nieskornczenie

wymiarowa; jesli wymiary sg przeliczalne to przestrzen osrodkowa, jesli nie to
normowanie wektoréw do funkcji delta).

W przestrzeni mozna wybraé¢ baze |i >, i = 1,2, ... ; tzw. wektory ,ket” ;

Y(¢,t) - to przedstawienia (reprezentacje) potozeniowe wektoréw stanu;

ale rownie dobrze mozemy mie¢ reprezentacje pedowg wektora stanu W(p, t)

mozna zdefiniowac przestrzen sprzezong (dualng) z wektorami ,bra” < i|
sprzezonymi hermitowsko do wektoréw ,ket”, oraz iloczyn skalarny w H [1]

< nm >= (to samo) = j W2 ()W (E)dE

w F dziatajg operatory np.F, Fla>=|b><b|=<a|FT.

Stan uktadu to jeden z wektoréw stanu H'; mozna go przedstawi¢ (reprezentowac)
w bazie |i >

In>= Z cli >, (lub catka)

l

a z ortonormalnosci bazy: ¢; =< i|ln > (c w ogolnosci zalezg od n).

Baze w Hf mogg stanowi¢ wektory wiasne dowolnego operatora (hermitowskiego);
moze to by¢: operator potozenia X , operator Hamiltona H , dowolny inny...

jesli jako baze wybierzemy X|x >= x|x > to ¥,(x) =<x|n> .

[rzeczywiscie, W, (x) to funkcja — zbiér wartosci liczbowych dla wszystkich wart. argumentu]

In>= Zci|i>—>f <x|n>|x>dx=f Y, (x)|x > dx
- X X

l



[1] - < n|m > formalnie mozna zapisa¢ (wstawiajgc jedynke I = );|i >< i| Iub
I=[|E><é&|dé,dla & = x) jako:

D i) Gilm) = [ G

W tej notacji Diraca < n|H|m >= [ W;(§)HAY,,(§)d¢ , gdyz w przedstawieniu

potozeniowym ( X ) operatory wyrazajg sie przez wspoétrzedne potozenia, H=H 5,

a <x|p>= e**, k=p/h, fale ptaskie w 1D — wektory wiasne operatora pedu
w reprezentacji potozeniowej;

[ zauwazmy, ze < p|x > = e k¥ to funkcje wlasne X w reprezentaciji pedowej ].

Wielko$¢ |n >< n| to operator rzutowy, Y,|n ><n| =1,

A

I - operator jednostkowy w H,

twierdzenie spektralne £ =Y, f,|n > < n| , n - numeryj stany wtasne F , stad
znane juz wyrazenie na wartos¢ oczekiwang operatora F w stanie |la >
opisywanym funkcja falowg W,

< al|Fla>= an leal?
n

[ la >= X cpln >1.

Wektory stanu mozna tez wyrazac¢ w reprezentacjach dyskretnych , np.
energetycznej (n|a) = (E,|a) , En— wartosci wtasne operatora H.

Posta¢ dowolnego operatora w takim przedstawieniu bedzie macierzowa:

zawsze mozemy zapisa¢ (1*)

(€la) = D (1En) (Enla)

(€1b) = > (1Ew) (Enlb) |

dowolny operator F w dziataniu na stan ,a”

(§1b) = F(¢la)

zatem

D (EIED) (Enlb) = F ) (€1En) (Enla)



mnozymy z lewej przez (E,,|&) , scatkowanie po & przy skorzystaniu z
ortogonalnosci [ dé(En,|EME|E,) = 8y, dostaniemy

(Emlb) = ) (Em|F|En)(Enla)

n

gdzie (2)

<Em|F|En> = f dfl,b:n(f)ﬁ'lpn(f) = Fm,n ,

[F pod catkg jest wyrazony w reprezentacji potozeniowej]

definiujg operator F jako macierz elementow (m,n). Oczywiscie macierz H jestw
tym przedstawieniu diagonalna, z wartosciami operatora H - Ej

(2%)
(Em|H|En) = EnSmn -
Podobnie mozna postgpi¢ dla reprezentacji niedyskretnych (np. pedowej) ale

wowczas sumy w (1**) nalezy zastgpi¢ catkami (po dp)i (2) bedzie:

w'|Plp) = | d9)F I
jest macierzg nieskonczenie ciggtg i w rezultacie sprowadzi sie do pewnej postaci
operatorowej F jako funkcji nie x,y,z, ale Px, Py, Pz .

W szczegdlnosci mozna pokazac, ze operator pedu w swojej reprezentacji, przez
analogie do (2*) jest:

(p'lplp) = pé(@" — p),

a operator potozenia w reprezentacji pedowe;j

O s —p)
ap’p p).

Zrozumiate staje sie tez dlaczego < n|A|m >= [W;;(§)AW,,(§)dE

(p'|X|p) = —ih

(wstawiamy dwie jedynki [catkowe]) i reprezentacja potozeniowa A

("4l = A()6(E" = <)

Uktady wielu czastek (podukiaddw)

a) czastki (poduktady) nieoddziatujgce



hamiltonian H(1,2,...,N) = ); H(i),
przestrzen Hilberta H =H, @ H, - Q I toiloczyn tensorowy,
[iloczyn skalarny w H definiuje sie jako produkt iloczynéw skalarnych w ;]
baza w przestrzeni H -> iloczyny wektorow bazowych w H;
H,: {1 >D12>D) 0 im1 >}
H,: {|1>P,12>3), .. |m2 >}
Hy: {1 > 12 >M  |mN >™)}
Jeden wektor bazowy w H to np.
la; > = |k > |k, >(@2) ... |ky V)
| — numeruje wektory bazowe H ,

bazy w H; mozna wybrac¢ jako wektory wiasne H(i) .

Twierdzenie:

lloczyny wektoréw wiasnych H(i) sg wektorami wtasnymi H, do wartosci wtasnych
bedgcych sumg wartosci wkasnych H(i) : ﬂ]i- (j — numeruje kolejne wart. wtasne)

b) oddziatujgce czgstki
H(1,2,..,N)=Y,H({)+V(,j,..) ,V — zawiera oddziatywania
przestrzen Hilberta — ta sama,

wektory H zawsze mozna przedstawi¢ w zupetnej i nieskonczonej bazie |a; > ....

Inne reprezentacje

hasta: kwantowa teoria pola, kwantowanie pdél, druga kwantyzacja,

reprezentacja liczby obsadzen...

To co teraz robiliSmy dotychczas to tzw. pierwsza kwantyzacja — opis uktadow
czagstek za pomocg funkcji falowych; w przyblizeniu jednoelektronowym — funkcji



falowych bedacych iloczynami funkcji jednoczgstkowych — funkcji wkasnych
hamiltonianéw jednoelektronowych, tzn. w reprezentacji stanéw jednoczgstkowych;

lig, iy >=1i1)1 @ ... Q linn

gdzie indeks dolny w |a >j numeruje elektrony, a la >; to stan j-tego elektronu,
dla elektronéw stan wieloczgstkowy musi by¢ jeszcze antysymetryzowany.

Dla uktadow, w ktérych liczba czastek moze ulegaé zmianie wygodniejszy jest
opis za pomocg stanow w ,reprezentacji liczby obsadzen”, tzn.

|y, ny, ... >
gdzie Nij mowi nam ile czgstek obsadza dany stan ,, i 7,

Jista” Ni przebiega teraz liste mozliwych stanéw jednoczgstkowych, a Ni moéwi, ktore
z nich i w jaki sposob sg obsadzone;

oczywiscie dla elektronéw mozliwe wartosci n to tylko O lub 1 (jesli mamy na mysili
spinorbitale);

Przestrzen wszystkich mozliwych takich standéw |nq,n,, ... >, dla max. N czgstek
nazywa sie przestrzenig Focka;

Uwaga: przestrzen Focka budujemy dla ustalonej liczby stanéw, a nie liczby czgstek!

Zatézmy, ze mamy M standw jednoczgstkowych, np. M=4, to wszystkie mozliwe
stany fermionowe rozpinajgce przestrzen Focka sg:

10000 >, {1000 >, 0100 >,|0010 >,|0001 >, |1100 >,|0110 >,|0011 >,
|1001 >,[1010 >,[0101 >,|1110 >,|0111 >,|1011 >,|1101 >, [1111 >,

jestich 2M = 24 = 16, stan |0000 > nazywa sie |vac > rzeczywistg préznig (brak
elektronow);

ale jesli méwimy o uktadzie z doktadnie dwoma elektronami, N=2, to mozliwych

stanow jest (%) = (g) =6

11100 >,|1010 >,|1001 > [0110 >,|0101 >,|0011 >

jesli myslimy w kategoriach spinorbitali (stanéw jednoczgstkowych) HF to pierwszy z
nich jest 2-czgstkowym stanem podstawowym (zajete tylko orbitale obsadzone) a
pozostate dwa to jedno- lub dwu-czgstkowe stany wzbudzone,

np. jesli bierzemy pod uwage dwa stany (spinorbitale) Focka dla He, 1s*, 1S™ oraz
dwa spinorbitale wirtualne 2s*, 2S” to |1100 > opisuje stan podstawowy He, a



pozostate trzy odpowiadajg stanom wzbudzonym w tej bazie stanow
jednoczgstkowych;

poniewaz wzbudzenia liczy sie czesto od stanu podstawowego, to stan |1100 > (w
tym przypadku) oznaczamy czesto przez |0) i nazywamy stanem ,prézni Fermiego”.
Operatory w przestrzeni Focka buduje sie w oparciu o elementarne operatory kreacji

i anihilacji czgstek w danym stanie, ktére muszg by¢ tak zdefiniowane (zob. tez KOH
DK1ab) : (DKO)

ai,a;| = a;a; —aja; = ’},,T._ il =0, aj, all = dii for bosons,
J J J i ¥ J J
{@i,a;} = G:aj + a;a; = {al, '},I} =0, {ai. Ei:[} = 0;j for fermions.

to, ze {a],a]} = 2alal = 0 wyraza zasade Pauliego.

tatwo sprawdzic, ze

n; = Cl;:l-ai

jest operatorem liczby czgstek w stanie i-tym

a hamiltonian jednoczgstkowy (ktérego stany jednoczgstkowe ,i” maja energie &; )
daje sie zatem zapisac jako

(X)

H = zgi a;-l-ai
i

(wartosci wtasne, tzn. mozliwe energie uktadu, takiego hamiltonianu (nieoddziatujgcych
czastek) sg poprawnie zdefiniowane jako sumy mozliwych energii jednoczgstkowych &; )

i zwrocmy tez uwage na podobienstwo do twierdzenia spektralnego

H=ZEn|n><n|,
n

a dowolny inny operator jednoczagstkowy (ktérego stany nie sg wtasnymi) jako
(DKOa)

T = z tij ajaj
ij



[ w tej reprezentacji mozna tez wyrazi¢ operator dwuczgstkowy oddziatywania e-e (na razie
bez dowodu)

(DKOb)

1 t ot
V= > Z VabcaqQpAcAg
abcd

W powyzszym przyktadzie dla He stany wzbudzone mozna wygenerowac z dziatania
na |0 > = |1100 > operatorami aj oraz a;, np.

ala,|1100 > - [1001 >

Przypomnijmy kwantowy oscylator harmoniczny

. . . . z k L k —
W jednym wymiarze hamiltonian H = :—m + Exz po podstawieniu w = \/% zagadnienie

2

. d 2m2x2  2mE L mw .
wtasne wyraza sie jako (ﬁ _Z 2 + 2 )lp(x) = 0, apo podstawieniu & = x ’Tw [

2E d? . A . d
&€= jako (@ — &2+ e) Y (&) = 0; w tych wspodtrzednych operator pedu Ds = —ld—f,

zatem H = hTw(fz + 1552); wprowadzajac operatory

1 1
a= ﬁ(f +ipg), at= E(f — ipe),

mozna pokaza¢, ze

(DK1ab)
aaty, = (n + Dy,
aTcupn = ny
i takze z definicji operatoréw ¢ i P
dostajemy
ata+ aat =& +p;°
zatem
Hipy = S (824 ¢ Y = o (aa+ aa gy = ho (n+5)

alez (DK1b) afay, = ny, zatem

1 1
H = hw (a*a+§) = hwa*a+§hw =cata+c



pomijajgc statg ¢ = %hw (jako energie zerowg — przesuniecie na skali energii),

H = eafa jest niczym innym jak (X powyzej) dla uktadu, w ktérym jest tylko jeden stan o
energii € = hw , a liczbe ,,czastek” w tym stanie (liczbe wzbudzen) liczy nam
operator liczby czastek (wzbudzen)

n=ata

Taki hamiltonian opisuje np. ,fonony” — kwaziczgstki - kwantowe odpowiedniki wzbudzen
drgan sieci krystalicznej o czestotliwosci w , (fonony sg bozonami)

tu kwaziczastki to ,,wzbudzenia” drgan o czestotliwosci w

wiecej wzbudzen = wiecej wykreowanych fonondéw, wieksza energia drgan (N x hw) co
klasycznie odpowiada wiekszej amplitudzie drgan.

tatwo sprawdzi¢, ze tak jak powinno by¢ dla bozondéw

[a,af] =1
oraz, ze tak jak w (DKO)
ayy, = \/ﬁlpn—l
a-l-l/)n =vn+ 1¢n+1

[ zauwaimy, ze dla KOH ayp, =0 ].

Inny przyktad. Wréémy do (X) dla przypadku liniowej, zamknietej struktury weglowej o M
weztach . Wezmy M=6 [jeden elektron moze obsadzac rézne stany jednoczgstkowe na 6-ciu
weztach], (np. modelu molekuty benzenu, lub 6-cio elementowej komérki grafenu);

w metodzie TB z jednym orbitalem na wezet, w przyblizeniu najblizszych sgsiadéw,
efektywny hamiltonian jednoczgstkowy w reprezentacji liczb obsadzen bedzie wygladat tak

M M
H= Zei ajai + Z ti; a;raj
i ij

a baza stanéw tak: 100000 >,|010000 >, ..., |000001 >; jesli zatozy¢, ze tjj =t dotyczy

tylko najblizszych sgsiadéw to macierz hamiltonianu w takiej bazie bedzie

et 0 0 O ¢t
t ¢t 0 0 O
0t €t 0O
0 0t & t O
0 0 0t ¢ t
t 0 0 0 t ¢

diagonalizacja tej macierzy da 6 wartosci energii (nie koniecznie wszystkie rézne);
interpretacja: ...



Druga kwantyzacja dotyczy w zasadzie pdl, a w szczegdlnosci uktadéw oddziatujgcych, w
ktorych liczba ,,czgstek” moze ulegac zmianie.

Na przyktad, jesli stan podstawowy uktadu N-elektronowego przyjmiemy

jako stan prézni (nie ma elektrondw obsadzajgcych jednoczgstkowe stany wzbudzone), to
wzbudzenia w tym ukfadzie mozna potraktowaé jako ,kwaziczgstki”; takie wzbudzenia
dokonywane sg za pomocg fotonéw — pojawienie sie (kreacja) kwaziczastki = anihilacja
fotonu i odwrotnie.

W chemii kwantowej lub w ciele statym, gdzie w stanie podstawowym mamy zapetniong
pewna liczbe standw jednoczastkowych, takie wzbudzenia kreujg elektron w stanie
dotychczas nieobsadzonym, ale takze ,dziure” w stanach w petni zapetnionych (w morzu
Fermiego); tu czesto postugujemy sie dwoma gatunkami operatoréw kreacji i anihilacji:
elektrondéw i dziur — zeby opisac stany wzbudzone wieloczgstkowe.

Operatory polowe i zwigzek z uktadem wielu czgstek (LA)

Na razie bez konkretnego zwigzku z funkcjami falowymi, zdefiniujmy sobie operatory pola

P, PT)

gdzie X to zespot wspdtrzednych w przestrzeni (x,y,z) i wspotrzednych spinowych o ;
(w teorii pola stuzg one np. do opisu pdél kwantowych);

zaktadamy, ze dziatajg one w pewnej przestrzeni Hilberta (definicja pdzniej), w ktorej istnieje
wektor stanu |0) , unormowany (0|0) (na razie abstrakcyjny), taki, ze
(P1)

P(x)[0) = 0;

[ na razie widzimy pewng analogie z operatorem a istanem o najnizszej energii dla KOH, a
takze ze stanem prézni Fermiego |

Mozna rozwazy¢ dwa typy takich operatorow
(P2)
(A) fermionowe

B0, BT} = 6(x—x), (B0, P(x)} = 0

(B) bozonowe

[P, TN =6(x-x), [P, PEI]=0



Definiujemy operator N
7= | axteod
Z (P1) wynika, ze
N|0) =0

tzn. |0) jest wektorem wiasnym N do wartosci wiasnej 0.
Z (P2) mozna pokazaé, ze
(P3a)
[(DTPE), )] = - 8@y — 0PXx)

{ trzeba wykorzystac pierwsze z réwnan (P2-B), definicje [A,B] oraz fakt, ze [B,A]=-[A,B] }
oraz (P3a)

[PT P, P x)] = —8(y — )P (x)

(zaréwno dla P2 Ai B),
a zatem po scatkowaniu po dy, dostaniemy

[NY®] =9, [NPT®)]=9Tx)
co (rozpisujgc komutator) daje:
NP =d@(N-1),  Fpt ) =Pre(N +1)

Wezmy wektor wtasny N, |[N’) do wartoéci wiasnej N’, to po zadziataniu operatorami
Ny (x) oraz N, (x) naten wektor wtasny dostaniemy:
(P4)
NA®INY) = (V' = D(HE)NY)
oraz

N@T®INY) = (V' + D(HTE)INY)

tzn, ze PE)IN') i PT(X)|N’) sg wektorami whasnymi N ;
a poniewaz norma takiego wektora jest nieujemna (N[t (x)P(x)|N’)) = 0, to po
scatkowaniu po dx i wykorzystaniu definicji N dostaniemy

N' >0

dodatkowo liczby N’ nie mogg by¢ utamkowe (wielokrotne dziatanie (P4) prowadzitoby do
wartosci <0),
zatem N=0,1,2,3,....



i mozemy przyporzadkowac wektorom wartosci wtasne
|0) -0, I/Tr(xﬂlo) -1, PTEDPT(x2)|0) -2, ...

PT(x1) . PT(xp)[0) — N

Operator N ma zatem wiasciwosci operatora liczby (czastek/wzbudzen).
Przestrzeri Hilberta, w ktérej zdefiniowane sa wektory wiasne N jest zbudowana jako suma
prosta ortogonalnych podprzestrzeni (odpowiadajacych liczbie czgstek/wzbudzen)

j'[=.7'[0 +‘7-[1++}[N

Dowolny wektor w tej przestrzeni mozna roztozy¢ na |@) = Xy |@n) gdzie |@y) € Hy ;
mozna pokaza¢, ze baze w H mozna wybraé jako

1 . ~ -
IN; X1, X2, -, Xp) = ﬁlpf(xﬂlpf(xz) YT (xy)|0)

Dowolny wektor |@y) mozna w tej bazie przedstawié zawsze jako
(catkowanie to jedynka)

loy) = fdxldxz wdxy |N; X1, X2, oo, X N X1, X2, oo, X | On)
a oznaczajac
(P5)

(p(xl'XZ' ""Xn) = (N’ X1, X2, ""xn|<pN>

Mozemy powiedzie¢, ze jest funkcjg falowg uktadu N czastek w reprezentacji liczb obsadzen
(poréwnajz ¥, (x) =< x|n > z poczatku wyktadu) .

Hamiltonan w tej reprezentacji definiuje sie jako H
(P6)
~ ~ ~ 1 - - - -
i = | xR0 + 5 [ dxayi GBIV (3 953 B

gdzie Hy(x)i V(x,y) to operatory jedno i dwuczastkowe w reprezentacji potozeniowej;
jego wektory wtasne odpowiadajgce odpowiedniej energii E uktadu to

Hlone) = Elong)-
Obliczajac

(N;X1,X2, ..., Xp|H|@ng) = E(N; X1, X2, .., Xp|@nE)



po zmudnych przeksztatceniach dochodzi sie do réwnania

Z _ 12
HO(Xi) + E V(Xiﬂxj) (N' X1,X2, '"'xnl(pNE> = E<N; X1,X2, ---'an(pNE)
i i,j

czyli réwnania Hamiltona dla uktadu wieloczgstkowego.

Rozwijajac operatory pola za pomocga operatoréw kreacji i anihilacji pojedynczych czastek w
stanach jednoczgstkowych (a)
(P7)

P00 = ) pe( g
0 = ) v af
B

gdzie wspdtczynniki rozwiniecia sg jednoczgstkowymi funkcjami falowymi (w rep.
potozeniowej), tatwo zdefiniowac operatory a,

(P7 mnozymy przez 1/);} (x), catkujemy, korzystamy z ortogonalnosci i, zmieniamy indeks)
(P8)

%=fww@W®

i odpowiednio al .

Reguty komutacji dla tych operatoréw wynikaja z regut komutacji dla 9 (x) i
ortonormalnosci funkcji Y, (x), a definicja (P6) operatora Hamiltona w tej reprezentacji
przyjmuje postac

(P9)

T 1 L
H = Eaﬁaaaﬁ + E Vaﬁy(gaaaﬁaya(g
af aBys
gdzie

%Ffwwwawww
Vgys = f f dxdx’ O () (%X, (X )5 (%)

czyli to, czego nam brakowato - oddziatywan dwuczgstkowych w hamiltonianie w
reprezentac;ji liczb obsadzenn (DKOa, DKOb);
zauwazmy tez, ze jesli uzyjemy 1, (x) jako funkcji wtasnych Hy(x) , to pierwszy czton w (P9)

> Eaala,
a

operator obsadzenia stanu jednoczgstkowego a ma postac

n, = ala,

przyjmuje postac



a operator catkowitej liczby czastek (wzbudzen)



