Ewolucja uktadu kwantowego w czasie

Wiemy juz, ze funkcja opisujgca stan uktadu moze by¢ wyrazona w réznych bazach,
a przejscia z bazy do bazy dokonuje sie za pomocg transformaciji unitarnej, ktéra nie
zmienia stanu uktadu fizycznego

On = Z L'—nsi—z's U= Z Cn Z([_— le Z Z Us snCn@Ps = Z C;OS'
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gdzie U macierz unitarna, UUT = I, podobnie zmianie ulegajg macierzowe
reprezentacje operatoréw (np. A)
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Transformacje unitarne stuzg tez do wyrazania zmiany stanu uktadu fizycznego w
czasie; zmiane stanu z uptywem czasu mozna wyrazac na kilka sposobéw.

Obraz Schrodingera.

operatory nie zalezg od czasu i w czasie sie nie zmieniajg (ich widma wartosci
wiasnych = mierzalne wartosci wielkosci fizycznych nie ulegajg zmianie)

zmiana w czasie stanu uktadu okreslona jest przez zmiane wektora stanu (i funkgciji
falowej) w przestrzeni Hilberta (*)

P&, =SOPE), P& =9 t=0)

dla t=0 S=I, S musi by¢ unitarny, zeby ¢ byta unormowana w kazdej chwili czasu,
ST)S(t) =1
(SyIS¥) = (I STS [)

postaé (*) wstawiona do réwnania Schroédingera zaleznego od czasu daje
(opuszczam symbole operatorowe)

as(t
[lh a( ) _ HS(t)] W(E) =0
zatem

aS(t)
ot

ih = HS(t)



jesli H nie zalezy jawnie od czasu, to

S(t) =exp (—%Ht)

zatem zmiana stanu z uptywem czasu realizuje sie jako:

Y(E D) = exp(— 3 HE)$(©)

dziatanie ,operatora ewolucji uktadu kwantowego w czasie” — trzeba rozwing¢ funkcje
exp w szereg; jesli dodatkowo rozwiniemy (¢) na stany witasne H, Hop,, = E,, ¢,

(w chwili t=0)
Y= z an P,

to (1%)

Y0 = z An P €XP <_%Ent) = Z an () @y

n n

... ewolucja w czasie to zmieniajacy sie rozktad na stany wtasne i H, wspotczynniki
rozwiniecia ewoluujg periodycznie w czasie ...

ale: |a,, (t)|* - czyli prawdopodobiefstwa — juz od czasu nie zalezg (!); zmianie w
czasie ulegajg tylko czynniki fazowe w funkc;ji falowej;

Obraz Heisenberga

zapostulujmy, ze wektory stanu nie zmieniajg sie w czasie i zobaczmy jak wowczas
musiatyby zmieniac sie operatory;

Y () =S ®Ps(§,t)
oraz (**)
Fy(t) = STH()FsS ()
gdzie indeksy H,S — oznaczajg obrazy Heisenberga i Schroédingera;
zachodzi takze Fy(0) = F ;
zatem zmiana operatora F po czasie At w obrazie Heisenberga bedzie:

F(t + At) = STH(A)F(t)S(AY)



ale pamietajgc o postaci (exponentalnej) operatora S ,
STIFS = (1 + %HAt + )F (1 — %HAt + - ) =F +%[H, FlAt + -
zatem
F(t+At) = F(t) +%[H, FlAt + ---

w granicy At = 0 dostajemy (pozostate wyrazy znikajg) (***)

dF_l[FH]
dt  ih" "’

a to oznacza, ze operatory przemienne z H (takze sam H) nie zmieniajg sie w czasie,
pomimo formalnej zaleznosci (**);

oba obrazy sg wiec rownowazne

Obraz oddziatywania

W wielu przypadkach poduktady uktadu fizycznego oddziatujg ze sobg w sposob
Zmienny w czasie; np. w procesach rozpraszania i zderzen, oraz w procesach
wzbudzen (oddziatywania ze swiattem, tzn. zmiennym w czasie polem elektro-
magnetycznym)

H=H0+V

gdzie V jest operatorem oddziatywania, operator ewoluujgcy funkcje z obrazu
Schrddingera do obrazu oddziatywania definiuje sie jako

S(t) =exp (%H@)

Y&, t) = S(OPs (&, 1)

réwnanie Schrodingera dla funkcji g (&, t)

ot = (HO + V)l/)S(E' t)

po wstawieniu Yg(&,t) = ST1(H)y,(¢,t) dostaniemy réwnanie w obrazie
oddziatywania

ih alljl (f: t)

ot = V]l,[)](f; t)



gdzie
V, = S)VST(t)

i podobnie zmieniajg sie wszystkie inne operatory F,

i [
= o ) o )
a zatem zgodnie z (***)
df;, 1
T [F1, Hyl

tu operatory ewoluujg w czasie tak jak w obrazie Heisenberga (ale dla Hp), a
zmiennos¢ w czasie wektora stanu (i odpowiedniej funkcji falowej) opisywana jest

tylko operatorem oddziatywania V . (logiczne, gdyz stan zalezy od zmieniajace;j sie
rzeczywiscie w czasie postaci oddziatywania)

Przejscia kwantowe wywotane zewnetrznym zaburzeniem

Niech na uktad, o niezaleznym od czasu hamiltonianie Hy , dziata przez czas At
zaburzenie V(t)

(W), 0<t<At
V(t)_{o, t<0,t>At

np. wkgczamy i wylgczamy pole elektryczne, swiatto laserowe, przez uktad (o
skonczonych rozmiarach) przelatuje natadowana czgstka,...

catkowity hamiltonian

H=H,+V(t)
réwnanie Schrodingera
., 0Y

nie posiada stacjonarnych rozwigzan;

do analizy nadaje sie obraz oddziatywania;



funkcje przedstawimy w postaci rozwiniecia na stany wtasne Hy (0 energiach E, ),

tzn.na @Qn , tak jak w (1*), ale teraz wspotczynniki rozwinigcia mogg jawnie
zaleze¢ od czasu, gdyz H =H(t) = Ho +V(t) (2%

b= aut)pyexp (-~ Eut)

[ zauwazmy, ze przypomina to rachunek zaburzen, ale tym razem zalezny od czasu |
zatézmy, ze w czasie t<0 uktad znajdowat sie w stanie stacjonarny m-tym,
[

Yinit = Om EXP < 7 Emt)

tzn. a,,(t) = 6, dla t < 0, apo czasie At wspotczynniki rozwiniecia znéw
przestajg zaleze¢ od czasu; dla t > At majg one inne wartosci, ,uzyskane” w wyniku
dziatania V;

po czasie At

[
lpfin = Z Apm (AL) @y, €Xp <_ EEnt>

n

prawdopodobienstwo tego, ze uktad po czasie At znajdzie sie¢ w stanie @n
o energii E,

an(At) = |anm(At)|2
... komentarz ...

- niezalezne od czasu zaburzenie powoduje zmiane struktury energetycznej uktadu,
- zalezne od czasu zaburzenie (w czasie At ) moze powodowac przejscia kwantowe

wstawienie (2*) do rownania Schrodingera (zal. od czasu), pomnozenie z lewej
przez ¢, iscatkowanie po zmiennych przestrzennych prowadzi do (***)

h d = wW()|l J
; E%(t)—Zw (DI exp(iont)a(®)

[trzeba skorzysta¢ z pochodnej iloczynu a(t)exp(-i/REnt) ; uwaga: zamienitem indeksy ]

gdzie

W (O)11) = f GIW 9 dE, Ry = E, — E



dalej dla uproszczenia bedziemy zaktadali, ze (n|W (t)|n) =0
(* mozna pokazac, ze nie zmienia to ostatecznych prawdopodobienstw przejs¢)

Uwaga:
réwnanie (***) jest uktadem réwnan rézniczkowych na szukane wspotczynniki a,, (t),
a zatem mozna je rozwigzac przy jakichs zadanych warunkach poczatkowych

rozwigzanie doprowadzi nas do prawdopodobienstw przejsc

naszym przyjetym warunkiem poczatkowym na a,,(t) jest

an(o) = Onm
dla t bliskich 0 , mozemy utrzymac ten warunek (zaburzenie stabo zmienne w

czasie), zatem w pierwszym przyblizeniu otrzymujemy

d .
ih%ag,)l = (MW (t)|m) exp(iwymt)

a rozwigzanie (****)

t
1
A (©) = [ W (@) lm) expliaonnt’) de
0

podstawiajgc te warto$¢ do prawej strony réwnania (***) mamy

d
ihaa,(f,% = (n|W(t)|m) exp(iwpmt)

t
1
o Y WO expont) [ @IWEm) explionmt) de
n’ 0
(n'+m)

jego rozwigzanie otrzymujemy podobnie jak w (****), a postepujgc tak iteracyjnie
otrzymamy nieskonczony szereg na a,,,, (t),

ale jak pokazemy p6zniej, w konkretnych sytuacjach fizycznych mozna czesto
zatozyc, ze albo

(a) czas At dziatania zaburzenia jest niewielki,
albo
(b) W stabo zalezy od czasu — tzn. stabo zmienia wspotczynniki a,, (At) ,

zatem mozemy postugiwac sie pierwszym rzedem rachunku zaburzen (zaleznym od

czasu) izatem (5%)




At 2

| of J (n|W (t)Im) exp(iwymt) dt
0

Prawdopodobienstwo przejscia na jednostke czasu (definicja)

jesli przyja¢ przyblizenie, ze W(t) prawie nie zalezy od t, tzn. W(t) ~W, (przejscia
pod wptywem statego zaburzenia), wowczas

At

j _ exp(iw,,At) — 1
(n|W(@)|m) exp(iwp,t) dt = (n|W|m) .

wnm

2
W (At) = 73 [(n|W|m)|?F (Ey, — Em,)
gdzie
1 — cos [(En —E,;) %

F(En - Em) = 2
[% (En - Em)]

dla E,, = E,, funkcja ma warto$¢ maksymailng = %At2 i znika dla kolejnych wartosci

|E,, — E,,,| = k@, k=1,2 ... F=0, dladuzych At mozna jg przyblizy¢ funkcjg

delta Diraca,
F(E, —E,) = Atmhé(E,, — E)

zatem prawdopodobienstwo na jednostke czasu (predkosc¢ przejscia)

Wpm 2T 5
Pon = = — [(n|[W|m}|* 6 (Ep — Ep)
At h
a zatem state zaburzenie nie moze przeprowadzi¢ uktadu do standw o innej energii,
ale moze zmieniac¢ stan uktadu w ramach zdegenerowanej wartosci wtasnej E,, ,

w szczegolnosci moze dotyczy¢ to przejs¢ w widmie ciggtym, ale wéwczas nalezy
zsumowac P po wszystkich stanach koncowych (n) o tej samej energii i usredni¢ po
stanach poczatkowych (m),



jesli gestosc standw (granica ilosci standéw w przedziale [E,, E, +AE] dla AE ->0)
wynosi g(E,), to

- _ 21
Pan = [ 8B = B Bun(B) dB = S [nlWm)I? ()

(gdzie jawnie wyeksponowatem wyraz §(E,, — E,,) pod catkg)

W przypadku gdy W(t) jest funkcjg periodyczng w czasie,
W(t) = wtexp(Fiwt)

wyrazenie (5*) bedzie

2

. 1 At
Wi (80) = 1 | [ W (©)lm) exp(i(onm + @)0) de
0

i w rezultacie analogicznego rozumowania dostaniemy

ZT[ + 2
Bon = 7 [(n|w*|m)] 8(Ep — Epy  how)

[w ,analogicznym rozumowaniu” musieliémy przyjaé, ze W*(t) przypomina

[ ] 1

N
7

teraz przejscia mogg zachodzi¢ tylko pomiedzy stanami, ktérych energie
roznig sie o hw

Przejscia pod wptywem promieniowania elektromagnetycznego

Podejscie potklasyczne (podejscie Scisle kwantowe — tylko na gruncie kwantowej
teorii pola — elektrodynamiki kwantowej)

tu uktad fizyczny (atom, molekuta, krysztat...) traktowane sg kwantowo, natomiast
pole elektromagnetyczne klasycznie,

w klasycznej elektrodynamice pola E i B wystepujgce w réwnaniach Maxwella
mozna wyrazi¢ poprzez dwa potencjaty — skalarny i wektorowy  (6%)



B=rotA= VXA

E—_v 10A
B c ot

potencjat wektorowy nie jest okreslony jednoznacznie, lecz z doktadnoscig do
gradientu dowolnej (niezaleznej od czasu) funkcji skalarnej f, gdyz z definicji

VxVE=0

a zatem pola B i E pozostajg niezmienione; ale ped swobodnej czgstki ulega
zmianie

e
->p—-A
p—p c
(sita z prawa Newtona: F=dp/dt, sita od pola E: F=eE = -e/c dA/dt = p (od pola) =-e/lc A)

zatem hamiltonian dla elektronu w dowolnym potencjale V i polu opisanym przez
potencjaty ¢ i A ma postac¢

1 e .\? ,
=%<p_z ) —e(p+V=H0+H
gdzie
p?
Hy=—+V
7 2m
e e?
H=———(/p-A+A-p)+ A% —e@

2mc 2mc?
potraktujemy jako mate zaburzenie i:

a) zaniedbamy wyraz kwadratowy,
b) dla fali elektromagnetycznej nie ma statego potencjatu
c) wybierzemy takie cechowanie A, zeby [p,A]=0,

co prowadzi do pA=Ap, czyli [6C]

H = eA
T meP

wektor pola elektrycznego monochromatycznej (jedna czesto$¢ w) i liniowo
spolaryzowanej [e = (&4, €,,€,)] fali elektromagnetycznej

F(r,t) = Fecos(wt — kr)

zatem, za (6*b)



[(7)]

= _ﬂ{ei(wt—kr) _ e—i(wt—kr)}

2iw
przypomnijmy, prawdopodobienstwo przejscia ze stanu poczgtkowego m (i-init) do
stanu koncowego n (f-final) [8*]

277: + 2
Pon = 7 [{n|lw*|m)] S(En —E, * hw)

przy czym (—hw) odpowiada absorpcji ( E, > Ep ) natomiast (+hAw) — emis;ji.

Zaburzenie W(t) mozemy zatem zapisac
W(t) = wel®t + wteiwt
gdzie [9%]

eF

— —ikr
2imw

epe

a prawdopodobienstwo przejscia Py, ze stanu m do n (ukfadu opisywanego
hamiltonianem Ho) P, ~ [{n|w|m)|?

Przyblizenie elektryczne dipolowe

,Srodek” widma widzialnego to fale o dtugosci ok. 600 nm, co odpowiada energii
przejscia E = hv ok. 0.4 eV — typowe przejscia atomowe;

catka w [8*] jest liczona ,w zakresie rozpietosci przestrzennej” funkcji atomowych;

typowe promienie atomowe sg rzedu 1 A ~ 0.1 nm; na tej odlegto$ci pole elektryczne
fali elektromagnetycznej jest prawie state;

czynnik od pola w [9*] to exp(-ikr)

rozwijajgc



e I =1 —jKr + -
mozemy zostawic tylko ,1”.

zatem prawdopodobienstwo przejscia na jednostke czasu bedzie proporcjonalne do
kwadratu elementu [10a*]

~ € (n|p|m)
obliczanie P, wykorzystujac [10a*] nazywa sie formutg predkosciows;

ale, korzystajgc z wiedzy (FK-1) jak zmienia sie w czasie wartos¢ srednia operatora,
a tym samym elementy macierzowe

(%..—1?_;] + (2. _-lﬁ‘] =

— d .
A= — ), A) =
(iH v It

d
dt dt

1 S R
iﬁﬁr?_‘.;l?_,',l + (¥, _-lgﬂu; = ;{L A, Hy).

... €0 jest niczym innym jak rownaniem na ewolucje operatora A w obrazie
oddziatywania [(***)], zapisanym dla warto$ci $redniej tego operatora...

zatem,
mozemy napisac (np. dla jednej sktadowej x pedu) [m — masa]

m im
(nlpelm) = (nlmit|m) = — (nl[x, Hollm) = —(nlHox — xHolm)

ale Hy - jest hermitowski, zatem ten element jest proporcjonalny do
~(En — Em)(nlx|m)

a dla wszystkich trzech wspotrzednych (Swiatto niespolaryzowane)
~(Ey — Ep)(nlrlm)

jest formutg dtugos$ciows ;

musimy tez pamietaé, ze |E,, — E,| = hw .

er —ikr
epe
2imw p

macierzowym przejécia pojawi sie (n|er|m) - elektryczny moment dipolowy i jego

Zauwazmy, ze W = zawiera ,e”, zatem w elemencie

oddziatywanie z polem elektrycznym o natezeniu F i polaryzacji € ;

(moment ten jest indukowany przez pole F)



Regutly wyboru
Operator I jest nieparzysty (zmienia znak przy inwersji);

o tym czy dane przejScie n— m jest dozwolone decyduje rézna od zera warto$¢
elementu macierzowego przejscia.

Dla atomow lub jonow z jednym elektronem lub modelowanych atomow alkalicznych
mozemy oszacowac elementy przejscia biorgc funkcje wodoropodobne,

nalezy obliczy¢
(n''m'|r|nlm).
Zatézmy, ze mamy wprowadzone (choc¢by stabe) pole magnetyczne w kierunku osi Z

- jest to kierunek wyrdzniony i mamy Zeemanowskie rozszczepienie poziomow
energetycznych,

mozemy rozpatrywac kazdg sktadowag polaryzacji €r = €,x + €,y + €,z oddzielnie,
np. dla polaryzacji z=r cos(6) (polaryzacja n)

(n'l'm'|z|nlm)

= Nf R;kulrr3 Rnldrf
0 0

jest rézna od zeratylkodla m’=m;

21
P/ cos 8 P sin6 dé j elm=-m"e g
0

T

o ,sile przejscia” — wzglednym prawdopodobienstwie w poréwnaniu z innymi
przejSciami bedzie decydowata catka radialna;

dla polaryzacji wektora pola elektrycznego fali x = r cos(¢)sin(6) , prostopadtej do
kierunku pola magnetycznego Z (polaryzacja o) ,

2

(n'U'm'|x|nlm) ~ j cos @ elm=mYe gy

0
2

_1 i(m-m'+1)¢ i(m-m'-1)¢
2 ), [e +e ]dcp

jest rézne od zeratylkodla m’=m+1.

Podobnie dla polaryzacji Y.

Reguty wyboru dla przejs¢ pomiedzy stanami o i’ wynikajg z parzystosci:



funkcja W, Pprzy inwersji zmienia znak o (-1)I , zatemdla | =1 W*Wnie
zmienia znaku, ale r zmienia znak, zatem niedozwolone sg przejscia pomiedzy

stanami o tym samum | , adozwolonedla Al — nieparzystego;

doktadng warto$¢ Al mozna obliczy¢é z wzoréw rekurencyjnych dla le [
pamietajgc o ortogonalnosci wielomianéw Legandre’a,

np. dla sktadowej z

osg pr = d=mt DP + A+ mP,
: 20+1

ale
s
fP{,”’P[J’_rllsinedQ #0 dla I'=14+1,
0

i podobnie dla sktadowych x iy gdyz

P, —prt
. m_ Tl+1 -1
sin @ Pl _—2l+1
ostatecznie

Al = +1.

Jest to zgodne z kwantowg teorig promieniowania, gdyz foton posiada moment pedu
(spin) =1 [bozon], a zatem mozliwe sg tylko przejscia ze zmiang orbitalnego
momentu pedu o 1;

poniewaz moment przejscia nie zalezy od zmiennych spinowych - funkcje spinowe
sg ortogonalne, zatem

mowimy, ze przejscia interkombinacyjne (pomiedzy stanami o ré6znej multipletowosci)
sg wzbronione; w rzeczywistosci sg duzo mniej intensywne, a ztamanie tej requty
wigze sie z istnieniem oddziatywania spin-orbita (efekty relatywistyczne).

Promieniowanie wyzszych rzedow

W hamiltonianie zaburzenia H' = — %Ap efektywny operator pedu ma

kierunek potencjatu wektorowego (rzut); dla fali poprzecznej mamy zatem k-A =0
azatem k-p=0; przyjmijmy k wkierunku x i p w kierunku vy;



dla wysokoenergetycznego promieniowania, tzn. fal o matych dtugosciach,

przyblizenie e kr ~ 1 przestaje by¢ stuszne;

rozwazmy kolejny wyraz (w prawdopodobienstwie przejscia [w formule

predkosciowej])

|(n|p, (1 + ikxx)|m)|2

teraz istotny jest tylko wyraz i%pyx , ktory tgczy stany o tej samej parzystosci

(dotyczy przejs¢ wzbronionych w przyblizeniu dipolowym).

Poniewaz py, komutuje z X, zatem mozemy zapisa¢  [11]

1 1 1 1 . .
xpy = 5(xPy = Pxy) +5(xpy + Pxy) = S hly +5m(ty +x3)

pierwszy wyraz to z-owa sktadowa orbitalnego momentu pedu, czyli wyraz

proporcjonalny do magnetycznego momentu dipolowego to wyraz ten

2
~|(nfpur, [m)]

odpowiada promieniowaniu magnetycznemu dipolowemu (przy uwzglednieniu spinu

dochodzi jeszcze wyraz zwigzany ze spinowym momentem magnetycznym) .

Mozna pokazac, ze drugi wyraz w [11] jest proporcjonalny do

~[(n|xylm)|?

i odpowiada promieniowaniu elektrycznemu kwadrupolowemu (xy to sktadowa

tensora ll-go rzedu,....) ....



