Klasyfikacja stanow elektronowych (terméw) molekut dwuatomowych

na mysli mamy nieruchoma czgsteczke — formalnie przechodzimy do uktadu
rotujgcego wraz z rotacjg molekuty

symetrie molekuty AB to:

- niezmienniczos¢ wzgl. obrotow wokot osi wigzania
- odbicie w ptaszczyznie zawierajgcej oS wigzania

- inwersja (dla czgsteczek homojgdrowych AA)

niezmienniczy jest tez hamiltonian H, => istniejg operatory zwigzane z tymi
przestrzennymi operacjami symetrii (0 tym bedzie szczeg6towo pdzniej...),

ktére komutujg z H, zatem majg z H wspodlne funkcje wiasne -

— inaczej, stany wtasne H bedg sygnowane (numerowane) warto$ciami wtasnymi
tych operatorow;

e za niezmienniczo$¢ wzgl. obrotéw wokdét osi wigzania odpowiedzialny jest rzut
catkowitego momentu pedu na 0$ Z ( L? — nie jest juz statg ruchu) — L,

~ 0
L, e = _lhﬁwe = Ahy,

podobnie jak w atomach — degeneracja ze wzgl. na znak A

A 0 +1 12 13

symbol ) IT A )

e za odbicia — operator

GyPe = 1P,

e zainwersje
e = 1y,
znak wartosci wiasnej 6, : AT
(dla A # 0 stany sg podwdjnie zdegenerowane - opuszcza sie znak wart. wiasnej ;)

stany odpowiadajgce wartosci wiasnej inwersji +1 oznaczamy symbolem ,g”
(gerade — parzysty)

a te do wartosci -1 ,u” (ungerade — nieparzysty) : Ag/u

H komutuje takze z operatorem kwadratu catkowitego spinu (i rzutu) S?



stany oznaczamy krotnoscig (2S+1): 2S“A,

niezamknietych powtok

spin dotyczy elektrondéw z

przyktady

- stan podstawowy czgsteczki H, ) 5
- stan wzbudzony czasteczki H. 12;
- stan podstawowy czgsteczki He," 22;
- stan podstawowy czgsteczki OH 1

pamietamy, Zze energie tych standw sg funkcjami R — odlegto$ci miedzy jgdrami,
(parabolicznymi w poblizu odlegto$ci rownowagowej — dtugosci wigzania)

Symetria w mechanice kwantowej i elementy teorii grup

def. grupy

Zbiér (skonczony lub nieskonczony) elementéw {g} tworzy grupe gdy:
- zdefiniowana operacja mnozenia (ztozenia) gi102=g3z € G

- (9292)9s = 91(9203)

- istnieje tylko jeden element tozsamosciowy e, eg=ge =g

- kazdy g posiada element odwrotny g* , ggl=e

ilos¢ elementéw, m = rzad grupy

grupy abelowe (przemienne): gi0> = g20: lubinaczej [g1,02]=0
podzbiér G, bedacy grupg nazywa sie podgrupg

przyktady podstawowe

- zbior elementoéw [0,1] z dodawaniem zdefiniowanym jako
0+0->0
0+1->1
1+1->0

tu e =0 - element tozsamosciowy , 1 — jest odwrotnos$cig dla siebie



- macierze kwadratowe A o elementach rzeczywistych, rzedu n o det|A| # 0,
ze zwyktym mnozeniem macierzy (nieskonczona)

- grupa liczb zespolonych {1, -1, 1, -i } z dziataniem jako zwyktym mnozeniem

- grupa (nieskonczona) wektoréw w 3D, 2D (nD) z dodawaniem

- grupa (nieskonczona) wektorow dyskretnych (bedgcych kombinacjami liniowymi nie
wspotliniowych wektoréw bazowych R = m,d, + m,d, + msds , m;— catkowite
(podgrupa poprzedniej)

Wiasnosci grup

9" =ggg...g -nrazy

dla grup skonczonych, tworzac ciag e, g, g% g° ....g", ...
gdy pierwszym powtarzajgcym sie elementem grupy bedzie e =g"

to grupe nazywamy grupg cykliczng (definicja)

definicja
01 | g2 nazywajg sie sprzezonymi (rownowaznymi) gdy istnieje taki x € G, ze
Xgix =09z ,

sprzezenie (relacja rownowaznosci) jest: a) zwrotne, b) przechodnie

wazne (bez dowodu)

relacja rownowaznoséci dzieli grupe G na roztgczne zbiory — tzw. klasy, wszystkie
elementy wzajemnie sprzezone nalezg do jednej klasy

- element tozsamosciowy stanowi zawsze klase jednoelementowg
gdyz e jest z definicji przemienne z kazdym elementem grupy...

- w grupach abelowych wszystkie klasy sg jednoelementowe

gdyz: xgix'=g, => XX'01=02 => eQg1=0> => g1=0

Izomorfizm

Dwie grupy G i H jednakowego rzedu sg izomorficzne jesli pomiedzy elementami
tych grup istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzgdkowanie, takie, ze

Jesli g1 < h]_ | J2 < h2 to 0102 < h1h2

elementowi e odpowiada e, g odpowiada h*



Homomorfizm

Grupa G jest homomorficzna do grupy H gdy kazdemu elementowi G
przyporzgdkowany jest jednoznacznie element grupy H, ale jednemu elementowi
z H moze odpowiadac wiecej niz jeden elementz G

homomorfizm nie jest zwrotny

Przeksztatcenia symetrii (w 3D )

przeksztatcenia elementarne
(a) obroty, (b) odbicia w ptaszczyznie, (c) translacje

przeksztatcenia te tworzg grupy: grupy symetrii danych obiektow (atomdéw, molekut,
bryt, ciat, krysztatow,...), lub po prostu operacji symetrii przeksztatcajgcych przestrzen

przeksztatcenia symetrii (elementy grup symetrii) przeprowadzajg obiekty w siebie
(punkty obiektow w punkty réwnowazne lub w te same punkty)

obroty i odbicia mogg posiada¢ punkty nieruchome — grupy punktowe

ale ich ztozenia (iloczyny) nie muszg takich punktéw posiadac

ciata o skonczonych rozmiarach majg zawsze jeden punkt nieruchomy - ich grupy
symetrii nie mogg zawierac translacji;

translacje dotyczg obiektow nieskoriczonych i periodycznych;

przyktady

1. grupa ztozona z obrotéw o wielokrotnosci katow 2m/4 (90°) , skonczona,
cykliczna, posiada 4 elementy C4={ e, C4, C4%, C4°}

2. grupa ztozona z obrotéw o wielokrotnosci katow 2m/n , skonczona, cykliczna
posiada n-elementéw

3. grupa symetrii tréjkata réwnobocznego Cs, = {e, Cs, C3% o1, 62, o3 }

albo molekuty BH3



4. grupa (nieskonczona) ztozona z wszystkich obrotow uktadu wspotrzednych w
kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej (3D) — SO(3)

odbicia w ptaszczyznie zawierajgcej 0$ symetrii oznaczamy Gy

odbicia w ptaszczyznie prostopadtej do osi symetrii oznaczamy Ch

przeksztatcenia w przestrzeni (ptaszczyznie) mozna reprezentowac przez macierze,
np. obrét wektora v = (vy,vy ) 0 kat a wokoét osi prostopadtej do ptaszczyzny (XY)
Vy =V, Cosa —Vysina
[ — .
Vy = VySina + Vv, Cosa
mozna reprezentowac
cosa —sina
R(a) = [ . ]
sina cos«a

a obrét uktadu wspotrzednych o kat o - jeden z mozliwych elementow grupy SO(3) -
odpowiadac¢ bedzie obrotowi wektora o kat -a odpowiednia macierz

R (a) = [ CO.S a sin a]
—sina cosa
a obrot wokét osi Z w 3D [element z grupy SO(3) ]

cosa sina O
—sina cosa O
0 0 1

natomiast przeksztatcenie bedace ztozeniem (w 3D) obrotu o kgt © wokot osi i
odbicia w ptaszczyznie prostopadtej do osi: g=Gh * C2

-1 0 O

0 -1 0

0 0 -1
to po prostu inwersja ;

g - dziata na wektory w 3D, a R(g) na ,funkcje” bedace wspotrzednymi tych
wektordw fi(X) =x, fa(x) =y, f:(X) =z ,

ogodlnie:

przeksztalcenie wspoétrzednych w przestrzeni ma konsekwencje na postacé

funkcji tych wspétrzednych - funkcje ulegng zmianie tak, jakby dziataty na nie
jakies operatory



przyktad — translacja - przesuniecie poczgtku uktadu wspétrzednych (np. w jednym
wymiarze) o ,-a” skutkuj tym, ze punkt x ma teraz wspétrzedne X’ =x+a , tzn. tak
jakbysmy przesuneli go operacjg t, o wektor ,a”,

natomiast funkcja f(x) ma teraz posta¢ g(x)=f(x-a) tzn. tak jakbysmy podziatali na
f(x) pewnym operatorem Af(x) = g(x) = f(x-a) = f(t}(x))

w mechanice kwantowej:

przestrzennym operacjom symetrii na uktadzie fizycznym odpowiadaja
operatory dziatajgce na funkcje wlasne, np. hamiltonianu tego uktadu
fizycznego

w 0golnosci,
operacji symetrii przestrzennej R odpowiada zmiana funkcji f(r) = f(x,y,z)
Df(r) = f(R™'r)

jesli dokonujemy obrotu w 3D, czyli operaciji Rr ( z grupy SO(3) ), to operacji tej
odpowiada macierz [3x3] — ortogonalna (gwarancja zachowania iloczynu skalarnego)

obrotom o dowolny kat woko6t pewnej osi odpowiada pewien operator zwigzany z
operatorem momentu pedu ...

Rozwazmy obrét o nieskonczenie maty kat

(obrét o dowolny kat - to cigg obrotdéw o dowolnie mate katy)
obrot o kat ¢ wokot osi mozna zdefiniowac poprzez wektor ¢@ lezacy na osi,
ktérego dtugos¢ odpowiada katowi obrotu (w radianach);

obrot przeksztatca ptaszczyzne prostopadtg do osi; wektor I' lezgcy w tej
ptaszczyznie przechodziw (*)

Fr=r+rxe

gdzie @ mozna ztozy¢ z 3 obrotow o katy @x , Qy , Pz, wokot osi — odpowiednio
-XY, 2z



zobaczmy jak zmienia sie funkcja F(x,y,z) (rozniczkowalna) przy ,nieskonczenie
matym obrocie” o ¢ [zobaczymy jak wyglada operator zmieniajgcy funkcje]

D(p)F(X,y,z)=F(r') =
F(X+zp, —Y@,,Y =20, +X@,, 2+ Y@, —X@,)

rozktadajgc w szereg Taylora i zachowujgc tylko wyrazy liniowe (**)

D(p)F(x,y,2) =F(X,y,2) +
(29, —¥9,) 5 +(XQ, —29,) 5, + (Yo, —X@,) T +..
=(1+i1Lp)F(x,y,2)
gdzie
L=—irxV

jest (z doktadnoscig do statej Plancka) operatorem momentu pedu — tu nazywa sie
operatorem nieskoinczenie matego obrotu

petne rozwiniecie (**) daje

_a (i(Lp))* (i(Le))" | _ e
D(gp)—l+|(L¢)+T+...+—I+...—e( )

n. (***)
__ Alln(Ly)
D(§0) =€ , gdzie L — operator momentu pedu;

wielkos¢ fizyczna F — a tym samym reprezentujgcy jg operator F - jesli nie zalezy
jawnie od czasu (nie zmienia sie w czasie) i jesli [ﬁﬁ] = 0 nazywa sie statg ruchu

to sie wigze z twierdzeniem Noether
... kazda ciggta symetria generuje pewne prawo zachowania...

w tym przypadku: zasada zachowania momentu pedu odzwierciedla
niezmienniczos¢ uktadu wzgledem obrotéw (o dowolne katy wokodt dowolnych osi)



Elementarna wiedza z zakresu teorii reprezentacji

operacje symetrii g reprezentowalismy juz za pomocg macierzy ortogonalnych
(unitarnych) R(g)

jesli operacje symetrii tworzg grupe G, to — przez izomorfizm — macierze R(Q)
reprezentujgce g, teztworzg grupe;

mozemy jednak pomysle¢ o funkcjach, ktore sg transformowane poprzez operatory
ﬁ(g) odpowiadajgce operacjom symetrii g .

Wezmy dowolng funkcje ¢ = ¢ (r), po wykonaniu operacji g nar , funkcja ¢ (r)
staje sie inng funkcja [tych samych wspdtrzednych-argumentéw] tzn. @s (r)

Do(r) = p(g7'r) = ¢y(r)

te nowg funkcje @s mozna traktowac jako otrzymang z ¢ po dziataniu na ¢
pewnym operatorem D (zaleznymod g), UWAGA:

@, (r) =p(r') = p(9,r) = D(g,)e(r)

stosujgc kolejno wszystkie operacje g grupy G, do funkcji ¢ otrzymamy h
(rzad G) funkcji @1, @2, P3, ... , On,

z ktérych n  niech bedzie liniowo niezaleznych,

tworzg one przestrzen funkcyjng n-wymiarowg z wybrang bazg (r)

dziatanie D(g) na @;(r) daje
D(9)e(r) = chi(Pj (r) :ZDji(g)(Dj (r)
j j

otrzymujemy macierzowe reprezentacje D, atym samym macierzowe
reprezentacje operacji symetrii g

posta¢ macierzy D iich wymiar, n, zalezy od wyboru funkcji ¢
[komentarz ...

D moze dziata¢ tez na funkcje wektorowe x,y, z, ( 3 funkcje, przyjmujgce
wartosci wspotrzednych punktu r, F1(r) =x, F2(r) =y, F3(r) = z); przy takim
wyborze ¢, D(g) =R(9) ]



dla macierzy reprezentacji D, zachodzi
D(g p)D(gq)(oi = D(gp)szi(Pj = ZDjiszj§Dk =
j j k

=2 > DD, = 2-Dy(9.)0 = D(9,)¢,

- zgodnie z prawem mnozenia macierzy i pamietajac, ze gs = Jp Jq

definicja
Jesli kazdemu elementowi g z grupy G przyporzadkowana jest macierz

kwadratowa D (rzedu n), zwyzej zdefiniowanym iloczynem, to zbiér
macierzy D(g) tworzy n-wymiarowa reprezentacje grupy G. Oznaczamy ja D.

zbiér operatoréw tworzy reprezentacje operatorowg

zbidr liniowo niezaleznych funkcji tworzy baze reprezentaciji
(dalej przyjmujemy, ze zawsze méwimy o bazie ortonormalnej)

elementy macierzy reprezentacji sa:
D;(9) = [ #;D(9)pdr =, | D(9)p, )
transformacja unitarna (ortogonalna dla ¢ rzeczywistych)
g+ — (S*)T _g

pozwala “przejs¢” z bazy do bazy...

przypomnijmy, ze dla macierzy unitarnej zachodzi: (A)
Z Sy = 9
k
(ortogonalnos¢ ze wzgledu na kolumny i wiersze) gdyz

S'S =S§7 =1



Twierdzenie
dla bazy ortonormalnej, macierze D sg unitarne

dowdd: (pamietamy, ze g zachowuje dtugosci wektoréw a zatem tez element obj.)
8y = [@{ (N, (dr = [ ("), (r')dr’ =
[oi (g™ (g r)dr = 20D, [ i (r)p, (dr

:ZDkiDlj5k| ZDlekj_ ij
I

(skorzystatem z faktu, ze jakobian transformacji =1, bo objetos¢ [dtugosSci
zachowane] dxdydz nie ulega zmianie);

bo to jest warunek (A).

tatwo pokazac (co jest oczywiste), ze przy przejsciu z bazy do bazy (B)
S'DS =D
takie reprezentacje nazywajg sie rbwnowaznymi.

Ponadto:

$lad macierzy oraz wyznacznik nie ulegajg zmianie przy przeksztatceniach
unitarnych (B)

e jesli wszystkie macierze reprezentacji sg rozne to reprezentacja jest wierna

jesli nie, to mamy homomorfizm grupy G 1 grupy macierzy F

Reprezentacje przywiedlne (redukowalne)

jesli transformacja unitarna (zmiana bazy) przeprowadzi wszystkie macierze
reprezentacji do postaci

D(g) O .. O

0 0 0
D(g) = D,(9)

0 0 ... D,(9)

z ustalonymi wymiarami Di

to reprezentacja D jest redukowalna, (przywiedlna);



jesli nie mozna juz dokonac dalszej redukcji za pomocg transformaciji unitarne;,
to Di - nazywajg sie reprezentacjami nieprzywiedIinymi (nieredukowalnymi)

redukowalnos¢ reprezentacji oznacza , ze mozna tak przetransformowac jej
baze, ze ,,podbazy” transformuja sie tylko w siebie pod wptywem operacji
grupy G

w ogolnosci, niektére Di mogg by¢ wzajemnie rownowazne

Podstawowe twierdzenia z teorii reprezentacii

e Twierdzenie Burnside’a (dla grup skonczonych)
N, — wymiar nieredukowalnej reprezentacji grupy
N - liczba wszystkich nieredukowalnych reprezentacji grupy

h - rzad (wymiar) grupy

e liczba reprezentacji nieprzywiedinych N réwna jest liczbie klas N,

N =N,

e wymiary nieredukowalnych reprezentacji sg dzielnikami rzedu grupy,

e zawsze istnieje jedna reprezentacja ,jednostkowa” - (funkcja stata nie
zmienia sie pod wptywem zadnej operaciji grupy);

twierdzenia te pozwalajg jednoznacznie wyznaczy¢ wymiary wszystkich
nieredukowalnych reprezentacji danej grupy

poza tym:
e wszystkie nieredukowalne reprezentacje grup abelowych sg jednowymiarowe

¢ dla skonczonych grup punktowych, reprezentacje mogg by¢ co najwyzej 3-
wymiarowe (ze wzgl. na izomorfizm z macierzami przeksztatcen R)

e jesli [H,D]=0, i operatory symetrii D nalezg do jakiejs grupy G, to funkcje
nalezgce do zdegenerowanej wartosci wkasnej H stanowig baze jakiejs
nieprzywiedlnej reprezentacji grupy G (bedgcej grupg symetrii H, a tym
samym grupg symetrii danego ukfadu fizycznego)




jest tak dlatego, poniewaz:

niezmienniczo$¢ H wzgledem operacji g € G — grupy symetrii hamiltonianu (ukfadu
fizycznego) oznacza [*]:

H(g™'r)=H(r)

albo inaczej
D(g)H (Nw(r) =H(g 1w (g7r) = H(r)D(g)w(r)
#(x)
a to oznacza: D(g)H = HD(g)
ale z [ H(Nw (97 r)=Ew(gr);

widaé, ze funkcjom !//(I’), l,z/(g‘lr) odpowiada ta sama warto$¢ wtasna E;

dziatajgc operacjami D(g) na dowolng funkcjg \yj pozostajemy w zbiorze funkcji
odpowiadajgcych E, zatem:

funkcje wtasne H odpowiadajace zdegenerowanej wartosci wiasnej H tworza
baze reprezentacji D grupy symetrii G hamiltonianu;

kazdej reprezentacji nieprzywiedlnej powinna odpowiadac inna wartos¢ wtasna
energii (za wyj. degeneraciji tzw. przypadkowej);

dana nieprzywiedlna reprezentacja D grupy G, jest na ogét przywiedina
(redukowalna) w podgrupie G’ (tej grupy),

[gdyz zmniejsza sie liczba klas i wymiar]

ma to podstawowe znaczenie w okreslaniu rozszczepienia zdegenerowanych
poziomow energetycznych uktadu fizycznego pod wptywem zaburzenia, ktére obniza
symetrie tego uktadu.




