Atomy wieloelektronowe

4. Przyblizenie centralnego pola (idea)

przypomnijmy H

I Rl S Y ) S 2t

Inl) 231 217
widzieliSmy dla He, ze wptyw oddziatywania e-e trudno uznac¢ za maty...
ale oddziatywanie miedzy elektronami, mozna podzieli¢ na
- czes$c¢ centralng (sferycznie symetryczna energia potencjalna zalezna tylko od r;

(ta czes¢ oddziatywania kulombowskiego (sity) od pozostatych elektrondw,
skierowana centralnie do jgdra)

S(ry)

oraz czesc¢ niecentralng

v=> 12 S
= — — = T;
; 2j¢i|ri Tj|

ta czesc¢ jest mata i moze by¢ traktowana rachunkiem zaburzen....
ale nie wiemy jaka ona jest ...

ostatecznie

gdzie
_ Z
U(T‘) = —;-I‘S(T')

Jako suma hamiltoniandéw jednoelektronowych, o centralnym potencjale, rozwigzania
bedg miaty postac

Pnimo = R (MY (6, ) x(0)

c=Ms.

5. Konfiguracje elektronowe i termy

Uwaga wstepna: komutacje:



Twierdzenie: komutujgce operatory majg wspolne funkcje witasne

a) Wspdlne funkcje wkasne => komutujg
(tzn. jesli majg okreslone wartosci w danym stanie — posrednio wynika to z
zasady nieoznaczonosci)

Fy=f¥, MP=m?,
(MF — FM) ¥ = (fm-mf) ¥ =0 => [M,F]=0

b) Komutujg => wspodlne funkcje wtasne
zatézmy dla uproszczenia, ze widma M i F sg niezdegenerowane,
zatozenie MF-FM=0, MY¥=mY¥, podziatajmy z lewej strony F
FM Y = mFY, a korzystajgc z przemiennosci
M(F¥)=m(F¥) *

to oznacza, ze FVY jest funkcjg wtasng M do wartosci wtasnej m, ale zatozylismy, ze
widmo energii jest niezwyrodniate, to F'¥ moze r6znié sie od V¥ tylko czynnikiem
liczbowym, jesli oznaczymy go przez ,f°, to F¥Y=f¥.

Na ogét jednak moze by¢ taka sytuacja, ze funkcje wtasne jednego z
operatoréw (F) tworza podprzestrzen funkcji wlasnych drugiego (M),
nalezacych do zdegenerowanej wartosci wiasnej m.

Z (*) widac, ze zaréwno ¥ jaki FY¥ sg funkcjami witasnymi M do tej samej wartosci
witasnej m;

przyktady
- komutujgce operatory L%i L; : funkcje kuliste Yim
- dalej, Lz komutuje z h(i), funkcje wtasne h - R(r)Y\m(0,¢), a energie nie zalezg od m

- funkcje wlasne pedu sg wlasnymi H czgstki swobodnej, ....

Ma to szczegdlne znaczenie we wptywie symetrii (poprzez operatory symetrii — state
ruchu) na widma H;

operator momentu pedu to tez operator zwigzany z symetrig (niezmienniczosci
uktadu wzgledem obrotow)

Ogolnie mozemy méwié o zespole zupetnym operatorow komutujgcych z H;

W przypadku dwoch nieoddziatujgcych elektronow w He, lub w przyblizeniu
centralnego pola, te operatory to:

a2 a5
ll’ llZ! l2! l2Z



a odpowiadajgcy im zespot liczb kwantowych
ly, my, I m,
w zasadzie dochodzg jeszcze operatory i liczby spinowe,

AZ T AZ T A A -
11,4205, 152,812, 522 i liczby l1, my, lz, m;, Mgy, Mgy

ny,l1,n2,l2, opisujg konfiguracje elektronowa; odpowiadajgcy im poziom
energetyczny jest wielokrotnie zdegenerowany (21:+1)(2I,+1) razy — rozne funkcje
falowe odpowiadajgce energii (jako wartosci wtasnej Ho) ;

uwaga: to jest stuszne dla l; # [, , adlal; = [, jest mnigj funkcii
wyznacznikowych, ze wzgl. na zakaz Pauliego.

Mozna tez wybrac inny zupeiny zespot operatoréw komutujgcych z H
ZZ; Z%; EZ; EZ
i odpowiadajgce im liczby kwantowe
ly,l,,L,M.
**)
Przejscie od jednego zespotu funkcji do drugiego to tylko inny wybor bazy

Konfiguracja Nny,l;,ny,l; pozostaje (21;+1)(2l,+1) razy zdegenerowana, gdyz liczba
roznych wartosci L i wszystkich mozliwych M jest taka sama

... mozliwe L zmieniajg sie od |l; — I5| ... do ( I;+]; ) a dla kazdego L mamy 2L+1
mozliwych M .... suma szeregu arytmetycznego

(201 = 1) + 1]+ [(2U; + 1) + 1]
2

QL+D)=QL+1D2L+1).

W przyblizeniu centralnego pola, H komutuje z L? i L., ale energie konfiguracji
pozostajg zdegenerowane,

natomiast

1 1
V=Y, Ezfﬂm — S(r;) | - jako ,zaburzenie” potencjatu centralnego pola
Y

nie komutuje jednak z liz, loz , i tym samym znosi degeneracje ze wzgledu na L ;
[natomiast pozostanie degeneracja ze wzgl. na L, - nie ma wyréznionego kierunku]



rozpad konfiguracji na stany (poziomy energetyczne) numerowane przez L, to
rozpad na termy, dodatkowo dochodzi krotno$¢ (od catkowitego spinu) — 2S+1

ostatecznie termy oznaczamy przez 25+1],

stan podstawowy He to Is,

termy wzbudzonej konfiguraciji 1s2s to 33, 1s

mozliwe termy konfiguraciji 1s2p to p,p

termy konfiguracji 2p3p to %3, 1s, %P, P, °D, 'D
ale w 2p? mozliwe termy to juz tylko °p,1s,'D

Jak rozpoznac, ktére termy sg mozliwe?

Nalezy wypisac¢ wszystkie funkcje (wyznaczniki Slatera ze spinorbitali) tzn. w jezyku
(1, my, I, my, mgy, Mg, ) @ W zasadzie w jezyku (mq, m,, mgy, Mg,) (gdyz,
méwimy o ustalonych | dla danej konfiguracji) — zachowujgc zakaz Pauliego i

nierozréznialno$¢ elektrondw — i przypisac je mozliwym termom, ktére sg
zdegenerowane ze wzgl.na Sz i Lz

Przyktad

Tabela 7.1. Termy konfiguracji np?

Stan ' M L ! My ' Identyfikacja
+ + '
a 0 1 1 3p
+ o+
a4 -13 0 1 3p
+ o+
0 —13 wif 1 sp
i 1 2 o |
a o 1 0 1D 43P
" =1} 0 0 © . | 'D+3P+1S
0 1 1 0 1D 43P
0 0 0 0 1D 43P 41§
e
© -1} =1 0 1D 43P
-1 0 0 0 1D +3P+18
-1 0 | -1 0 | D4+3p|
(-1 -1} = 0 | '»
a .0} 1 b 3p
i w1} 0 =1 sp
iD =13 af | =f sp '




lub inaczej: wypisujemy wszystkie mozliwe wyznaczniki (niech bedzie ich W) i obok
wszystkie mozliwe - formalnie - termy (z rzutami Lz i Sz) i eliminujemy przypisujac
zaczynajgc od najwyzszych krotnosci i liczby L ....

Wstepnie jednak nalezy wypisac stopien degeneracji kazdego z ,mozliwych”
(l; # l,) standéw o danym i L i sprawdzi¢, ktére stany 25+1] zlozg sie do W;
przyktad: jest W=15 wyznacznikéw [rozpisac] .. z géry wiadomo, ze nie ma termu °D |,

dla'D eliminujemy 5 wyznacznikéw, dla P eliminujemy 9 wyznacznikéw,
pozostaje juz tylko jeden wyznacznik, ktéry moze pasowaé tylko do termu *S.

zatem mozliwe termy to: 'D, °P,'S.

Dodatkowo mamy jeszcze jeden operator komutujgcy z H, jest to operator
parzystosci. H — jest bowiem niezmienniczy wzgledem inwersji (r < -r).

Parzystos¢ stanu (funkcji falowej) okresla sie na podstawie zachowania sie funkcji
kulistych wzgl. inwers;ji:

(r,0,p) > (r,m—6,¢0 + 1)
YVim@—6,¢+m) = (-1 ,00,9)

ale ); [; komutuje z H, zatem parzystos$¢ stanu dana jest przez parzysto$¢ jego

konfiguraciji (—l)zili . O termach ze wzgledu na parzystosé
moéwimy, ze sg ,even” (e) lub ,odd” (o) .

6. Przyblizenie jednoelektronowe

Przypomnijmy:
wektor stanu uktadu N czgstek mozna przedstawi¢ w bazie przestrzeni Hilberta

H=H, QH, - QHy , (loczynébw wektorow bazowych H; )
la, > = |ky > |k, >@ oo |ky >N,

Tak samo dla funkcji  (reprezentacji potozeniowych)

p(r,r,..) = ch{¢a1(r1)§0a2(r2) <+ Pan (I )}7 (***)

Z nieskonczong sumg .... , Y —numeruje wektory bazowe w % ,

funkcje (baza) jednoczgstkowe mogg by¢ np. funkcjami wtasnymi hi (w przyblizeniu

centralnego pola wszystkie hi sg takie same),



moga by¢ tez wybrane jako dowolna bazaw J; - funkcje wiasne dowolnego innego
operatora hermitowskiego (np. komutujgcego z H),

albo dowolna baza zupetna funkcji jednoczgstkowych (np. orbitale wodorowe)

byleby spetniaty warunki dla funkcji falowe;.

Przyblizenie jednoelektronowe polega na obcieciu (***) w zasadzie do jednego
wyznacznika Slatera zbudowanego z funkcji jednoczgstkowych — w szczegolnosci
dla stanu podstawowego uktadu N-elektronowego

©2(T) = Pnime = Ru(M)Yim (6, 9)x(0)
©2(T) = Prime = P(r)x(0)

A — indeks — zespdt liczb kwantowych i gdzie nieznane sg R, (1)

02, (1) - @, (N)
Y(ty, T, ..., Ty) = —det : : :

V! 90/1,\,.(1) QDAN.(N).

Sens fizyczny przyblizenia, w $lad za przyblizeniem centralnego pola:

uwazamy, ze pojedynczym elektronom mozemy przypisac ,stany” w uktadzie N-
elektronowym, i ze te stany da sie dostatecznie dobrze okresli¢;

te jednoczgstkowe funkcje to spinorbitale atomowe (¢(r) - orbitale atomowe) ;
uwaga:
wyznacznik ¥ mozemy zbudowaé ze spinorbitali (jak wyzej) lub z samych orbitali;

taka funkcja nie bedzie jednak od razu funkcjg wtasng L?, Lz, S% S, zeby takg byta,
musimy zbudowac jg jako odpowiednig kombinacje wyznacznikoéw z orbitalami dla
réznych rzutdw orbitalnych i spinowych momentow pedu poszczegdlnych elektronow;

inne podejscie to
Y = (1)(1‘1, I, .., I'N)X(01 y 015 oeny 01)

przy czymtu @ zbudowana jst tylko z orboitali atomowych (kombinacja liniowa
wyznacznikéw zapewniajgca, ze ® bedzie funkcjg wiasng L% L;)a X — funkcjg
wlasng S?, S; — zbudowana z jednoczastkowych funkcji spinowych.

Wracajgc do wyznacznika Slatera zbudowanego ze spinorbitali atomowych, i
przyblizajgcego stan podstawowy uktadu, to ,podmiana” jednego z orbitali” na
atomowy orbital wzbudzony, stworzy funkcje przyblizajgcg stan wzbudzony uktadu N-
elektronowego...



podobnie,

zwiekszajac liczbe N, mozemy okresla¢ konfiguracje podstawowe kolejnych atomow
z uktadu okresowego:

H 1s

He 1s°

Li  1s°2s

Be 1s%2s®

B 1s%2s%2p

C 1s%2s%2p?

dla atoméw o duzej liczbie atomowej kolejnos¢ ulega pewnej modyfikacji —
oddziatywania kulombowskie, korelacja elektronowa i efekty relatywistyczne moga
powodowacé zmiany, np. (n+1)s zapetnia sie przed nd; wramach nd zachodzi
zmiana obsadzeni z (n+1)s [Cu, Ag, Au] itp...

7. Metoda pola samouzgodnionego — metoda Hartree’ego-Focka

Pytanie:

jak znalez¢ najlepsze (optymalne) spinorbitale (orbitale) atomowe

91, (1) - @y, (N)
l-IJ(T:]_; TZ; -..,TN) = —'det : . .

V! Oy (D) @a,(N)
... W zasadzie sprowadza sig do znalezienia U(r;) .....

Zastosujemy metode wariacyjng , ale jako parametry wariacyjne w funkcji ¥
potraktujemy spinorbitale ¢, (i) .

Poszukamy takiej funkcji ¥ atym samym takich spinorbitali ¢, (w rzeczywistosci
orbitali gdyz funkcji spinowych nie musimy poszukiwac - sg znane, podobnie jak
funkcje kuliste), ktére minimalizujg funkcjonat energii

E[¥] = ftp*H Wdr

przy warunku [W'Wdrt = 1;

T — zespot wszystkich wspotrzednych przestrzennych i spinowych.



Przygotowanie:

przypomnijmy czym jest funkcja wyznacznikowa:

IR 0 2 ) 0;(1) - @ (N)
Y =+VN!Ap,(1),p,(2), ..., py(N) = —det : N
Vi on(1) - on(N)

Indeksy A; zastgpitem po prostu kolejnymi indeksami naturalnymi, a operator

antysymetryzacji
1
A _\PH
A= N!Z( 7P

P

P — operator permutaciji, a (-1)° — parzysto$é permutacii;

jesli permutacja sktada sie z parzystej liczby przestawien wspoétrzednych dwoch
funkgii to jest parzystai (-1)° = 1,

jesli permutacja sktada sie z nieparzystej liczby przestawien wspétrzednych dwéch
funkgii to jest nieparzysta i (-1)° = -

w wyznaczniku jest N! prostych iloczynéw ( z r6znie poprzestawianymi —
przepermutowanymi - wspotrzednymi kolejnych funkcji jednoczgstkowych);

operator A jest idempotentny ( A*=A) i hermitowski:

uproszczenie notacji

<ilfly > = [ pihe;Wdrs = Y xi@@x; (o) | #iWhg; e,
= xiex; (e lAl))

gdzie pierwsza catka ,formalnie” takze po zmiennych spinowych, argument (1) funkciji
jednoczgstkowych odnosi sie do zmiennej jednej catkowania

1
< ijlkl>= JdrlJgOf(l)QD;(Z)—(Pk(l)(Pz(Z)de
le (al)mal)Zx, ©ene) [ dn [ 6108} @ = s @ar,

Z X 0D 2(0) Z SCOYACAIGILD

uwaga, ., sprowadza sie do zwyktych iloczyndw spinorow

a=(g)a=a 0, =) =0 D



Nasz funkcjonat energii daje sie zatem zapisac:
N

N
E[¥V] =< Y|H|V¥ >= Z < i|hli >+ % Z (< ijlij > —< ij|ji >)
i=1 i,j=1
wynika to z nastepujgcych faktow
operator jednoczgstkowy:
- dla kazdej pary iloczynéw z iloczynow spinorbitali
<D, (2) ... ¢N(N)|ﬁ(i)|§0n1(1)§0n2 (2) . oy (N) > =
< P1(DPn1 (D) >< 92Dz (2) > -+ < 9i(D|AD] i () >+ < oy (N |y (N) >
(uwaga: indeksy orbitali powinny by¢ w zasadzie typu Al, 42, Ai, )
ale orbitale sg ortonormalne, zeby to wyrazenie byto rézne od zera musi zachodzié¢
i =mn;
i wowczas wszystkie catki nakrywania =1;
z N!iloczynow po lewej stronie i N! iloczyndw po prawej stronie tylko N! par

bedzie niezerowych i bedg takie same (!) = < ¢; ()| (D) |p;(D) > = < i|hli >,

a poniewaz w kazdym z wyznacznikow jest czynnik normalizacyjny N ostatecznie

dostaniemy YL, < i|Ali > .

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzic¢ dla operatora dwuelektronowego,

ale tam Ti zwigze z sobg po dwa spinorbitale z kazdej strony (dla kazdej pary
12

iloczynéw funkcji jednoczgstkowych); moze zwigzacé je w ,prostych, identycznych”
iloczynach, albo z przestawionymi zmiennymi (1) i (2) pod catkg — wéwczas ze
znakiem (-1) [z permutacji nieparzystej] ,

w rezultacie
N
1 1 1
<WEY Zwe=2 ) (<l > —< i >)

2 Lary;

i,j i,j=1

nie musimy juz zgdac i gdyz wtedy < ii|ii > —< ii|ii > = 0.

Metoda wariacyjna




minimum funkcjonatu energii szukamy poprzez przyréwnanie wariacji funkcjonatu do
zera (podobnie jak dla pochodnej — wariacja to liniowa cze$Sc¢ zmiany funkcjonatu pod
wplywem zmiany jego argumentow) przy warunku ortonormalnosci spinorbitali,

< ll] >=6ij! l,]= 1,2, ,N

ktérych poszukujemy i dla ktérych funkcjonat ma przyjg¢ wartos¢ minimalng, zgdamy
zatem

L,j

gdzie Lj to tzw. mnozniki Lagrange’a bowiem szukamy minimum warunkowego;
[ w rzeczywisto$ci musimy znalez¢ tez mnozniki Lagrange’a ]
wystarczy ,wariowac” po @; , tzn. @; = @; + 5¢;
(dla uproszczenia 8¢; oznaczymy przez i ) (H+*)
- 1
Z << oilh|i > +EZ(<8i,j|ij>+<i,8j|ij>—<8ij|ji>—<i,é‘j|ji>—2Lij<6i|j>)> =0
i J
zeby to uprosci¢ trzeba pamietaé, ze

<ijlkl > = [ dv [ 9{ (9] 7~ pe(Dei(2)dr;

(a pod catkg mozna zamienia¢ zmienne catkowania), zatem

Z <i,68j]ij > =Z < j, ilji > =Z < 8i,jlij >

ij ij )
Z <i,8j|ji > = Z <Jj,6t|j > = Z <61, jlji >
ij ij J)

zatem (****)
. 1
Z << oi|h|i > +EZ(<6i,j|ij>+<6i,j|ij>—<6ij|ji>—<6i,j|ji>—2Lij<6i|j>)> =0
: 7
tzn.

Y. <l hpi(D

L

+Z ( f i (2)%(2)%(1)%@
J

1
- [ v @e@e,0—dwli > ~Ly0,0) | = 0



jesli to ma by¢ spetnione dla dowolnych §i zatem

[ 1
ho(1) +Z( J(p;(z)(pj(z)Ede](pi(l)
—\l 1

_ f gg}’f‘(Z)QDi(Z)%de] <pj(1)> = Lijg; (0
Jj

wyrazenie w pierwszym nawiasie kwadratowym to tzw. orbitalny operator
kulombowski fj(l) [od (1) bo dziata na ¢;(1) ,

suma ijj(l) = J(1) nazywa sie catkowitym operatorem kulombowskim;

zauwazmy, ze

. 2 1
i = [lo,@I —dr,
T12
drugi nawias kwadratowy to tzw. operator wymienny,

R(We() = ) K(e(1)
J

~ 1
e = [[ i @0@ —dn| o

... operator nielokalny .....

Ostatecznie
(R +](1) = R(D )gi(D) = > Ly (D
J

mozna pokazaé, ze mnozniki Lagrange’a mozna zdiagonalizowa¢ za pomocag

transformacji unitarnej (zmiana bazy ¢; nainng poprzez obrét w przestrzeni funkciji)

rzeczywiscie, jesli nowa baza @' = U@ , gdzie @ = (@1, @5, ..., QN) , 1O
det(@") = det(Ug) = det(U) det(¢)

co oznacza, ze funkcja W mnozona jest tylko przez liczbe, a jesli wybierzemy
macierz (transformacje) unitarng ze |det U|=1 i U'U=U"U =1,

to nie zmienimy normy ¥ ; nie zmieni sie tez normalizacja poszukiwanych orbitali

< (plfl(p],' >= (Z Uir or| Z Ujs<ps> = z Ui?Ujs <@rlps > =
r s s

= Z Ui*rUjs Ors = z Ui?Ujr = 5ij
rs r



(z definicji transformacji [macierzy] unitarnej).

Mozna pokazac, ze operatory kulombowski i wymienny tez pozostajg niezmienione,
zatem

(R +/) K1) )p =L
sprowadzamy do
Ut(h(1) +j(1) —K(1) )U¢p = UTLU@
U mozna wybracé tak, zeby U'LU byto diagonalne, z wartosciami na diagonali

oznaczonymi jaki €; , ostatecznie

(h+]—-K)¢p' = &¢’

czyli

F(De;(1) = g¢;(1)

F to operator Focka i réwnanie(a) Focka

e F zbudowany jest ze wszystkich orbitali ¢ i

e Zawiera operator nielokalny K,
¢ Rdéwnanie ma charakter ,pseudo-wtasny” — operator zalezy od swoich
wlasnych rozwigzan,

e To nie jest jedno réwnanie, ale uktad sprzgzonych réwnan na {(0;}

(1)- to symboliczny zapis zaleznosci od jednej zmiennej (ktdrejkolwiek); opuscitem ! ;

Jesli zatozy¢ W w postaci iloczynu, a nie wyznacznika, to metoda nazywa sie
metodg Hartree, znika K, i rownanie przypomina réwnanie centralnego pola...

Najwiekszy ktopot sprawia wyraz wymienny (nielokalny); czesto stosuje sie
przyblizenie, w ktérym zastepuje sie go (przybliza) wyrazem lokalnym zaleznym od
gestosci tadunku (suma kwadratow modutéw obsadzonych orbitali [bedgcych
rozwigzaniami rownania przyblizonego] p(?) = Zj(obs)|<pj(?)|2 ) , troche podobnie
do wyrazu kulombowskiego; ogdlnie to sie nazywa przyblizeniem LDA, w pewnych
wariantach — przyblizeniem Slatera: operator wymiany ~ p1/3 ;

jednak pozostaje problem rozwigzania iteracyjnego.



