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Rozpraszanie czgstek powolnych (w skrdcie) (AD)

Wré¢my do réwnania (4)
(4p1)

da? 1(l+1)
dr? T2

-U(r) + kzl R(r) =0

jesli U(r) = 0 to moéwimy o ruchu swobodnym i odpowiednie réwnanie
(4p2)

d?  1(1+1)
[drz‘ r2 +kzlgz(r)=0

przy warunkach regularnosci w zerze R;(0) i g;(0) = 0;
mnozac (4pl) przez g;(r) i(4p2) przez R;(r), odejmujac je stronami catkujac od O do p
dostaniemy

dR dg p

——R,— = | Ur)R d

[gz ar Rarl, L () R (r)gi(r)dr

ale g;(r) = krj;(kr)idladuzych p przyjmuje asymptotyczng posta¢ sin (kr — %ln)
(kr>>l) a asymptotyczna posta¢ R; jest R;(r) = sin (kr —%ln + 61) , to asymptotycznie
dostaniemy

p
ksing;, = —f U()R(r)g,(r)dr
0

[ wzory na sin(a+b)=sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b) i cos(a+b)=cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b) ]

W przyblizeniu mozemy R; zastapic pod catkg g; i wtedy

p
ksiné;, = —sz U(r)r?ji(kr)dr
0

jesli d jest zasiegiem potencjatu U i kd<<1 —dla powolnych czastek
jesli postuzyé sie asymptotycznym przedstawieniem funkcji Bessla
(kr)!
j(kr) =
UG e SN TR
To dalej mozna pokazaé, ze przesuniecia fazowe sg nieparzystymi funkcjami k i szybko

malejg ze wzrostem [ i dla kd<<1 , ato oznacza, ze w zderzeniach czgstek powolnych
udziat biorg tylko fale parcjalne [ = 0 (fale s); dla takich czgstek rozwigzujemy réwnanie

(4p3)

d2
Iﬁ— Ulr) + kzl Ry(r) =0



Rozpraszanie na prostokatnym potencjale 1D — przypomnienie

Vo

d

VD
Vo>0 Vo< 0

a. Przypadek Vo >0 -tunelowanie przez bariere

2
Rozwigzania réwnania —%%u(x) = Eu(x) w odpowiednich obszarach [ x<0, 0<x<d, x>d ]

majg postaé

l. Aetkx 4 pe~ikx
Il. Fel* 4 Ge™ixx
1. Ce'kx

gdzie k =+v2E, k=,/2(E—-Vy);
[ uwaga: dla E < Vp K staje sie urojone i funkcje w obszarze Il. s wykfadnicze ];

zadanie ciagtosci funkcji i pochodnych dla x=0 oraz x=d daje cztery réwnania (na 5
niewiadomych A,B,C,F,G; po wyeliminowaniu F i G

2
wspoétczynnik przejscia (tunelowania) T definiuje sie jako T = |%| i wynosi
(10)

AEE — V)|

T=|1+
I V¢ sin? kd

dla E>Vp transmisja z prawdopodobienstwem T=1 zachodzi gdy kd = m,2m, wtedy, gdy
wewnatrz szerokosci bariery znajdzie sie catkowita liczba potéwek dtugosci fali e™*
mdowimy 0 rezonansowym rozpraszaniu;

dlainnych £ T<1. [wykres]

— V=50 meV
------- V=100 meV
————— V=200 meV
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b. Przypadek Vo< 0 -rozpraszanie na studni
Rezonansowe rozpraszania z T=1 zachodzg takze w tym przypadku; we wzorze (10) Vo
zastepujemy przez -Vo.

Wartosci E, dla ktérych T=1 nazywamy wirtualnymi poziomami energii (dla obu znakéw Vp).

c. Przypadek podwdjnej bariery ze studnia

Rozpraszanie z T=1 zachodzidla E bliskich stanom zwigzanym w studni, gdyby bariery byty
nieskonczenie szerokie, méwimy wéwczas o tunelowaniu rezonansowym.

Przyktadowy wykres T dla podwdjnej bariery (bez studni) dla réznych odlegtosci L, miedzy barierami

Energy E (meV)
przy czym maksima odpowiadajgce rezonansowemu tunelowaniu majg w otoczeniu energii

rezonansowej E, Lorentzowski ksztatt

T(E) =

- (%)

Rozpraszanie na statym, kulistym potencjale (AD)




V=0 Vo>0

\Vﬂﬂ -
Vy<0

Vo, dlar<d
0, dlar>d

wm:{

Rozwazymy tylko powolne czastki, tzn. kd << 1, czyli istotny wktad tylko od fal parcjalnych
[l = 0; zatem asymptotycznie
Ry(r) ~ sin(kr + &,)

Wewnatrz studni ( V, ujemne ) lub bariery (V, dodatnie ) réwnanie na funkcje radialng ma
postac
(11)

dZ
(W + K2> ROl(T) = 0

gdzie K? =k? +K§ gdzie K§ = 2V, [ plus wystepuje dla studni a minus dla bariery ]

(réwnanie (4)), dla r<d i K? > 0 [tzn. ponad barierg lub ponad studnig], rozwigzanie ma
postaé

Ry, (r) = Cy sin(Kr)

gdyz dla r=0 musi zachodzi¢ R,;(0) =0;
adlaVy >0 i k? < 2V, (wewnatrz bariery):

Ro1(r) = Cy sinh(Qr)

gdzie Q = /2Vy, — k?;

a) V<0

Przyréwnanie pochodnych logarytmicznych Ry(r) i Ry, (r) dlar=d
Daje (11a)
k ctg(kd + 6,) = Kctg(Kd)

Dla gtebokich studni potencjatu i matych energii ruchu wzglednego [ |V, |>>k? ], po
przeksztatceniu i uproszczeniu (11a) mozna pokaza¢, ze



(11b)

B tan(l’(oal))2

oy ~ 4md? (1 Kod

a to oznacza, ze dla bardzo matych energii i pewnych gtebokosci studni potencjatu, tzn. gdy
spetniony jest warunek
(11c)

tan( Kyd) = Kyd

nie ma wcale rozpraszania falis (o, = 0) ; to jest tzw. zjawisko Ramsauera-Townsenda
obserwowane przy niskoenergetycznym rozpraszaniu elektronéw na gazach szlachetnych
(dla ktérych potencjat atomowy szybko zanika przez ekranowanie kulombowskie i moze by¢
przyblizony potencjatem kuli).

b) Vo >0
Poniewaz
Ry(r) ~ sin(kr + 6,) = sin(kr) + tan §, cos(kr)
to przyblizenie dla przypadku V, ~o, tzn. ,nieprzenikalnej kuli”, Ry(d) = 0, mamy

sin(kd)

tan o = — cos(kd)’

to 8, = —kd

i catkowity przekréj czynny dla k bliskich zero, za réwnaniem (9), wynosi ¢ = 4md?

jest 4 razy wiekszy niz klasyczne przyblizenie....

Uwaga:

Model rozpraszania na kuli — postugujgcy sie jednym parametrem ,,d” zasiegu potencjatu -
jest przydatny w przyblizonym opisie niskoenergetycznego rozpraszania na atomach;
potencjat atomu szybko zanika ze wzgledu na ekranowanie potencjatu jadra przez elektrony i
dla pewnych odlegtosci mozemy przyja¢ V=0.

Szczegdlnie interesujacy jest przypadek bardzo matych energii rozpraszanej czastki, k — 0,
w tym przypadku wyzsze fale parcjalne odgrywajg zdecydowanie mniejszg role niz fala ,,s”
(I=0) i asymptotyczne rozwigzanie rdwnania radialnego w obszarze gdzie V=0 jestw

2
przyblizeniu liniowa funkcjg k, gdyz réwnanie radialne %uo(r) = 0 ma ogdlng postaé

rozwigzania uy(r) = Ar + B;

ale jednoczesnie w tym obszarze u,(r) = sin(kr) + tan, cos(kr),codla k - 0

przyjmuje posta¢ u,(r) = k(r — a) , przy zdefiniowaniu ,,dtugosci rozpraszania” ,,a” jako

. tané
a=—lim—2;
k-0 k

’



innymi stowy: a jest miejscem gdzie asymptotyczna postac funkcji, ktéra zaczyna sie od
miejsca efektywnego zasiegu (R ~ d ) przecina os$ r;

»dtugosc rozpraszania” — pozwala nam interpretowac niskoenergetyczne rozpraszanie fal ,,s”
i zwigzac te wielkosc¢ z ,,efektywnym zasiegiem” potencjatu rozpraszajgcego;

dla V<0 dtugosc¢ rozpraszania moze byé takze ujemna;

Rozpraszanie rezonansowe

1(1+1)
T2

Catkowity potencjat w rownaniu (4) ma postaé + U(r), przy ujemnym U(r) i

. . l1+1) . Y -~
dodatnim wyrazie —— Moze wygenerowac ,gorke” dla pewnych wartosci r
\ V) decay
l(t*1) +U(r) [ / N~
r2 r

i oprocz standw zwigzanych dla E< 0 ( k? <0) moze mie¢ dla E>0 tzw. stany rezonansowe -
rezonanse ksztattu (shape resonances), ktére sg nazywane takze metatrwatymi stanami
autojonizujgcymi;

zaréwno stany zwigzane jak i stany rezonansowe mozna identyfikowac przez bieguny
macierzy rozpraszania na zespolonej ptaszczyznie k (stany zwigzane wystepuja dla k
urojonego);

stany rezonansowe majg skorficzony czas zycia, rozpadajg sie z emisjg przechwyconej
»Chwilowo” czastki;

ptaszczyzna zespolona k odpowiada w zasadzie zespolonym energiom; biorgc pod uwage
ewolucje uktadu kwantowego w czasie, ktéra opisana jest zaleznoscig funkcji falowe] od
czasu

o -7

zeby méc opisac skoriczony czas zycia uktadu w stanie rezonansowym (zanik w czasie) mozna
wprowadzi¢ zespolong energie stanu rezonansowego

1
Eres = Er —i5T



zatem
e (_i%t) =e (_i%t) e (_%t)

h
drugi czynnik opisuje zanik z czasem pofowicznego rozpadu T = T

Pokroétce zarysujemy dwie metody obliczania E,.s = E, — i%F
1. Metoda stabilizacji

- caty uktad zamykamy w ,,duzym” pudle o objetosci Q0 =np. L® i nieskoriczonym potencjale
na brzegach, dzieki czemu wszystkie stany majg charakter zwigzany (funkcje znikajg na
brzegach pudta);

- diagonalizujemy macierz hamiltonianu w odpowiedniej i duzej bazie (unormowanej do
objetosci pudta Q);

- wykreslamy i $ledzimy zaleznos¢ poziomdw energetycznych od wielkosci pudta (L), dla
energii stanu rezonansowego zachowanie jest takie:

S

L
z wykresu odczytujemy potozenie E, i szacunkowg szerokos¢ TI' rezonansu.

2. Metoda obrotu zespolonego wspodtrzednej
Z rzeczywistg wspotrzedng radialng r przechodzimy na ptaszczyzne zespolong
(R1)
r — reie

funkcja radialna odpowiadajgca stanowi rezonansowemu nie jest kwadratowo catkowalna i
daje sie zapisac jako

u(r) = Ujoc (r) + Ugsym (r)
przy podstawieniu R1 funkcja
u(r) — u(reie) = 1(r)

staje sie kwadratowo catkowalna, daje sie wiec przedstawi¢ w bazie funkcji kwadratowo
catkowalnych {¢;(r)}



)
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I3

N
) =) o)
i=1
transformacja odwrotna wspétrzednej r da

N

u() = ) cioire®)

i=1
ale funkcje bazowe pozostajg nadal kwadratowo catkowalne; np. funkcje Gaussowskie
e_arzeziﬂ

e’ cho¢ oscylujg zanikajgcdla r - o .

Elementy macierzowe hamiltonianu w takiej bazie sg zespolone (macierz jest
niehermitowska) i energie wtasne sg zespolone

E(6) = E.(6) +iE;(6)

i w funkcji 6 tworza tzw. O-trajektorie; reprezentacje widma ciggtego zachowuja sie
regularnie w funkgcji @ , tzn. tworzg ,tuki”; stany zwigzane sg praktycznie stabilne na osi
E,.(60) iniezaleine od 0,

natomiast stanom rezonansowym odpowiadajg punkty stabilizacji na ptaszczyznie E=E+i E;
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