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Wstep do kwantowej teorii rozpraszania

I Rozpraszanie przez statyczny potencjat

Obszar dziatania
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Zatozymy krotko-zasiegowy i sferycznie-symetryczny potencjat rozpraszajacy V(r) = V(r) -
uktad wspotrzednych w Srodku potencjatu ; réwnanie Schroedingera [stacjonarne
zagadnienie wtasne dla hamiltonianu czastki w potencjale V(r) ], w jednostkach
atomowych

(1)

(LA, Mechanika kwantowa)

[_%vz + V(r)] Y(r) = Ey(r)

réwnanie moze mieé rozwigzania odpowiadajgce stanom zwigzanym czastki (elektronu) w
potencjale V(r);

zatozymy V(r) —» 0, dla r > o;

nas interesuje przypadek £ >0, czyli w obszarze widma ciggtego energii — wszystkie E
dozwolone; nie szukamy E, lecz:

badamy prawdopodobienstwo rozproszenia czgstki padajacej z kierunku z, w kat brytowy
dQ, okreélony przez 6, ¢ ; czyli przechodzacych przez powierzchnie dS = r2dQ;

to prawdopodobienstwo nazywamy rézniczkowym przekrojem czynnym o (0)

do  gestosCpradu fali rozproszonej(w dQ)

dQ  gesto$é pradu fali padajacej (w jedn.pow.)
Dla sferycznie symetrycznego V(r) ielektronéw padajgcych opisanych falg ptaska ~e'kr ,
gdzie k% = 2E , mozemy dla duzych r przyblizy¢é (r) jako
(2a)

e itkr

P(r)~e + £(0)

r



a dla kierunku padania czgstek z

(2)
eikr

P(r)~e™ + £(6)

r — o0

r

a f(6) nazywamy amplituda rozpraszania (zalezy od E);

[uwaga: formalnie f(8) moze zalezeé tez od ¢ , ale dla sferycznie-symetrycznego potencjatu
V(r) iwigzce czastek padajgcych w kierunku z, hamiltonian jest niezmienniczy wzgl.
obrotéw wokét osiz |;

gestos¢ pradu prawdopodobieristwa przechodzgca przez dS to

1
j-dS = (VY —yVy) - dS

gestos¢ pradu fali padajacejto k ,
a obliczajac gestosé fali rozproszonej,

dlar — o mozna w gradiencie zostawic tylko sktadowg radialng V,= Pl

przy pominieciu wyrazéw ~ 1/r3, jako matych w poréwnaniu z wyrazami ~ 1/r?> dostaniemy

_HF®PR , o

r2

j-ds

i ostatecznie
(2¢)

da_ T
o = f©)

a catkowity przekrdj czynny otrzymujemy (po wycatkowaniu po ¢ i 9):

s
o= Zﬂf |f(8)|?sin6d@
0

Analiza fal parcjalnych

Ze wzgledu na osiowg (z) symetrie funkcje ¥ mozna roztozyé na zupetny uktad wielomianéw
Legandre’a P;(cosf)

G
1
P == (k2w (r)Py(coso)
=0

gdzie A; to wspétczynniki rozwiniecia,
lub zapisac jako



(3b)

Y(r) = k_lrlz(;(Zl + 1)i'R,(r)P;(cosh)

wstawiajac (3) do (1), mnozac przez P (cosf), catkujac po 6 i pamietajac, ze wielomainy P,
sa funkcjami wtasnymi operatora L?,

L?P,(cosf) = I(l + 1)P;(cosh)

a operator Laplace’a we wspoétrzednych sferycznych ma postaé
1 ( a ,0 1 9 . ,0 1 9 )
—7r"— + — —sinfl— + ————
2 \or or sinf 06 o0 sin? @ 8(;72

r2

gdzie czesé zalezna tylko od katéw to L?
dostaniemy réwnania na u;(r)

(4)

> 1(l+1) 5 _
Idrz_ = -U(r)+k lul(r)—O
gdzie U(r) = 2V (7).

Funkcje u;(r) i R;(r) spetniaja to samo réwnanie (3) gdyz réznig sie tylko statym
czynnikiem.

Podobnie jak dla stanéw zwigzanych atoméw (np. wodoru) gdzie U(r)~% ,
mozemy w r — 0 rozwing¢ u;(r)~r™, izadajac regularnosciw r = 0, dostajemy (z
rownania 4) dwa mozliwe zachowania:

w(r)~r*t, b w@)~r7t

ale dla wszystkich dodatnich wartosci [ skoriczong gestoé¢ w r = 0 daje tylko u;(r)~r!t!
(rozwigzanie majgce sens fizyczny).

Dla r - oo, gdzie V(r) — 0,
mamy

[dz I(l+1)

dr2 72 + kzl w(r)=0

ktérego rozwigzaniami sg powigzane ze sferycznymi funkcjami Bessela j, i von Neumanna 1,
(4a)

1 1
krj,(kr) ~ sin (kr -3 lT[) , krn;(kr) ~ cos (kr —3 ln)



T — 0O

i kazde rozwigzanie moze by¢ przedstawione jako kombinacja
(5a)
w (r) = krla- ji(kr) + b - n(kr)]

przy |a|? + |b|? = 1, mozna przedstawi¢ a i b jako cos& i sind; ikorzystajac ze
wzoru na sin(a + ), dostaniemy asymptotycznie
(5b)

1
u;(r) ~ sin (kr - Eln + 6l>

a &; nazywamy przesunieciem fazowym I-tej fali parcjalne;j.

Poniewaz fale ptaska etkz bedaca funkcja opisujgcy elektrony padajace tez mozna
przedstawi¢ w postaci rozwiniecia

(6a)
elk? = Z(Zl + 1)itj,(kr)P,(cosH)
1=0
albo jako

. 1<
eth?z = EZ(ZI + 1)ito;(r)P,(cosH)
1=0

przy czym asymptotyczna postac¢ g;(r) jest
(6b)

sin (kr — %ln’) = é{e—i(kr—%ln) _ ei(kr—%ln)}

[gdyz e'® = cosa + isina ].

Jesli chodzi o funkcje R;(r) [czy u;(r) ]to asymptotycznie, dla duzych r, beda one

tkZ jak i od rozproszonej e'*";

zawieraty zaréwno wktady od fali padajacej e
jednak asymptotycznie amplituda kulistych fal rozproszonych bedzie inna niz padajacych ze
wzgledu na oddziatywanie z potencjatem V(r), zatem mozemy dla duzych r przedstawi¢
R;(r) jako
(7)
L itkr—Lim) i(kr—21m) : 1 iy r
R,(r) =§{e 27 —Se 2 }: 31n<kr—§ln>+§(—1) (1-=S)et

[ tu trzeba skorzystac z faktu, ze (6b) mozna zapisaé
i —i(kr=% . 1 i i(kr—t . i ,
w postaci %e Hkr=3m) = gin (kr — Eln) + %el(kr 2™ a drugi wyraz to %elkr(—l)l

A
orazztego,ze e 'z = (—i)!];



S; nazywa sie macierzg rozpraszania (tu: diagonalnym elementem macierzy rozpraszania);
W rzeczywistosci jest to stosunkiem amplitudy fali wychodzacej do amplitudy fali
przychodzacej;

w postaci prawdziwie macierzowej pojawia sie w rozpraszaniu nieelastycznym -
wielokanatowym (na atomach), w ktérym czgstka padajgca moze wzbudza¢ atom do réznych
standéw (o tym pdzniej).

Wstawiajac (6a) [z asymptotyczng postacig (6b)] do (2) i poréwnujgc wyrazy szeregu (3) [z
asymptotyczng postacig R;(r) (7) ]

(7a)
etkr )
fFO)—=w et
ikr 1
FO) =) @L+ D@ PIR ~ krj]
l

co asymptotycznie
z (7) daje (podstawiajac (4a) )

FO)eikr = %Z(zz +1)(0)P, [sin (kr - %ln) + % (=)!(1 = Sei*r — sin (kr —%zn)]
czyli
(8)

9—1002l (S, —1)P 0
f()—ﬂ; +1)(S; = DPi(cosd)

gdyz (Di(=)t=1'=1.

A z drugiej strony, asymptotyczna postaé¢ u;(r)
. 1
u;(r) ~ sin (kr — Eln + 6l>

WA ol P . o m
sin(kr — Ir/2 + 8,) = %(e—z(kr—7”+5,)_ez(kr—7”+5l)) _ %e_lal(e—l(kr—%[) _ el(kT—Tn)eZLBI)

oznacza [przez porédwnanie z (7)], ze
(8a)

S, =e*, czyli S§;—1=2ie¥sing,
[ skorzystatem z wzoréw na sin(2a)=2sin(a)cos(a) i cos(2a)=cos?(a)-sin*(a) ]

zatem
(8b)



1w |
£(6) = ﬁZ(zz + 1)( 2% — 1)P,(cosh).
=0

An
20+1
to catkowity przekrdj czynny o = 2@ fonlf(e)lzsinede

Poniewaz [|P;(cosf)|?dQ =

wyniesie

(9)

&

4 c . 5
a=ﬁ2(21+1)sm &, =201
1=0

1=0
Uwaga: wielkos¢ 1 — S§; =T nazywa sie macierzg przejscia (transition);

w asymptotycznej postaci

1 1 1
u;(r) ~ sin (kr — Eln + 61) ~ sin (kr — Eln) + tan §; cos (kr — Elﬂ>

1 1
= sin (kr - —ln) + R cos (kr - —ln)
2 2
tan 6; nazywamy macierzg R (reactance) — tutaj jest skalarem,

1+iR
1—iR ’

proste przeksztatcenia prowadzg do zwigzku § =

Obliczenia w praktyce

Zeby obliczy¢ rézniczkowy i catkowity przekrdj czynny nalezy znalezé wszystkie 6 ;
numerycznie catkuje sie rownanie (4) w obszarze r < r,, dla kazdego | oddzielnie (lub
wyznacza sie analityczng funkcje przyblizong w tym obszarze) i zszywa siedla r > 1y ,
(gdzie 1y = d to odlegtos¢, dla ktérej U(r) w (4) jest do zaniedbania) z asymptotyczng
postacig (5a), 6; wyznacza sie z warunkow zszycia.

Uwaga: W praktyce zwykle tylko skoriczona ilos¢ §; wnosi istotny wktad do sumy po I, co
1(1+1)

widac z rownania (4), gdyz dla duzych | wyraz — ,Zzdominuje” potencjat U(r) -

odpowiedzialny za rozproszenie i §; .

Ciggtos¢ funkcji i pochodnej mozna zapewnic poprzez zgdanie ciggtosci pochodnej
logarytmicznej (lnR(r))' = %;

jesli y; to pochodna logarytmiczna w punkcie r=d rozwigzania za obszarur < d, to z (5a)
dostajemy



k[j; (kd) cos 6, + n;(kd) sin§;]
[j;(kd) cos &, + n,(kd) sin&;] i

wzOr ten czesto upraszcza sie dla szczegdlnych przypadkoéw ,silnego” U(r), matych energii,
lub duzych wartosci | ; np. w odlegtosci r>>d od centrum rozpraszajgcego energia w

1(1+1) N k2 i

réwnaniu (4) jest praktycznie okreslona przez potencjat odsrodkowy -

wyznaczone stad 1y, = %,/ [(l + 1) nazywa sie , odlegtoscig najwiekszego zblizenia”
(klasycznie parametrem zderzenia);

innymi stowy: fale parcjalne o /I(l + 1) > kd, (czyli w przyblizeniu o [ > kd ), nie ulegaja
,rozproszeniu” — nie wnoszg istotnego §; ;
dla [ =0, kd <1 méwimy o rozpraszaniu czgstek powolnych.

Analizujac f(8) dla 8 = 0, czyli ,ku przodowi” (w kierunku padajace;j fali)
dostajemy [z (8) i (8a) ]

1 [ee]
Imf(0) = Ez(zz + 1) sin2
=0

a zatem z(9)
o= 4%Imf(O)

co nosi nazwe twierdzenia optycznego.



