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Rdéwnanie Diraca

W 1928 r. Dirac zaproponowat, zeby

(a) réwnanie byto liniowe we wszystkich wspétrzednych przestrzennych i czasie,

(b) gestos¢ byta dodatnio okreslona i

(c) réwnanie opisywato takze spin elektronu;

ten ostatni warunek wskazuje, ze funkcja powinna by¢ spinorem wielosktadnikowym

0w
lhﬁ = Hp¥ = [cap + pmc?|¥

gdzie ap = Zizl APk, @ Px— wspotrzedne operatora pedu;
ag i B musza by¢ macierzami kwadratowymi hermitowskimi (gdyz p jest hermitowski);

podnoszgc H do kwadratu i poréwnujac z hamiltonianem K-G (zeby zweryfikowaé poprawnosé
relatywistycznego zwigzku pomiedzy E i p) dostajemy

H? = CZ[Zi,k(ai ay + apa)pipy + me Xi(a; B + Ba)p; + B2 mzcz] = c?[Y; pip; + m?c?]

zatem
aia, + ao; = 264
af+pLa; =0
al=p%*=1

tzn. cztery antykomutujgce macierze o wartosciach wiasnych = 1,

antykomutacja prowadzi do fa;8 = —a; , a zatem Tr(Ba;8) = —Tr(a;) , ale pod $ladem
macierze mozna cyklicznie przestawiaé, wiec Tr(Ba; ) = Tr(a;$?) = Tr(a;) i podobnie dla
B, zatem Tr(B) = Tr(a;) = 0, co przy wartosciach wiasnych +1 wskazuje na parzysty
wymiar...

wymiar d=2 nie wchodzi w gre (cho¢ sugerowataby to potrzeba opisania spinu) gdyz nie moze
by¢ czterech niekomutujacych macierzy o wymiarze 2 (!)

zatem d=4, wybodr niejednoznaczny ze wzgledu na mozliwe transformacje unitarne,

jedng z mozliwosci jest:
a= (o’ O) ’ b= (0 -1,

¥
ihﬁ = [cap + pmc? ¥

i ostatecznie
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wspotrzedne przestrzenne i czas nie wchodzg symetrycznie do rownania
jesli potozymy y° = B i y' = Ba;, i=0,1,2,3,4, to dostaniemy réwnanie w zwartej postaci

gdzie W jest czterokomponentowym spinorem ¥ =

0
[ [ — =
ihy Eyom ¥ = mc¥
gdzie (x*) = (ct,x,y,2)

(LA) definiujac kontrawariantne sktadowe czteropedu p, = ihi

pyri dostajemy w petni

wspotzmienniczg postaé rownania Diraca

Y¥p,¥ = mc¥

Gestos¢ prawdopodobienstwa i rownanie ciggtosci

Réwnanie ciggtosci otrzymujemy w taki sam sposdb jak to sie robi w nierelatywistycznej albo

p . P . . ., 0¥ . .
dla réwnania K-G: réwnanie Diraca lhE — cap¥ = fmc?¥ mnozymy lewostronnie przez

¥y
¥t pamietajac, ze ¥ = 32 ,a W= @i, 95,95,
3
Yy
nastepnie réwnanie sprzezone po hermitowsku (1) mnozymy lewostronnie przez ¥ i oba réwnania
odejmujemy od siebie, pamietajac, ze p = —ihV, a po sprzezeniu dostaniemy iAV to w rezultacie
dostaniemy
dp
L=V
ot ")
gdzie
p =Wty
j=¥ca¥

uwaga: rownanie ciggtosci wszedzie w fizyce wyraza taka sama zasade zachowania mdéwiacg, ze
zmiana w czasie pewnej ,,substancji” (tu gestosci prawdopodobieristwa p) w danej objetosci V réwna
sie wyptywowi (lub wptywowi) tej ,,substancji” (w postaci pradu j ) przez powierzchnie otaczajgca V
(tu gestosci pradu prawdopodobienstwa); j oznacza zwykle pv, gdzie v to predkosé

(uwaga: w teorii nierelatywistycznej czy dla réwnania K-G, mamy |j|~ |ﬁ| ~V)

tu natomiast dostajemy ,relatywistyczng” predkos¢ jako v = ca (interpretacja ?);
rzeczywiscie, jesli wyjsé od réwnania ruchu dla operatora potozenia r

ar_1 .
ac il Hol



to dla dowolnej sktadowej # , np. x

, d . ar
mamy [x, Hp| = ca, (xp, — pxX) = ca,[x,py,] = ca,ih, zatem d—’: =cay i — = Cd ..

problem lezy w tym, ze to nie s3 odpowiedniki nierelatywistycznych wielkosci potozenia i
predkosci

Czastka swobodna; duze i mate sktadowe; rozwigzania o ujemnej energii; pozyton

Dla stacjonarnych rozwigzan réwnania
HpW = ¥

dla czastki swobodnej,
et

., OW —j
zalezno$¢ od czasu jest okreslona przez lhE = Hy¥ tzn. P(r,t) = ¥Y(r)e =

Blokowa posta¢ macierzy a i B wskazuje, ze czterosktadnikowe funkcje ¥ mozemy zapisac

w postaci
1

@\ L
v = () e ——
( 27Th)

gdzie ¢ i x s3spinoramiwymiaru 2;

rozpisujgc na te sktadowe rownanie zagadnienia wtasnego dla Hp dostajemy

oz DeG (s o)) =<()

uktad réwnan na spinory ¢ i y
cop y + mc?p = €@
cop ¢ — mc?y =gy

poniewaz méwimy o stanach wtasnych o okreslonej wartosci pedu (czastka swobodna)
mozemy zapisac je jako (*)

copy+ (mc?—¢e)p =0

(—mc?2—¢e)y+copp =0

gdzie p tojuz warto$é wtasna operatora pedu p, ktéry ma rozwigzanie gdy znika wyznacznik,
czyli
g2 =m?c* + ¢?(po)?
co, korzystajgc z tozsamosci
(cA)(oB) = AB + ic[A X B]

dla dowolnych operatoréw/wektoréw o trzech sktadowych komutujgcych z o



prowadzi do

&2 = pzcz + m2c*
czyli nic nowego....
tyle, ze nie mozemy odrzuci¢ ujemnego pierwiastka (!)

£ = £cm?c? + p? = 1E,.

Rozwigzania o ujemnej energii to potowa widma, a potowa funkcji nie tworzy uktadu
zupetnego (!) Ale stany o energii dodatniej nie bedg w zasadzie nigdy osiggalne...

Interpretacja P. Diraca:
dla p=0 (czastki spoczywajgcej) mamy dwa rozwigzania & = imcz
i wszystkie stany o E <-mc? powinny by¢ zapetnione

€

to z kolei rodzi problemy z nieskoriczong liczbg obsadzonych stanéw (rozwigzuje sie w QED

przez renormalizacje);

wzbudzenie ze stanu o E < -mc?> powoduje powstanie ,dziury” w ,,morzu” Diraca (prézni
Diraca) — o dodatnim fadunku, masie elektronu, i spinie %4 - Dirac w 1928 r. zaproponowat
interpretacjg takiego wzbudzenia jako pojawienia sie antyczgstki — pozytonu;

pozyton zostat odkryty w 1932 r. rzez Andersona;

zapetnienie ,dziury” musi odbywa¢ sie z emisjg kwantu gamma y o energii Aw > 2mc?
(obserwowane przy zderzeniach € + €7), ale jednoczesnie anihilacja kwantu promieniowania
¥y moze prowadzi¢ do spontanicznego powstawania par €* + € (obserwowane), a to w

zasadzie oznacza, ze nie istnieje teoria , jednego” elektronu Diraca...
(zauwazmy tez podobienstwo do struktury energetycznej potprzewodnikow!)

Zitterbevegung — ruch drzacy
Z zasady nieoznaczonosci dla energii i czasu AEAt = h widac, ze dla bardzo matych At nieokreslonosé

energii moze by¢ nawet ~2mc? a to moze prowadzi¢ do kreacji ,wirtualnych” (nieobserwowalnych)



par e*+ e ; elektron w czasie < At moze ,doswiadcza¢” w swoim ruchu ,krétkich obecnosci e*ie -
jego ruch nie musi by¢ prostoliniowy w klasycznym sensie, ale w obszarze Ax (AxAp = h) poddany
,drganiom”; mozemy miec tez problem z definicjg pofozenia czastki, podobnie jak z predkoscia;
wrdécimy do tego pdéiniej.

Generalnie, zeby uniknagé¢ takich sytuacji powinnismy ,trzymacd sie” rozwigzan o dodatniej
energii.

Zbadajmy teraz jawng postac spinorow ¢ i y

z drugiego z réwnan (*) mamy
cop

X %

mc? + ¢

) H . . o
wprowadzajgc operator znaku A = E—D , ktéry komutuje oczywiscie z Hp,
/]

i ma wartosci wtasne A = +1 (rozrdzniajgce rozwigzania o dodatnich i ujemnych energiach)
mozemy zapisac

CGIf) i r 1
Y@)=N|_—"F _, |erP —
mc? + AE, ( Znh)

u
a spinor u jako (ul) , (ui = liczby), ktéry musi by¢ unormowany uut = 1 i zawsze mozna

przedstawi¢ w bazie spinoréw u*1/? = ((1)) i uY? = (2) , a zatem mamy dwie funkcje

(zapisane bez czynnika fali ptaskiej)

(*a)

[ stad juz blisko do spinu |;

przyjrzyjmy sie przyblizeniu nierelatywistycznemu,
dla dodatnich energii (A = 1) o matych wartosciach (ponad mc?)

€=Ep=mc2+E' i E' <« mc?

mamy
cop ap | | v | |<<
= n =~ = ~ = )
X= 7 ~ me? xI~Zlol. Ixl <ol

dlatego ¢ nazywamy duzg sktadowa a )Y matq sktadowa
i odwrotnie dlarozwigzanz A = —1;

To jest bardzo przydatne w poszukiwaniu przyblizonych réwnan dwusktadnikowych
opisujacych stany o A = 1 - dajace przyblizenia i granice nierelatywistyczne,

np. poprzez podstawienie y do pierwszego z rownan (*), gdy np. Hp zawiera jaki$ potencjat V
cop

musimy wtedy zostawié¢ y & ——
( ¥ ¥ X mc2—-V+E

¢ gdyz Vzalezy na ogdtodr, a p moze modyfikowac V)



copy+ (mc?2—&)p+Vp =0

!

1 -1
[%(ap)<1+ 2mc2> (op)+V —E'

¢=0

co musi prowadzi¢ do hamiltonianu kwadratowego w pedzie (czyli Schroedingera) z jakimis
dodatkami ... a dla statego V da po prostu hamiltonian nierelatywistyczny, gdy skorzystamy z
uprzedniej tozsamosci (op)(op) = p? + io[p X p] = p?

zapamietajmy (**) — wrécimy do tego przy omawianiu przyblizenia Pauliego

Zobaczmy jak wyglada réwnanie ciggtosci w takim przyblizeniu (dla A = 1),
przy powyzszym przyblizeniu ( ale bez Vw Hp ), tzn. przyjmujac y = %(p mamy

(op)? p’
p =Y = (oo +x' 1)~ (1 t oz |00 =1+ et

dla ,nierelatywistycznych” czastek liczy sig tylko ,1” czyli p ~ (er(p

natomiast gestos¢ pradu prawdopodobienstwa:

h
j=c¥Pta¥ = c(pfyh (2_ g) ()q?) = z—m[¢+0(ﬂv)<ﬂ — (eV) o]

(skorzystatem z faktu, ze p = —iAV, a po sprzezeniu ihV );
dalej, mozna pokaza¢ (bez wyprowadzenia) korzystajgc z (6A)(6B) = AB + io[A X B] i z wtasnosci

komutacyjnych

h h
j = — (Ve — pVo!) + — rot(¢f
i =5 (0" — Vo) + = rot(¢p'ap)
(gdyzrot(F) =V X F)
pierwszy czton to odpowiednik nierelatywistyczny, ale drugi (ten, ktéry zaniedbujemy w granicy

nierelatywistycznej) zalezy od ... spinu (!)

Parzystosc i operatory rzutowe

Woczesniej zidentyfikowaliSmy problem z definicjg / interpretacja pewnych wielkosci
(potozenie i predkosc);

kazde rozwigzanie W réwnania Diraca ( zagadnienia wtasnego dla Hp ) ma dwie sktadowe, w
stanach o ujemnej energii duza i mata sktadowa zamieniajg sie rolami;



w przyblizeniu nierelatywistycznym powinnismy ,wycinac¢” z rozwigzan czesci odpowiadajgce
ujemnym energiom;

definiujemy dwa operatory
1

M=2(1+A), M =i(1-A) A=_2
2 ’ ) T E

1
hermitowskie, idempotentne,

sq to operatory rzutowe na podprzestrzenie rozwigzan réznigcych sig znakiem E),

wszystkie operatory dziatajgce w przestrzeni Hilberta Hp mozemy podzieli¢ na dwie klasy
a) takie, ktére [O]W, = @, dziatajac na funkcje nie wyprowadzajg jej z podprzestrzeni
standw o danym znaku energii,
operatory parzyste
b) itakie, ktére {O}¥, = &5, mieszajg podprzestrzenie E>mc? i E<-mc? -
nieparzyste
oczywiscie zachodzi (W, [{O}| Wy );

chcieliby$my umie¢ wydziela¢ z dowolnego operatora a = [a] + {a} czes$¢ parzystg ([a]),
gdyz proces kreacji par wigze sie z mieszaniem standw o energii £, a my chcemy mie¢
przyblizenie jednoczgstkowe;

poniewaz a¥, = [a]¥; + {a}¥,, zatem AaA¥; = [a]V; — {a}¥, (gdyz A¥, = +V¥,)
a to oznacza, ze (poprzez dodanie stronami powyzszych réwnosci na a¥, i AaA¥,)

1 1

sg operatorami wybierajgcymi czes¢ parzystg i czesé nieparzystg z danego operatora a;

wracajgc do problematycznego okreslenia operatora predkosci Z—i = ca (ktory nie jest
operatorem parzystym), to jesli wytniemy z niego tylko czes¢ parzystg, tzn. policzymy c[(x] ,
(trzeba zastosowacé %(a + AaA) ) to otrzymamy (bez wyprowadzenia)
_c’pA

E

P
zatem, biorac wartosci operatordw i liczac dla matych dodatnich E’ < mc? (pamietamy, ze

cla]

Ep zdefiniowalismy jako E, = mc2 4+ E ) dostaniemy ~

c’p _p
2=~V
mc m

czyli predkos¢ zdefiniowang nierelatywistycznie.



