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Wstep do relatywistycznej mechaniki kwantowej

l. Rys historyczny (na gruncie fizyki nierelatywistycznej)

(1) Doswiadczenie Sterna- Gerlacha 1922, oryginalnie dla atoméw ztota przepuszczanych
przez niejednorodne pole magnetyczne
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dyskretny obraz jest generalnie potwierdzeniem kwantowania momentu pedu (inaczej to obraz bytby
rozciggniety dla ciggtych wartosci momentu pedu elektronu), ale .... atomy Au lub Cs majg w stanie
podstawowym zamkniete powtoki i jeden elektron na powtoce ns, orbitalny moment pedu jest L=0,
zatem wynik swiadczy o istnieniu wewnetrznego momentu pedu elektronu i zwigzanego z nim
momentu magnetycznego

Energia potencjalna momentu magnetycznego i w polu o indukgji B toE = —ﬁﬁ, a sita
odchylajaca dla B w kierunku zto F = , Z—lz (sita = - grad. z potencjatu);

tu: tylko dwa rzuty m na os z (!)

(1) ,,Anomalny” efekt Zeemana — doswiadczenie Uhlenbecka i Goudshmidta (1925)

zaproponowanie elektronu jako ,punktowego magnesu” -

jesli nie wiemy nic o spinie elektronu (formalnie dla atoméw z catkowitym S=0) to rozszczepienie
poziomdw energetycznych atomu w polu B (a tym samym rozszczepienie linii widmowych) jest
dyktowane rzutem orbitalnego momentu (liczba kwantowa m) magnetycznego na o$ pola B (oS z),

AE = mBug, az-sktadowa orbitalnego momentu magnetycznego i,y , = —Mip,

h
magneton Bohra g = Ze—m (~9*1024 J/T), m — liczba kwantowa orbitalnego momentu pedu

w ogblnym przypadku jest to bardziej skomplikowane, np. dla ciezkich atoméw z jednym
elektronem na powtoce s (I=0) wyjasnienie doswiadczenia wymaga wprowadzenia czynnika
giromagnetycznego (Landego) ge=2

AE =mgsg.Bug,

wprowadzenie (w mechanice nierelatywistycznej) pojecia spinu S, jako wewnetrznego
momentu pedu elektronu i zwigzanego z nim momentu magnetycznego zaproponowat Pauli



U, = 2u3§ z liczbg kwantowag rzutu spinu na 0$ z ms=+1/2 i spinowym momentem

megnetycznym pug = —2mgUg ;

wartos¢ czynnika giromagnetycznego mozna wyprowadzi¢ wowczas jako
JU+1)+S(S+1)-L(L+1)

g=1+ 2)0+D)

(dla jednego elektronu na zewnetrznej powtoce, np. wodor, /=0, s=1/2,

czyli L=0, S=1/2, J=1/2, g=2)

Il Elementy teorii momentu pedu (przypomnienie)
Operator momentu pedu wprowadza sie z zasady korespondencji
J=rXp

znajac relacje komutacyjne dla sktadowych rip [rj,pk] = ihdj , otrzymuje sig relacje

komutacyjne dla sktadowych operatora J

UmJnl = ihgmnp]pr

operator momentu pedu pojawia sie w definicji operatora obrotu R o kgt 6 wokadt osi
zdefiniowanej wektorem jednostkowym n

D(n,6) = e~inJ/h = p(@) = ¢~i0I/n

gdzie @ — wektor obrotu;

jesli uktad fizyczny jest rotacyjnie niezmienniczy, to jego hamiltonian H komutuje zaréwno z

D jakizJ atakie z J? oraz za kazda sktadowa J, ale jednoczeénie tylko z jedna sktadowa np. J;

wspdlne funkcje wiasne (w ktdérych wszystkie operatory komutujg i ich macierzowe

reprezentacje sg diagonalne) spetniaja:
P = AUy
JAbjT = myj"

poniewaz ze wzgledu na komutacje J2 i J; mozemy mie¢ wiecej funkcji wtasnych J; do tej

samej wartosci A; numerowanej przez j ;

definiujgc operatory podnoszace i obnizajace /. = J, * iJ,, mozna prosta algebrg pokazac, ze

dla kazdego j, m zmieniasiecolod -j do j, m=-j, -j+1,..,0,.., j-1, j - (2j+1) razy oraz ze
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Obroty tworzg grupe (ciggta), reprezentacje grupy obrotéw to macierze D - unitarne



D(0) = e~ A gdzie (z doktadnoécia do statej Plancka réwnej 1 w jedn. atom), A to

hermitowskie macierze J ;

dla matych katéw, D po rozwinieciu w szereg jest D(@) =1+ i@A i biorac pod uwage
wtasnosci grupowe mozna wyprowadzié¢ wtasnosci komutacyjne dla sktadowych macierzy A i
sg one takie same jak dla sktadowych J,

zatem macierze A mozna zbudowaé w bazach funkgcji transformujacych sie przy obrotach podobnie
jak funkcje wtasne orbitalnego momentu pedu - funkcje kuliste, ale te tworzg bazy dla danego j i
réoznych m, ktérych jest 2j+1; méwimy o réznych reprezentacjach o wymiarach 2j+1

przy obrocie wokét osi z, macierze D majg postac

||eY® 0 0 w0

0 elU-bo 0 w 0

Di(¢)=|{[ 0 0 elU-2)¢ 0
0 0 0 . e7ye

Tak jest dla j — catkowitego,

ale dla j potdwkowego nie istnieja funkcje wspoétrzednych x,y,z (dwie, cztery, itp.), ktére
transformowatyby sie pomiedzy sobg przy obrotach o 8 ;

i trzeba pozostac przy reprezentacjach macierzowych

. Spin w teorii nierelatywistycznej

Dla j=1/2 reprezentacje majg wymiar d=2 — narzucajgcym sie wyborem sg macierze Pauliego

1
Ax=Eax' Ay=20-yr AZ=EO'Z

(o1 (0 i (1 0
Ty = 1 0/ Oy = i 0 y o, = 0 —1 f

i powigzanie ich z operatorem spinu (tj. wewnetrznego momentu pedu elektronu)
— 1 —
S = 2 }:r' a.

majg one wszystkie takie same wfasnosci komutacyjne jak J ;

i razem z macierzg jednostkowa 2x2 |2, tworzg zbiér zupetny, w ktérym wszystkie macierze 2x2
nad ciatem liczb zespolonych mogg by¢ przedstawione jako ich kombinacje liniowe;

uwaga:
to wtasnie macierzowa postac A swiadczy o wewnetrznym stopniu swobody, niezwigzanym z
ruchem.

Spetnione bedg te same relacje dla funkcji wtasnych



S, XM =my™, m=+1/2

i x™ sa dwukomponentowymi spinorami ((1)) i ((1)) ;

- w hamiltonianie nierelatywistycznym nie ma spinu, wiec wszystkie funkcje jednoczgstkowe
(orbitale atomowe, molekularne, krystaliczne) powinny byé pomnozone przez spinory
spinowe Y™,

Y =o@)x™

a funkcja uktadu wielu czastek powinna by¢ zbudowana z takich spinorbitali ;

- jesli chcemy miec funkcje wtasne catkowitego, wypadkowego spinu S, to sktadamy go tak samo jak
orbitalne momenty dwdch (kilku) elektronéw do catkowitego L i tak samo budujemy funkcje
(spinory) sktadajac z odpowiednimi wspdtczynnikami Clebsha-Gordona - jak w ogdlnym przypadku,
np. sktadajgc dwa momenty pedu

Wit = 2 CUrjofs My, maM)P] Y12

mq,m;p

gdzie 1/);.” to albo funkcje przestrzenne albo spinory; albo sktadajgc | i s do catkowitego

wypadkowego momentu pedu J=1+s
- dla utamkowego s>1/2 spinory bedg wiecej wymiarowe;

- wigczajac oddziatywanie orbitalnego momentu magnetycznego z zewnetrznym polem
magnetycznym o indukgc;ji B, tzn. —u, B, nie mozemy zapomnie¢ o oddziatywaniu z polem B
magnetycznego momentu spinowego, a w zasadzie momentu magnetycznego pochodzacego
od wypadkowego momentu pedu J;

Formalnie, wktad pola B do hamiltonianu realizuje sie przez podejscie potklasyczne, przez
potencjat wektorowy A, (podobnie jak dla przejéé kwantowych pod wptywem fali elektromagnetycznej)

B=rotA= VXA

E=-Vo-—-

potencjat wektorowy nie jest okreslony jednoznacznie, lecz z doktadnoscig do gradientu
dowolnej (niezaleznej od czasu) funkcji skalarnej f, gdyz z definicji V x Vf = 0

pola B i E pozostajg niezmienione; ale ped swobodnej czgstki ulega zmianie
p—op-—e€A

(sita z prawa Newtona: F=dp/dt, sita od pola E dziatajgca na tadunek -e: F=-eE =e dA/dt = p (od
pola) = e A, ale A wyznacza tez pole B)



a zatem hamiltonian dla elektronu w dowolnym potencjale V i polu opisanym przez
potencjaty (o i A ma postac
1 2 ! p2
H=%(p+eA) —ep+V=Hy+H HO=%+V

2
e e

H=— ({p-A+A- — A% —
Zm(p + p)+2m eP

potraktujemy jako mate zaburzenie i:

a) zaniedbamy wyraz kwadratowy,
b) rozwazymy przypadek tylko zewnetrznego pola magnetycznego o indukcji B
c) wybierzemy takie cechowanie A, zeby [p,A]=0, co prowadzi do pA=Ap, czyli

H =—A
m p
d) dlajednorodnego pola mozemy wybra¢ A = %B Xr cospetniaB=rotA orazdivA =0,

zatem

H =S pA=-""pBxr)=—B@rxp)=—Bl
“mPA TP D= P = o

co odpowiada oddziatywaniu orbitalnego momentu magnetycznego f; = ,uBi z polemo
indukcji B;

dotozenie oddziatywania spinowego momentu magnetycznego z polem prowadzi do

e
H’=ﬁB(l+geS), ge=2

dla uktadu wielu elektronéw operatory | i s zastepujemy wypadkowymi catkowitymiL i S,
a liczac wartosci oczekiwane H’ z funkcjami |SLIM> (Li S ztozone do wypadkowego J) dostaniemy

e
SLJM|H'|SLJM) = —Bg,M
(SLIM|H'|SL]M) om 9gj

gdzie

g,=1+(ge—1)<s(s+1)_L(L+1)+]U+1)>

2JJ+1)

- mozna tez wprowadzi¢ do hamiltonianu czton odpowiedzialny za oddziatywanie
magnetycznych momentéw orbitalnego i spinowego — oddziatywanie spin-orbita — jako wyraz
precesji Larmora momentu spinowego, wokot pola magnetycznego wytworzonego przez
orbitujacy elektron.

IV. Relatywistyczna mechanika kwantowa - podstawy



Dlaczego powinnismy sie martwi¢ ze nierelatywistyczny hamiltonian nie opisuje dobrze
uktaddéw, w ktdrych czastki poruszaja sie z duzymi predkosciami?

a) Oszacowanie predkosci elektronu w jonie wodoropodobnym

z twierdzenia o wiriale dla pola kulombowskiego 2Ein = -E, ale Ec = Exin + Ep to Ec = - 2Exin,
energia jonu wodoropodobnego (w j.at.) Ec=-Z?/2, dlaZ=1 (woddr) to 13,6 eV, czyli ok.
2x1078 ), dlaZ=100 E. jest 10000 x wieksza

klasycznie Exin=mv?/2, m=10?" kg,

dla Z=1 klasyczna predkos¢ elektronu jest rzedu 44.000 m/s = 44 km/s to jest ~10* c -
predkosci swiatta,

dla Z=100, v elektronu na powtoce 1s jest juz rzedu ~102 ¢ - ZNACZACA,

masa relatywistyczna

wzrasta juz o ok 0.0001, podczas gdy dla wodoru jest to wzrost 0 108 mo zaniedbywalny

b) Niezmienniczos¢ wzgledem transformac;ji Lorentza

przy tak duzych predkosciach V efekty relatywistyczne nie s zaniedbywalne, a
nierelatywistyczne rdéwnanie Schroedingera nie jest niezmiennicze wzgl. transformacji
Lorentza

xXv v\2\ Y2

x" =y —wvt), t'=V(t—C—2)' V=(1_(_))

Cc

jest tak dlatego, ze czas wchodzi do réwnania pierwszg pochodng (liniowo), a wspétrzedne
przestrzenne drugg pochodng (Tkin) ,
np. dla swobodnej czastki

podczas gdy w teorii relatywistycznej
wspotrzedna czasowa jest traktowana rédwnorzednie z przestrzennymi czasowymi; punkty w
czasoprzestrzeni Minkowskiego zdefiniowane s3 jako x = [x°,x1,x2,x3], gdzie x! to trzy
wspotrzedne przestrzenne, a x° = ct.

c) Przy olbrzymich energiach (relatywistycznych predkosciach) nastepujg procesy mogace
zmieniaé liczbe czagstek; poza tym, w rzeczywistosci niemozliwe jest dokfadne okreslenie lokalizacji
czastki w przestrzeni w czasie (zasada nieoznaczonosci dla energii i czasu);
potrzebna jest inna definicja gestosci — oparta o czterowektor (x,y,z,ct), a takze réwnanie ciggtosci...

Réwnania niezmiennicze wzgledem transformacji Lorentza

Sg dwa podejscia: (i) albo szukamy réwnania (réwnan), w ktérych ped wchodzi w pierwszej
pochodnej, tak jak czas, albo (ii) czas wchodzi w drugiej pochodnej tak jak ped.



Zacznijmy od (ii)
Punktem wyjscia jest relatywistyczna (Einsteinowska) zalezno$¢ miedzy energig i pedem
(zawierajaca energie spoczynkowa)

E? = p2c? + m3c*
Po przypisaniu operatoréw pedowi i energii (E - H — ih%) dostajemy

h? 92
[C—Zm — hZVZ + mzczl Y =0

jest to rownanie Kleina-Gordona, (K-G) ktore w zapisie czterowektorowym (dla czteropedu

zdefiniowanego jako p = (p1, P2, P3, P4 = ig) przybiera postac

4
Z pf+m?c? | =0
u=1

. , . . ., 0 ., -
wyprowadzajgc to réwnanie przypisaliimy £ - H — lha , a zatem skorzystaliémy z podstawienia na

E nierelatywistycznego réwnania Schroedingera, w ktérym W jest funkcjg skalarng; nie moze zatem
opisywac elektronu (fermiondw), gdzie funkcje powinny by¢ spinorami

to réwnanie opisuje relatywistyczne czgstki bezspinowe.

, . , . 0p . L . , . .
rownanie ciggtosci E+ dw] = (0 otrzymuje sie mnozac réwnanie K-G przez ¥* a

rownanie sprzezone przez W i odejmujac je od siebie, przy czym

h
j = — (P'V¥ — WVY¥*), p=
j 2mi( ), p

ih (q:* v OLP*)
2mc? ot ot
i w postaci kowariantnej
Ol
d0x
TR

=0, Ja =icp

Rownanie K-G jest rownaniem rézniczkowym drugiego rzedu w czasie, a to oznacza, ze do znalezienia
, . , . . . 0¥

konkretnych rozwigzar musimy podaé zaréwno W(t = 0) jak i Y l¢=0;

Pochodna moze byé¢ dowolna (takze < 0), co generuje trudnosci w standardowej interpretacji p i j jako

gestosci prawdopodobienstwa i prgdu prawdopodobieristwa;

pomnozenie p i j przez tadunek e pozwala interpretowa¢ p i j jako gestoscitadunku i pradu

elektrycznego: rozwigzania o ujemnym p moga opisywac te same czastki ale o przeciwnym fadunku,
a p = 0 czastki nienatadowane;



rownanie K-G jest niezmiennicze wzgledem obrotéw w czteroprzestrzeni, niezmieniajgcych kwadratu
dtugosci czterowektora;
mozna przy tym pokazac (AD), ze przy operacji inwersji przestrzennej funkcje mogg zaréwno:

Y(—r,t) = Y(r,t), lub Y(-r,t) = —¥Y(r,t)

te ostatnig nazywamy funkcjg pseudoskalarng , s one charakterystyczne dla czgstek o spinie zero.

Przejscie do nierelatywistycznego rownania Schroedingera (z funkcjg falowa ¢ ) uzyskuje sie
poprzez transformacje unitarng

Y(r,t) = @(r, t)e"imet/h

¥ _ (a_cp _ ime? (P) g—imc?t/h

T \at n

™ co przy zatozeniu, ze nierelatywistyczna energia catkowita mato rézni

. . ., 0 i) . ., mc?
sie od spoczynkowej: tzn. |lha—(tp ~E'@ < mc?@ ,zatem B_T mozna zastgpic przez @, to druga
0%y i2mc? @ m?c* . . . , . .
pochodna da 5z ~ —( . a—(f 2 cp) i przyréwnanie do rdwnania K-G prowadzi do

. . . . . .3 0 h?
nierelatywistycznego réwnania Schroedingera Lha—f = - %VZ(p .



