W1l-rep

Elementy teorii reprezentacji i formalizmu przestrzeni Hilberta - przypomnienie

Zwykle stan uktadu opisujemy za pomoca funkcji falowej ¥, (¢, t) zaleznej od
zespotu wszystkich wspétrzednych przestrzennych & i czasu t (czasami takze
spinu); n —w ogolnosci zespot liczb kwantowych

W ogdlnosci mozemy mowi¢ o wektorach stanu z pewnej abstrakcyjnej przestrzeni
(wektorowej) — przestrzeni Hilberta H (moze byc¢ skonczenie lub nieskornczenie

wymiarowa; jesli wymiary sg przeliczalne to przestrzen osrodkowa, jesli nie to
normowanie wektoréw do funkcji delta).

W przestrzeni mozna wybraé¢ baze |i >, i = 1,2, ... ; tzw. wektory ,ket” ;

Y(¢&,t) - to przedstawienia (reprezentacje) potozeniowe wektoréw stanu;

ale rownie dobrze mozemy mie¢ reprezentacje pedowg wektora stanu W(p, t)

mozna zdefiniowac przestrzen sprzezong (dualng) z wektorami ,bra” < i|
sprzezonymi hermitowsko do wektoréw ,ket”, oraz iloczyn skalarny w #H [1]

< nm >= (to samo) = j W2 (E)W, (€)dlE

w F dziatajg operatory np.F, Fla>=|b><b|=<a|FT.

Stan uktadu to jeden z wektoréw stanu H; mozna go przedstawi¢ (reprezentowac)
w bazie |i >

In>= Z cli >, (lub catka)

l

a z ortonormalnosci bazy: ¢; =< i|ln > (c w ogdlnosci zalezg od n).

Baze w H{ moga stanowi¢ wektory wiasne dowolnego operatora (hermitowskiego);
moze to by¢: operator potozenia X , operator Hamiltona H , dowolny inny...
jesli jako baze wybierzemy X|x >= x|x > to ¥,(x) =<x|n > .

[rzeczywiscie, W, (x) to funkcja — zbidr wartosci liczbowych dla wszystkich wart. argumentu]



In>= ZCi|i>—>f <x|n>|x>dx=f Y, (x)|x > dx

i X X

[1] - < n|m > formalnie mozna zapisa¢ (wstawiajgc jedynke [ = );|i >< i| Iub
I=[|E><é&|dé,dla & = x) jako:

> iy titm) - [ w00 @dx.

W tej notacji Diraca < n|H|m >= [W;;(§)HY,,(£)dé , gdyz w przedstawieniu

potozeniowym ( X ) operatory wyrazajg sie przez wspoétrzedne potozenia, H=H 6,

a <x|p>= e**, k=p/h, fale ptaskie w 1D — wektory wiasne operatora pedu
w reprezentacji potozeniowej;

[ zauwazmy, ze < p|x > = e ** to funkcje wtasne ¥ w reprezentacji pedowej .

Wielko$¢ |n >< n| to operator rzutowy, Y,|n ><n| =T,

~

I - operator jednostkowy w H,

twierdzenie spektralne F =Y, faln > < n| , n— numeruj stany wtasne F, stad
znane juz wyrazenie na warto$¢ oczekiwang operatora F w stanie |la >
opisywanym funkcjg falowg ¥,

<alFla>= ) fyleal? .
n

[ |la>= chn|n>]-

Wektory stanu mozna tez wyrazac w reprezentacjach dyskretnych , np.
energetycznej (n|a) = (E,|a) , En— wartosci wtasne operatora H.

Posta¢ dowolnego operatora w takim przedstawieniu bedzie macierzowa:

zawsze mozemy zapisa¢ (1**)

(£1a) = D (§1En) (Enla)

(€1) = > (§1En) (Enlb) |

dowolny operator F w dziataniu na stan ,a”

(§1b) = F(¢la)

zatem



D EIED) (Enlb) = F ) (£1En) (Epla)

mnozymy z lewej przez (E,,|&) , scatkowanie po & przy skorzystaniu z
ortogonalnosci [ dé(En,|EME|E,) = 8, dostaniemy

(Emlb) = ) (Em|F|En)(Enla)

n

gdzie (2)

(| F|E,) = j AEP3 (VPP (E) = Fpr

[F pod catkg jest wyrazony w reprezentacji potozeniowej]

definiujg operator F jako macierz elementéw (m,n). Oczywiscie macierz H jestw
tym przedstawieniu diagonalna, z wartosciami operatora H - Ej

(2%)
(Em|H|En) = EnSmn -
Podobnie mozna postgpi¢ dla reprezentacji niedyskretnych (np. pedowej) ale

wowczas sumy w (1**) nalezy zastgpi¢ catkami (po dp)i (2) bedzie:

w'|Plp) = | d9)F I
jest macierzg nieskonczenie ciggtg i w rezultacie sprowadzi sie do pewnej postaci
operatorowej F jako funkcji nie x,y,z, ale Px, Py, Pz .

W szczegdlnosci mozna pokazac, ze operator pedu w swojej reprezentaciji, przez
analogie do (2*) jest:

(p'lPlp) = 060" — D),

a operator potozenia w reprezentacji pedowe;j

O s’ —p)
ap'p p).

(p'[X|p) = —in

Zrozumiate staje sie tez dlaczego < n|A|m >= [W;;(§)AW,,(§)dE
(wstawiamy dwie jedynki [catkowe]) i reprezentacja potozeniowa A

("4l = A(§)6(E" = <) .



Uktady wielu czastek (podukiaddw)

a) czagstki (poduktady) nieoddziatujgce
hamiltonian H(1,2,...,N) = Y; H(Q),
przestrzen Hilberta H =H, @ H, - Q I toiloczyn tensorowy,
[iloczyn skalarny w H definiuje sie jako produkt iloczynéw skalarnych w ;]
baza w przestrzeni H -> iloczyny wektoréw bazowych w H;
H,:{1>D12>D) 0 im1 >}
H,: {1 >@,12>P, ., |m2 >}
Hy: {1 > 12 >M  |mN >®)}
Jeden wektor bazowy w H to np.
la; > = |k > |k, >(2) ... |ky >®V)
| — numeruje wektory bazowe H ,

bazy w H; mozna wybra¢ jako wektory wlasne H(i) .

Twierdzenie:

lloczyny wektoréw wiasnych H(i) sg wektorami wtasnymi H, do wartosci wtasnych
bedacych sumg wartosci wkasnych H(i) : Aji- (j — numeruje kolejne wart. wtasne)

b) oddziatujgce czastki
H(1,2,..,N)=Y,H({)+V(,j,..) ,V — zawiera oddziatywania
przestrzen Hilberta — ta sama,

wektory H zawsze mozna przedstawi¢ w zupetnej i nieskonczonej bazie |a; > ....

Inne reprezentacje

hasta: kwantowa teoria pola, kwantowanie pél, druga kwantyzacja,

reprezentacja liczby obsadzen...



To co teraz robilismy dotychczas to tzw. pierwsza kwantyzacja — opis uktadow
czgstek za pomocg funkcji falowych; w przyblizeniu jednoelektronowym — funkcji
falowych bedacych iloczynami funkcji jednoczgstkowych — funkcji wkasnych
hamiltoniandéw jednoelektronowych, tzn. w reprezentacji stanow jednoczgstkowych;

i, esin >=ig)) @ ... @ |indy

gdzie indeks dolny w |a >; numeruje elektrony, a la >; to stan j-tego elektronu,
dla elektronéw stan wieloczgstkowy musi by¢ jeszcze antysymetryzowany.

Dla uktadow, w ktorych liczba czastek moze ulegaé zmianie wygodniejszy jest
opis za pomocg stanoéw w ,reprezentacji liczby obsadzen”, tzn.

|ng, ny, ... >
gdzie Ni mowi nam ile czgstek obsadza dany stan ,, i 7,

Jlista” Ni przebiega teraz liste mozliwych stanéw jednoczgstkowych, a Ni mowi, ktore
z nich i w jaki sposob sg obsadzone;

oczywiscie dla elektronéw mozliwe wartosci n to tylko O lub 1 (jesli mamy na mysili
spinorbitale);

Przestrzen wszystkich mozliwych takich standéw |nq,n,, ... >, dla max. N czagstek
nazywa sie przestrzenig Focka;

Uwaga: przestrzen Focka budujemy dla ustalonej liczby stanéw, a nie liczby czgstek!

Zatbzmy, ze mamy M stanow jednoczgstkowych, np. M=4, to wszystkie mozliwe
stany fermionowe rozpinajgce przestrzen Focka s3:

10000 >, 1000 >, 0100 >, 0010 >,]0001 >,|1100 >, 0110 >, 0011 >,
11001 >,|1010 >,[0101 >,|1110 >,|0111 >,|1011 >,|1101 >, 1111 >,

jestich 2M = 24 = 16, stan |0000 > nazywa sie |vac > rzeczywistg préznig (brak
elektronow);

ale jesli méwimy o uktadzie z doktadnie dwoma elektronami, N=2, to mozliwych

standw jest (%) = (LZL) =6

11100 >, |1010 >,|1001 > [0110 >,|0101 >, |0011 >

jesli myslimy w kategoriach spinorbitali (standw jednoczgstkowych) HF to pierwszy z
nich jest 2-czgstkowym stanem podstawowym (zajete tylko orbitale obsadzone) a
pozostate dwa to jedno- lub dwu-czgstkowe stany wzbudzone,



np. jesli bierzemy pod uwage dwa stany (spinorbitale) Focka dla He, 1S, 1S oraz

dwa spinorbitale wirtualne 2s™, 2S” to |1100 > opisuje stan podstawowy He, a
pozostate trzy odpowiadajg stanom wzbudzonym w tej bazie stanow
jednoczgstkowych;

poniewaz wzbudzenia liczy sie czesto od stanu podstawowego, to stan [1100 > (w

k24

tym przypadku) oznaczamy czesto przez |0) i nazywamy stanem ,prézni Fermiego”.

Operatory w przestrzeni Focka buduje sie w oparciu o elementarne operatory kreaciji
i anihilacji czastek w danym stanie, ktdre muszg byc¢ tak zdefiniowane (zob. tez KOH
DK1ab) : (DKO)

fi.z-|...._n1-—|—1._...}:\/ni+1|7”,nz—,...),

la:, a;) = @d; — a;0: = [a],al] =0, [ai,al] = 6 for bosons,
{ai,a;} = aiaj + a;a: = {a,, 'j,j} =0, {ai, 51} = 0j; for fermions.
to, ze {al,al} = 2afal = 0 wyraza zasade Pauliego

tatwo sprawdzic, ze

n; = Clg-ai

jest operatorem liczby czgstek w stanie i-tym

a hamiltonian jednoczgstkowy (ktérego stany jednoczgstkowe ,i” maja energie &; )
daje sie zatem zapisac jako

(X)

H= Zei a;-l-al‘
i

(wartosci wtasne, tzn. mozliwe energie ukfadu, takiego hamiltonianu (nieoddziatujgcych
czgstek) sg poprawnie zdefiniowane jako sumy mozliwych energii jednoczgstkowych &; )

i zwrocmy tez uwage na podobienstwo do twierdzenia spektralnego

H=2En|n><n|,
n

a dowolny inny operator jednoczgstkowy (ktérego stany nie sg wlasnymi) jako
(DKOa)



T = z tij ajaj
ij

[ w tej reprezentacji mozna tez wyrazi¢ operator dwuczastkowy oddziatywania e-e (na razie
bez dowodu)

(DKOb)

1 t o
V== Z VabcaQqApAcag
abcd

W powyzszym przyktadzie dla He stany wzbudzone mozna wygenerowac z dziatania
na |0 > = |1100 > operatorami azr oraz a;, np.

ala,|1100 > - 1001 >

Przypomnijmy kwantowy oscylator harmoniczny

. . T A I k -
W jednym wymiarze hamiltonian H = zp_m + Exz po podstawieniu w = \E zagadnienie

2 w2

2,2
wiasne wyraza sig jako (% - r:z =+ ZZLE) Y(x) =0, apo podstawieniu & = x /% i

2E . d? , . . d
€= — jako (d_fz - &+ s) Y (&) = 0; w tych wspétrzednych operator pedu p; = —i

zatem H = %w(fz + ﬁfz); wprowadzajac operatory

1 1
a= ﬁ(f +ipg), at= E(f — ipe),

mozna pokaza¢, ze

(DK1ab)
aanpn =+ Dy,
QTC”pn = ny,
i takze z definicji operatoréw ¢ i P
dostajemy
ata+ aat =& +p;°
zatem
Hipy = S (6 4 ¢ Y = " (aa+ aa i, = hoo (n+3) s

alez (DK1b) afay, = ny, zatem



1 1
H = hw (a*a+z) = hwa*a+zhw =cata+c

pomijajgc statg ¢ = %ha) (jako energie zerowg — przesuniecie na skali energii),

H = eafa jest niczym innym jak (X powyzej) dla uktadu, w ktérym jest tylko jeden stan o
energii € = hw , a liczbe ,,czastek” w tym stanie (liczbe wzbudzen) liczy nam
operator liczby czastek (wzbudzen)

n=ata

Taki hamiltonian opisuje np. ,,fonony” — kwaziczgstki - kwantowe odpowiedniki wzbudzen
drgan sieci krystalicznej o czestotliwosci w , (fonony sg bozonami)

tu kwaziczastki to ,,wzbudzenia” drgan o czestotliwosci w

wiecej wzbudzen = wiecej wykreowanych fonondéw, wieksza energia drgan (N x hAw) co
klasycznie odpowiada wiekszej amplitudzie drgan.

tatwo sprawdzi¢, ze tak jak powinno by¢ dla bozonéw
[a,at] =1
oraz, ze tak jak w (DKO)

ayp, = \/ﬁwn—l
a-l-l/)n =vn+ 1¢n+1

[ zauwaimy, ze dla KOH ayp, =0 ].



