Uktady periodyczne — krysztaly; symetria translacji

sie¢ prosta - periodycznos¢

1) siec przestrzenna

¢) struktura krystaliczna
b) baza zawierajgea dwa rézne jony

Rys.1 (a) (b)

Symetria translacji

wszystkie mozliwe wektory @ w przestrzeni 3D tworzg grupe z dziataniem
grupowym zdefiniowanym jako dodawanie wektoréw;

grupa ta jest izomorficzna z grupg operacji translacji, w ktérej elementami sg
translacje tz o wektor d ; dodawaniu wektoréw odpowiada sktadanie translacji

G+b o ta ty

grupa jest abelowa, element tozsamosciowy to translacja o wektor ,zerowy”

(ta) t=t_g

sieciom krystalicznym odpowiadajg translacje sieciowe, tzn. translacje o wektory
bedgce kombinacjg liniowg, ze wspotczynnikami catkowitymi, pewnych

niewspotliniowych wektoréw bazowych a:i , = grupa (dyskretna)
Ny, N2, N3 - catkowite;

wektory translacji dj tworzg sieci Bravais (wezly wskazywane przez te wektory),

[wektory translacji dn czasami bedziemy oznaczaé¢ R |

d; - definiujg rownolegtoscian bedacy komorkg elementarng,



jej wybor nie jest jednoznaczny
komorka prymitywna - komorka elemenarna o najmniejszej objetosci
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sieC krystaliczng mozna zbudowac z (przylegajgcych) komorek elementarnych;

wierzchotki rownolegtoscianow tworzgcych kom. elementarne to wezly sieci Bravais,
tworzg sie¢ Bravais.

W ogolnosci wezly sieci Bravais nie muszg (czesto nie mogg) by¢ potozeniami
atomoéw; (np. w sieciach z bazg, krysztatach molekularnych, biatkach,..) (Rys.1 (b)),

sieci z bazg -to- przenikajgce sie sieci Bravais.

Grupa symetrii krysztatu zawiera podgrupe punktowg (skonczong) i podgrupe
translacji [sieciowych] (nieskofczong) + ztozenia takich operacji, ktore dajg
dodatkowo nowe przeksztatcenia - tzw. osie Srubowe i ptaszczyzny poslizqu

taka grupa nazywa sie grupg przestrzenna.

Pojecie wektora falowego

grupa translacji jest abelowa = wszystkie reprezentacje sg jednowymiarowe
(gdyz klasy sg jednoelementowe)

H jest niezmienniczy ze wzgledu na operacje translacji,
HY =EY, Try(r) =9 —R) = Ag(r)
ale |Y(r— R)|2 = |Y(1)|?, zatem
Arp = exp(ifg)
ale z definicji ARi/le = ’1Ri+Rj , zatem wystarczy przyja¢ g = KR [iloczyn skalarny]

k — wektor falowy, numeruje funkcje wtasne operatora translacji T |,

wartosci wkasne Tr to:
Agp = exp(ikR)

rownanie



Try(r) = exp(ikR) P (r)
to jedna z postaci twierdzenia Blocha.

Pokazmy, ze funkcja o postaci, (*)

Y() = e™u(r)
dla u periodycznej [z periodycznoscig sieci] : U(r+R)=u(r), spetnia tw. Blocha,

zatem funkcje wtasne H periodycznego uktadu tez bedg miaty takg posta¢ (2*)

() = ey (1)
gdyz w ogolnosci U tez moze zaleze¢ od k
oczywiscie k - indeksuje tez (numeruje) funkcje wiasne (i wartosci wlasne) H ,

to jest "liczba kwantowa” ....

dodatkowo @ i u moga by¢ numerowane dodatkowym indeksem numerujgcym
rozwigzania rownania Hy=E y .

Réwnanie (2*) to inna postac twierdzenia Blocha.

Zobaczmy jak translacja wptywa na funkcje wspotrzednych;

wezm owoln UnKC | ZDadajm a=R
smy dowolng funkcje  f () izbadajmy f(r+a) @=R)

f(r+a)= f(r)+Z(a§i f(r), +..

—_in(e o @
ale P (ax % 52) zatem

f(r+a)=e™"f(r)
zatem translacji s o wektor a argumentu funkcji f, odpowiada operacja (*) na
funkcji f, lubinaczej operator T, i mozemy zapisac: f (r "‘a) = Ta f (r)

a zatem widzimy zwigzek wektora falowego z pedem p = hk

i widzimy, ze symetria translacji bedzie odpowiadata prawu zachowania pedu...



Wracamy do sieci dyskretnych,

w wartosci wtasnej operatora translacji o dyskretny wektor sieciowy R, Az = exp(ikR)
|k| — ma wymiar ,odwrotnos$ci dtugosci” , z doktadnoscig do statej Plancka, méwimy,
ze nalezy do przestrzeni ,pedéw”; (do przestrzeni wektoréw Kk ),

w takiej przestrzeni mozna tez wprowadzi¢ baze i dyskretng grupe wektorowg; ze
wzgleddw zwigzanych z opisem dyfrakcji czgstek/fal na krysztatach, baze w
przestrzeni k wprowadza sie jako baze bi-ortogonalng do bazy w R

C_l)ll_ﬂ)] = 27T6ij

dyskretny, nieskonczony zbiér wektoréw
I_(m ES mll;l + ngz + m3E3
tworzy sie¢ odwrotng .

tatwo zauwazyc, ze
I_{)ml_én = ZﬂMl‘j

gdzie M; - sg liczbami catkowitymi.

Dlaczeqgo tworzymy dyskretna sie¢ odwrotng?

1. ,sumy Blocha”

z twierdzenia Blocha :
Yr() = ey, ()

wynika, ze funkcje wlasne H muszg by¢ tez funkcjami wtasnymi operatora translacji Tr 0
wektory sieciowe R ; ale funkcje wariacyjng (opisujgca stan elektronu w periodycznym
potencjale/krysztale) mozemy ,chcie¢” zbudowac jako kombinacje liniowg z orbitali
atomowych atoméw tworzgcych krysztat;

sumy blocha to orbitale ,atomowe” o danej symetrii, ,zdelokalizowane” i spetniajgce
tw. Blocha; mozna je zbudowac tak: *)

— ikR ;
Bu(r) = ) e y(r - Ry)
J
gdzie y(r — R;) to orbital atomowy o ustalonej symetrii, zlokalizowany na atomie w
komorce elementarnej wskazywanej przez R; ,



tatwo sprawdzi¢, ze spetniajg one tw. Blocha...

2. tak zbudowane ,orbitale krystaliczne” sg identyczne, jesli wektory k i k’ réznig
sie o wektor sieci odwrotnej K (dowolny dyskretny)

. . , oo ikR;
b = z ok R x(r—R;) = z pl(k+KOR; x(r—R)) = 2 oKR; o "x(r—R))

J J ]
= > e Rix(r—R)) = ¢,
7

gdyz e*™ij = 1;

to prowadzi do zdefiniowania tzw. stref Brillouina,

a w zasadzie IBZ — pierwszej strefy Brillouina , ktérg tworzg wszystkie wektory k
(obszar w przestrzeni k) wokét danego wezia sieci odwrotnej, lezgce blizej danego
wezta niz jakiegokolwiek innego.

Przyktfad:

jest to tzw. komorka Wignera-Seitza (w sieci odwrotnej),

a zatem: wektorowi k’ spoza IBZ zawsze odpowiada jakis wektor k z IBZ .

Elektron w ,pustej sieci krystalicznej” — wezly bez atomdéw (bez potencjatu
periodycznego):

zalezno$¢ energii od wektora falowego (w zasadzie od pedu) nazywamy zaleznoscig
dyspersyjng...

dla swobodnych elektronéw jest to zalezno$¢ kwadratowa (paraboliczna)
p2 hZ k2
- 2m 2m

natozenie warunkow translacji (dla pustej sieci) i ,rownowazno$¢” wektorow falowych
k réznigcych sie wektorem (jakimkolwiek) sieci odwrotnej K, powoduje, ze gatezie



.paraboli” mozna ,sprowadzi¢” do IBZ — formalne odpowiada to tworzeniu pasm
energetycznych...

(rys. dla 1D)

zauwazmy degeneracje dla k na brzegach IBZ , wprowadzenie atomow
(=potencjatu sieci krystalicznej), tzn. zaburzenia, spowoduje (w | rzedzie RZ)
zniesienie degeneraciji i powstanie przerw energii wzbronionych;

np. w 1D o statej sieci (odlegtosci miedzy weztami = dlugos¢ komorki elementarnej =
a) — IBZ rozcigga sie od -n/a do n/a

Metoda LCAO CO; metoda ciasnego wigzania

cho¢ budujemy orbitale krystaliczne (sumy Blocha) to symetria orbitali atomowych nie
jest symetrig sieci krystalicznej, zatem funkcje (prébng MW) mozemy rozwing¢ na

sumy Blocha (o réznych symetriach atomowych) (**
N
1/Jn,k (1‘) = z Cm,n(k)¢m,k (T)
m

gdzie n — indeks orbitala krystalicznego, m — indeks (,symetrii”) orbitala atomowego;
N - takich orbitali (rozwinie¢) mozemy uzy¢ do rozwigzania réwnania Focka;

... 0 czyms zapomnieliSmy... w praktyce nie mamy do czynienia z nieskornczonym
krysztatem, zatem nasze sumy Blocha powinny zawiera¢ skonczong liczbe wyrazéw



(tyle ile komorek elementarnych w rzeczywistym krysztale), z kolei krysztat
skonczony nie posiada symetrii translacji .... k przestatoby by¢ dobrag liczbg
kwantowa...?....

Periodyczne warunki brzegowe - warunki Borna-von Karmana

zgdamy, zeby Y (r + L) = y(r), gdzie L - makroskopowa wielko$¢ zawierajgca
duzg liczbe N komodrek elementarnych krysztatu,

dyskretyzacja wartosci k

rozwazymy wpierw przypadek sieci 1D — swobodny elektron, fala ptaska,....

1 .
x) = —elf¥, x+L)=v(x
P (x) VL U( ) =¥ (x)
kL =1, = kL=n2m, = k,= 2 2t
ekl =1, = n2m, n=n—o-=no—

najmniejsza wartos¢ k to 2n/Na, i ,skok” wartosci k tez o 2n/Na;

w ogolnosci, w objetosci Q o N komorkach elemetarnych, funkcja blochowska tez
powinna by¢ hormowana

1 .
dr(r) = \/_Nza: e'*Ra y(r — R,).

Réwnanie Focka z operatorem F, albo jakikolwiek hamiltonian jednoelektronowy H,
do ktérego zastosujemy metode wariacyjng, sprowadzi zagadnienie wiasne do
postaci macierzowej

HC = EC

inaczej

l

N
[HU — ESij]Ci =0
=1

rozwigzan, czyli wektoréw i wartosci witasnych bedzie N, (powinny mie¢ dodatkowy
indeks, jak w (**), En, , ™

Hij = ($ix(@)|H|p; 1 (1))

wstawiajgc postaé (*)



1 . ~
H;; = NZ e " Bm=Rn) (3. (r — R |H|x;(r — Ryp))
nm

przyblizenie ,najblizszych sgsiadéw” (,nn”) — zaktada istotnie ré6zne od zera tylko
elementy macierzowe na tym samym (n=m) wezle, lub na najbardziej sgsiednich
weztach...

rozwazmy przyktad z dwoma orbitalami np. typu s, na kazdym wezZle (s1i s2)
[macierz H bedzie miata dimH = 2],

mamy N takich samych wyrazéw nawezlowych, oznaczymy je jako {ji,

oraz N takich samych wyrazéw z ustalonym n i m - wybranym z otoczenia
najblizszych sgsiadéw; dla danej pary ij - wszystkie cafki z otoczenia ,nn” sg takie

same — oznaczmy je parametrem tjj, zatem

Hij = tii6ji + tij z eikRm

mE"TlTl"

te sume nazywamy czynnikiem strukturalnym

jesli H jest pewnym hamiltonianem efektywnym z periodycznym potencjatem
krystalicznym,

H=T+ Ve,
to cafki tij mozna traktowac jako parametry, wyznaczane np. z doswiadczenia tak,

zeby widmo energii, prawdopodobienstwa przejsc¢ itp., odzwierciedlaty dane
doswiadczalne (pomiarowe)...

Rozwazmy przyblizenie sieci 1D (z jednym orbitalem na wezet)

tam gdzie obliczany jest element {(y(r — R,))|H|x(r — R,))) , efektywny
potencjat krystaliczny Vper nieznacznie rézni sie od potencjatu atomowego V,; ,

zatem element ten ~ € — energia orbitalna;

element (y(r — R,)|H|x(r — R,))) [n in - najblizsi sasiedzi] oznaczymy jako t



w rezultacie, warto$¢ oczekiwana energii (przy zatozeniu dla catek nakrywania
()((r - Rn)lX(r - Rnl)) = Sn,nr = 5i,j )

E(k) = e+ 2t cos(kd)

tzn. jedno pasmo o szerokosci energetycznej 2t pochodzgce od poziomu
atomowego o energii € ;

przy natozonych periodycznych warunkach brzegowych to pasmo dyskretyzuje sie do
N energetycznie blisko [...] potozonych poziomow jedno-elektronowych — formalnie
zdelokalizowanych

[... obraz ze znoszeniem degenerac;ji ...]

Uwaga:
gdybysmy mieli p orbitali dla kazdego z M atoméw w komaorce elementarnej, to
wymiar macierzy H bytby p*M - otrzymalibysmy p*M pasm energetycznych

Rozwazmy model 1D krysztatu molekularnego — zbudowanego 2z molekut
osadzonych w weztach sieci i powigzanych stabiej niz atomy w molekutach..

tu: 2 atomy (moga by¢ takie same) w kom. element. ; macierz H ma teraz posacé
& t, +t,e"kd
[tl + t,etkd & ]
t; - element ,miedzyweztowy-w-molekule” ,
t, —element ,miedzyweztowy-miedzy-molekularny”;

zaktadajgc t; >>t, oraz d, >d; -takie dwa rozwigzania — dwa pasma:

Energia
™

k

(ktore ,zetkng sie” w k=n/d dlat; =t, ) ; reprezentujg ,wigzgce” i ,antywigzace”
rozwigzania (zob. wykt.4, molekuta H).



Model prawie swobodnych elektronéw

metoda ciasnego wigzania wywodzi pasma od dyskretnych poziomow
energetycznych,

1.Model Kroniga-Penneya

... sprobujmy powieli¢ pojedynczg bariere potencjatu (w 1D) i stworzy¢ potencjat
periodyczny..

Vix)

LT LT

— U
—(a+bh) -b 0O a a+b »
X

rownanie Schrodingera

n* d?

zszywajgc rozwigzania i ich pochodne w obszarach studni i barier (Zgdanie ciggtosci
funkcji falowej i jej pochodnej na granicy studni / barier)

ik —ik _ 2
w przedziale studni (0 —a) ¥ = Ae"™ +Be™ X’ Kk = (2mE) /%

KX —KX — _ 2
w przedziale bariery (-b —0) V=Ce"+De ™ K \/Zm(Uo E)/n

dodatkowo zgdamy Blochowskiej postaci funkcji falowej, tzn. po przesunieciu
eik(a+b)
argumentu funkcji o (a+b) funkcja ,nabiera” fazy ;

zadajgc ciggtosci funkcji i pochodnej w punkcie ,0” mamy
A+B=C+D, iIk(A—B)=«x(C-D)
odpowiednia ciggtos¢ w punkcie a
Acke 4 Be ke — (Ce—Kb _ De" )aik(a+b)
ik(Aeika . Be—ika): K(Ce"‘b _ De® )aik(aer)

te cztery rownania majg rozwigzanie < znika wyznacznik, co daje réwnanie na
mozliwe energie E



(2 —k? )/ 21k [sinh xbsin ka + cosh b coska = cosk (a + b)

(pamietamy, ze k i « zalezgod E),
bez straty ogélno$ci, mozna przyja¢ potencjat Vper W postaci sekwencji delt-Diraca,

2p
wowczas ktadgc b=0 i Uy ->o0 oraz biorgc granice skonczonego £ > 2=p ,

K>k, kb <1, (limsgsinh(x)/x->1, cosh(0)->1), zatem dostajemy
(P/ka)sinka+coska = coska

mozna to tatwo rozwigzac graficznie (C.Kittel, WFCS) i otrzymac¢ pasma

E4 EA

\ //’. '
o o +1 N \ ‘
-3n -1 0 T 3n ; - /
bq VA%VA """""" A‘]VAZBWVA_VJ. '“' —
; ——
~ \-/ V b _3x _ n n n in n

21,2

(P/Ka) sin Ka + cos Ka

pasma i przerwy energetyczne

... wartosci energii (obliczone z E =

om ) odpowiadajg tym k dla ktérych funkcja

z wykresu jest || <1, pozostate obszary to przerwy energetyczne

2.Staby periodyczny potencjat (w 3D)

Startujemy od modelu pustej sieci — hamiltonian Hy = T - tylko energia kinetyczna
swobodnych, nieoddziatujgcych elektronow

dodajemy staby periodyczny potencjat wigzacy (ujemny) H = Hy + H', H' = Voer
i stosujemy rachunek zaburzen do IlI-go rzedu,

h°k?
energie wikasne Hp to EE = om stany wiasne Hp to fale ptaskie numerowane
wektorem falowym k , |K) = <p,((0)(r)~eikr , periodyczny potencjat mozna

roztozy¢ (transformata Fouriera lub tw. Weierstrassa dla funkcji okresowej) na szereg
funkcji periodycznych, dyskretnych na bazie wektoréw sieci odwrotne;j

V(r)=> Ve

ale



kv

k') =DV, J' dre'omor
9

jest # 0 tylko dla g=0,

E(k) = E,S+V0+ZM

0 0
g#0 =k Ek—g

Vo tylko przesuwa energie, podobnie ll-gi rzad dla k dla ktérych nie ma
degeneracji, ale dla k bliskich granicy IBZ, tzn. np. w 1D dla k ~ G/2 (rys.)

G — pierwszy # 0 wektor sieci odwrotnej,
0 _ o
E¢r, = EZg)2

degeneracja — nie mozna stosowa¢ Ill-rzedu RZ, lecz I-rzad dla stanéw
zdegenerowanych;

dla k blisko granicy IBZ szukamy rozwigzania

Hoyr = E@y
w postaci
0, = akeikr _I_ak_Gei(k—G)r

ktadac Vo= 0 (przesuwanie skali energii) dostajemy rownanie na wspotczynniki dg

EC-EK) Vo }{aﬂzo
R W

Z nietrywialnym rozwigzaniem - gdy znika wyznacznik

E*(K) =L(EL +EX )+ 3(E0 —EP ) +4[V, [
dla k bardzo bliskich 2 G

E*(k)=E |V |

267
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w 1D pasma sg zawsze rozdzielone przerwami energii wzbronionych,
w 3D niekoniecznie — pasma mogag sie ,naktadac”, tzn. przerwy dla réznych
kierunkow k mogg przypadac dla innych energii;

Whniosek generalny:
zZrodtem pasmowego charakteru widma energii w krysztatach jest periodycznosc.

Obsadzenie pasm (sytuacja modelowa):

w metodzie TB, kazde pasmo wywodzi sie z jednego poziomu atomowego, w pasmie
jest tyle standéw numerowanych dyskretnymi wektorami k, ile jest komorek
elementarnych w krysztale (zaktadajgc 1atom/kom.).

Jesli pasma sie nie przekrywajg, i poziomy atomowe sg w petni obsadzone =>
izolator/potprzewodnik; jesli nie => metal;

w rzeczywistosci mogg by¢ odstepstwa, ze wzgl. na tworzenie wigzgcych i
antywigzgcych orbitali molekularnych (ktére sg zrodtem budowy pasm)

Energia

pasmo
przewodnictwa

Ep, -—-—————- -

pasmo
walencyjne

atomowe
poziomy
rdzeniowe

pélprzewodnik pélprzewodnik

z szerokg przerwg z waska przerwa metal metal

Wréémy do metody TB i rozwazmy grafen



x alz(ga’%)’ aZZ(Qa’_%)’ a:a‘c—c\/§

C: konfiguracja elektronowa - 1s?2s?2p? ; 1s” — rdzen elektronowy
n=2:s, px, Py - hybrydyzacja sp; - wigzanie w ptaszczyznie, orbitale wigzgce o,

orbitale atomowe p, - prostopadte do ptaszczyzny grafenu tworzg orbitale
molekularne 7, m* - decydujg o wiasnosciach grafenu; energetycznie ponad 1.eV
powyzej wigzania o

dwa atomy w kom. elementarnej, jeden orbital p, na atomie => zagadnienie wtasne
macierzy hamiltonianu w bazie blochowskich orbitali p, (w przyblizeniu najblizszych
sgsiadow - trzech) ma wymiar 2x2; tylko dwa rézne elementy macierzowe

e element macierzowy hamiltonianu pomiedzy orbitalami p, na sgsiednich
atomach oznaczmy jako t
e element naweztowy oznaczymy jako &

(H-E)¢=S9¢

(z ¢ - o postaci Blochowskiej)

H{f t.f(k)} s{ 1 S.f(k)}
t-f (k) & s-f(k) 1

k =(kx,ky), s —catkanakrywania pomiedzy sgsiednimi orbitalami p,
_ qikalAf3 —ik,a/(2+/3)
f(k)=e + 2e cos(k,a/?2)
rozwigzujgc zagadnienie wiasne dostajemy

: +t-w(k _ 3
E*(k) = iiSWEk; . gdzie w(k)=-/|f(Kk)

zaniedbujgc s, (s=0 ) i kladac ¢ = 0 (tylko na diagonalii = skalowanie energii)



E(k) = it[1+ 4cos(xﬁkxa /2) cos(kya /2) +4cos® (kya/ 2)]“2

A

PL ol el
5 - | BZ

jedno pasmo (walencyjne - dolne) w petni obsadzone (jeden stan k z dwoma
elektronami z funkcjami spinowymi +/- 1/2)

drugie pasmo (przewodnictwa) — nieobsadzone: grafen — semimetal



