Mechanika kwantowa (cz. Il)

0. Powtorka podstawowych wiadomosci z fizyki kwntowej - |

- historyczna droga do fizyki i mechaniki kwantowe]
PCDC, efekt fotoelektryczny, doswiadczenia Francka-Hertza, dyfrakcja czgstek;
PCDC

Widmo promieniowania tfa uzyskane z satelity COBE
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rézne proby opisu obserwowanej krzywej wzorami, np.
(klasyczna teorii zaktada promieniowanie jako wynik oscylacji natadowanych czgstek materii

— o dowolnych amplitudach i czestosciach; gesto$¢ energii promieniowania)
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- prawo Wiena - (1983 wzér fenomenologiczny, dwie state niewyjasnione)

e(A,T) = A 5 exp (—/%)
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[katastrofa w nadfiolecie — sumaryczna energia e(T) = f

o e(v, T)dv - o]

_Planck 1900 (X) e(A,T) = A1~5 (ﬁ)
explz77)—1
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- Planck 1900 (XI) e(4,T) = 8mhcA™> <+>
eXp(m)—l

gdzie h=6,626 069 57(29):103 J-s = 4,135 667 516(91)-107° eV's

przy zatozeniu, ze zaréwno absorpcja jak i emisja promieniowania o czestotliwosci v
odbywac sie moze tylko porcjami energii ,kwantami” E=hv,
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, nagroda Nobla 1918
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Zjawisko fotoelektryczne
odkrycie H. Hertz, Stoletov i Leonard (1887, 1889, 1902)

wyjasnienie A. Einstein — 1905 (za koncepcjg Plancka) — nagroda Nobla 1921
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Doswiadczenie 1.

Swiatto pada na tarcze i wybija z niej elektrony. Przytozony potencjat moze przyspieszaé
elektrony do Kolektora lub hamowac¢ (w zaleznosci od polaryzaciji) i zawraca¢ do emiteTera.
Energia elektronéw zawracanych E=eV, NIE ZALEZY od natezenia $wiatfa.

Doswiadczenie 2.
Zalezno$¢ E — energii elektronéw (czyli Vi) od czestosci v — liniowa z progiem

Whniosek Einsteina: hv=E+ D, (RS praca wyjscia .

Doswiadczenie Francka-Hertza 1914 (bez wiedzy o pracach Bohra — 1913)

préba interpretaciji energig jonizacji... (nagroda Nobla 1925)

prqd anodowy, /

' ' I : : I L
0 5 407 A0 20 L25 e 308=35
napiecie przyspieszajqce, V; (V)

Falowa i korpuskularna natura fal i czgstek (L. de Broglie — 1923, NN — 1929)



- dla fal zjawisko Comptona (1922-1923) rozpraszanie promieni X
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promieniowanie rozproszone na elektronach swobodnych w molibdenie

FALE MATERII

DYFRAKCJA ELEKTRONOW I PROMIENI X

sz4: 7, 100, 3000, 20000 3 70000

rozpraszanie elektronéw na dwoch szczelinach — obraz interferencyjny

(... podgladanie elektronéw.....)

Podwaliny pod wspoétczesng mechanike kwantowg:

N. Bohr (1913, NN-1922), W. Heisenberg (1925 — mechanika macierzowa, zasada
nieoznaczonosci — 1927; NN-1932, ), W. Pauli (1925), E. Schrédinger (mechanika
falowa — rownanie falowe 1926, NN-1933), M. Born (podwaliny interpretacji funkciji
falowej [interpretacja kopenhaska]; NN-1954), P. Dirac (relatywistyczne réwnanie
falowe 1925, fundamenty kwantowej teorii pola, NN- 1933);

Podstawy mechaniki kwantowej

- funkcja falowa — interpretacja fizyczna (probabilistyczna — nie );
whasciwosci: P WPdx = W |° dx



odniesienie do fizyki klasycznej - determinizm; szkota kopenhaska;

- operatory (hermitowskie) — odpowiadajg mierzalnym wielkosciom fizycznym

Ad; =aid;
- wynikami pomiarow sg wartosci wkasne odpowiadajgcych im operatorow;

- iloczyn skalarny (¥|¢) = [¢* ¢dr,

- prawdopodobienstwo otrzymania wartosci wielkosci fizycznej uktadu w danym stanie ¥
2 * 2
P =l(p W)= [ g Wz

- wartosci $rednie operatorow — srednia z wielu pomiardw,

A=(Y|AY)= [V APdr=c,a,

- ewolucja uktadu — réwnanie Schroédingera (z czasem)

i oY (x,1)
ot

- stany stacjonarne i niestacjonarne,

= HW¥Y(x,t)

- zasada nieoznaczonosci Heisenberga (... matematyka — algebra operatorow... dla
wariancji i w konsekwenciji dla sredniego odchylenia standardowego...) — odzwierciedlenie
kwantowej rzeczywistosci fizycznej

- operator pedu (i pochodne); operator Hamiltona (znaczenie); HY = E¥

- zasada superpozycji standw; stany czyste i mieszane

- modelowe uktady kwantowe
(studnia 1D, bariera 1D-efekt tunelowy, 3D-geometrie, KOH, bariera, atom H
separacja zmiennych) iich znaczenie;

- moment pedu L, [Lx,Ly] = ihL, , orbitalny moment pedu (analogiado r xp),

- spin, (doswiadczenie Sterna i Gerlacha, atomy srebra w silnym polu B)

- formalizm operatorowy (réwnania rézniczkowe) — warunki brzegowe

- formalizm macierzowy — przestrzenie modelowe — reprezentacje operatoréw

- metody przyblizone (rachunek zaburzen, zasada wariacyjna i metoda wariacyjna)

1. Przypomnienie wielkosci fizycznych i rzedéw wielkosci; jednostki atomowe




Czy rzeczywistosc¢ klasyczna takze jest kwantowa?

Czastka o masie m w jednowymiarowej studni potencjatu o szerokosci L i
nieskonczonych barierach - dozwolone energie:

m?h*n?

E. =
1 8mlL>2

_ 1kg-m’

h=1,054103%Js =6,582107%eVs, 1J= 12

dlamasy 1kg i L=1m, E1=1.37x10%J (~10%°eV) - absolutnie niemierzalna;
dla poréwnania

jej energia kinetyczna w ruchu z v=1cm/h =>E=3.8 x 1012J=2.3 x 10" eV

natomiast dla mikroswiata (elektronu):

me = 0.9 x 10%" kg w granicach L=0.1nm E;=1.52x10%1J=1x107%eV
mierzalne!

A energia wigzania elektronu w atomie wodoru E; =-13.6 eV

ta energia to

mee*

E=—o—0
2(4mey)?h?

warto zobaczy¢ jakie bedg energie wigzania elektronu na domieszce donorowej w typowym
potprzewodniku (stata dielektryczna ~ 10, masa efektywna elektronu ~ 0.1 me)

E ~-0.014 eV
Whioski....

Jednostki atomwe (atomic units):

system miar, w ktorym wartosci wielkosci fizycznych wyraza sie w jednostkach
pewnych statych fizycznych i ich kombinacij,

me, e, h, 4‘1-[80,

oraz ich kombinacji



B Amegh?

s 5
. 1€ _ promien Bohra (atomowa jednostka dtugosci) (Bohr) = 0,53-102° m
h?
Ep=—r:
. MeQs . jednostka energii (Hartree) = 4,3597482(26)-10°18 J = 27 eV
h
°=E,
. h - jednostka czasu = 2,42:10'Y" s
eh
B= 5
H 2m,

- jednostka magnetycznego momentu dipolowego

(magneton Bohra) = 9,3 -102* J/T

mozna w skrocie powiedzieé, ze w tych jednostkach me=1, e=1, h =1, 4mg, = 1,
a energia wigzania w atomie wodoru wynosi: -1/2 ;

jednak ze wzgledu na zwigzek fundamentalnych statych fizycznych, bedacy
wielkoscig niemianowang

hc

6_2 = 137
predkos¢ swiatta w prézni, ¢ (wj.at.) =137,

sg to jednostki wygodne w fizyce atomowej i fizyce ciata statego (tam sg to na ogét
efektywne jednostki atomowe);

inne wielko$ci:

promien atomu wodoru ~ 1 a.u.
promien protonu ~ 10° a.u. ,
promien elektronu ~101° a.u.

e?

=1/137

tata strukt btelnej (b ' @ =
stata struktury subtelnej (bezwymiarowa), hcame,

moéwigca o sile oddziatywan elektromagnetycznych i rzedzie poprawek
relatywistycznych (np. SOC - oddziatywanie spin-orbita) pozwala wyznaczy¢
atomows jednostke predkosci ac =1 (a.u.) ~2.1 x 10® m/s

stata Boltzmana kg ~ 8.6 x 10 eV/K,
$rednia energia kinetyczna w gazie w temp. pokojowej: 3/2 kgT ~ 3.5 x 102 eV
(0.01 Hartree), to predkosci ~ 10° m/s,

natomiast predkosci w kondensacie Bosego-Einsteina ~ 103 m/s ....


http://pl.wikipedia.org/wiki/D%C5%BCul

2. Elementy teorii reprezentacii i formalizmu przestrzeni Hilberta

Dotychczas opisywali$my stan uktadu za pomocg funkcji falowej ¥, (¢, t) zaleznej
od zespotu wszystkich wspotrzednych przestrzennych & iczasut; n—w ogodlnosci
zespot liczb kwantowych.

W ogolnosci mozemy méwic¢ o wektorach stanu z pewnej abstrakcyjnej przestrzeni
(wektorowej) — przestrzeni Hilberta Hf (moze by¢ skonczenie lub nieskonczenie
wymiarowa; jesli wymiary sg przeliczalne to przestrzen osrodkowa, jesli nie to
normowanie wektoréw do funkcji delta).

W przestrzeni mozna wybraé baze |i >, i = 1,2, ... ; tzw. wektory ,ket”;

Y(&,t) - to przedstawienia (reprezentacje) potozeniowe wektorow stanu;

ale rownie dobrze mozemy mie¢ reprezentacje pedowg wektora stanu W(p, t)

mozna zdefiniowac przestrzenh sprzezong (dualng) z wektorami ,bra” < i|
sprzezonymi hermitowsko do wektoréw ,ket”, oraz iloczyn skalarny w # [1]

< nm >= (to samo) = j Wi (E) W (E)dE |

w H dziatajg operatory np.F, Fla >=|b><b|=<a|FT.

Stan ukfadu to jeden z wektoréw stanu H'; mozna go przedstawi¢ (reprezentowac)
w bazie |i >

In>= Z cli >, (lub catka)
i

a z ortonormalnosci bazy: ¢; =< i|ln > (c w ogdlnosci zalezg od n).

Baze w H mogg stanowi¢ wektory wtasne dowolnego operatora (hermitowskiego);
moze to by¢: operator potozenia X , operator Hamiltona H , dowolny inny...

jesli jako baze wybierzemy X|x >= x|x > to ¥, (x) =<x|n > .

[rzeczywiscie, W, (x) to funkcja — zbidr wartosci liczbowych dla wszystkich wart. argumentu]

In>= Zci|i>—>f <x|n>|x>dx=f Y (x)|x > dx
- X X

l



[1] - < n|m > formalnie mozna zapisa¢ (wstawiajgc jedynke I = Y ;|i >< i| lub
I=[|&><é&|dé,dla & = x) jako:

> tali)gitm) j W2 ()W ()

l
W tej notacji Diraca < n|H|m >= [W;(§)HY,,(£)dé , gdyz w przedstawieniu

potozeniowym ( X ) operatory wyrazajg sie przez wspoétrzedne potozenia, H=H &),

a <x|p>= e**, k=p/h, fale ptaskie w 1D — wektory wtasne operatora pedu
w reprezentacji potozeniowej;

[ zauwazmy, ze < p|x > = e kX 1o funkcje wlasne X w reprezentaciji pedowe;j ].

Wielko$é |n >< n| to operator rzutowy, Y,In ><n| =1,

I - operator jednostkowy w H,

twierdzenie spektralne F =Y, f,|n > < n| , n — numeryj stany wiasne F , stad
znane juz wyrazenie na wartos¢ oczekiwang operatora F w stanie |la >
opisywanym funkcjg falowg ¥,

<alFla>= ) fuleal.
n

[ la >= Yculn>].

Wektory stanu mozna tez wyraza¢ w reprezentacjach dyskretnych , np.
energetycznej (n|a) = (E,|a) , En— wartosci wtasne operatora H.

Posta¢ dowolnego operatora w takim przedstawieniu bedzie macierzowa:

zawsze mozemy zapisa¢ (1**)

(€la) = ) (€1En) (Enla)

(€1b) = > (1En) (Enlb)

dowolny operator F w dziataniu na stan ,a”

(§Ib) = F(¢la)

zatem

D GIED) Enlb) = B Y (€1En) (Enl)



mnozymy z lewej przez (E,,|€) , scatkowanie po & przy skorzystaniu z
ortogonalnosci [ dé(En,|EME|E,) = 8y, dostaniemy

(Em|b) = Z<Em|F|En><En|a>

n

gdzie (2)

(EnlPIE) = [ 60 @700 = Fun,

[F pod catkg jest wyrazony w reprezentacji potozeniowej]

definiujg operator F jako macierz elementow (m,n). Oczywiscie macierz H jestw
tym przedstawieniu diagonalna, z wartoSciami operatora H - En

(2%)
(Em|H|En) = Enmn -
Podobnie mozna postgpi¢ dla reprezentacji niedyskretnych (np. pedowej) ale

wowczas sumy w (1**) nalezy zastgpi¢ catkami (po dp) i (2) bedzie:

7lp) = | asw i FEm)
jest macierzg nieskornczenie ciggtg i w rezultacie sprowadzi sie do pewnej postaci
operatorowej F jako funkcji nie x,y,z, ale px, Py , Pz -

W szczegdlnosci mozna pokazac, ze operator pedu w swojej reprezentaciji, przez
analogie do (2*) jest:

(p'lplp) = p6 (@’ —p),
a operator potozenia w reprezentacji pedowe;j

O 50 —p)
ap'p p).

(p'|X|p) = —ih

Zrozumiate staje sie tez dlaczego < n|A|m >= [ W, (§)AY,,(§)dé
(wstawiamy dwie jedynki [catkowe]) i reprezentacja potozeniowa A

(§'1AIS) = A(©)6E" = 9) .

Uklady wielu czgstek (poduktadéw)

a) czagstki (poduktady) nieoddziatujgce



hamiltonian H(1,2,...,N) = Y; H(Q),
przestrzen Hilberta H =H, Q H, - Q Hy toiloczyn tensorowy,
[iloczyn skalarny w # definiuje sie jako produkt iloczynéw skalarnychw #{; ]
baza w przestrzeni H -> iloczyny wektoréw bazowych w J;
H:{1>D 12 >D 0 m1 >
H,: {1 >@,12 >3 |Im2 >®}
Hy o {1>M 12 >M® jmN >
Jeden wektor bazowy w H' to np.
la; > = |kq > @ |k, >(2) ... L > V)
| — numeruje wektory bazowe H

bazy w #; mozna wybra¢ jako wektory wlasne H(i) .

Twierdzenie:

lloczyny wektorow wtasnych H(i) sg wektorami wtasnymi H, do wartosci wtasnych
bedgcych sumg wartosci wlasnych H(i) : /'ljl- (j — numeruje kolejne wart. wtasne)

b) oddziatujgce czagstki
H(1,2,..,N) =Y,H({)+V(i,j,..) ,V — zawiera oddziatywania
przestrzen Hilberta — ta sama,

wektory H zawsze mozna przedstawi¢ w zupetnej i nieskoniczonej bazie |a; > ....

3. Roéwnanie Schrodingera dla atomu wieloelektronowego

Jadro + N elektronoéw (atom lub jon).

Podobnie jak dla wodoru zatozymy nieruchome i duzo ciezsze jgdro od elektronow
(formalnie mozna przejs¢ do uktadu srodka masy, odseparowac¢ swobodny ruch
uktadu jako catosci => dostaniemy hamiltonian N-elektronowy ze zredukowanymi
masami);



hamiltonian (w jedn. atomowych — uwaga: tu masa zredukowana przyjeta jako = 1)

R Y

|r| I;tjr_rl

H=-Yhe iyt

|¢J|r |

hiq)n (ri) = s,i1<pn(ri)

(hi sa takie same dla wszystkich i)

funkcja falowa W , bedgca funkcjg wlasng H, HY = F¥

jest funkcjg 3N zmiennych,

moze by¢ zapisana w postaci kombinaciji (nieskonczonej) iloczynow ¢, (1;)

elektrony — fermiony => kombinacja iloczynéw antysymetryzowanych
wyznacznikow Slatera (S)

L‘l(l) Ll(Z) L‘l(\.\—)
Ua(1,2, .., N) = Co 3 0y (i1)0a(iz).. Un (iy) = . _det Ua(1)  a(2) ... ¥Ua(N)
g o Un(l) Un(2) ... Un(N)

gdyz funkcja musi by¢ antysymetryczna ze wzgledu na przestawienie par czgstek
(wspotrzednych, takze spinowych), zatem dotyczy to funkcji jednoczgstkowych
bedgcych iloczynami funkcji przestrzennych i spinowych

1l)i,cr(r) = Qoi(r))(a , 0 = i; ’

ale H nie zawiera zamiennych (ani oddziatywan spinowych), zatem mozliwy jest tez
taki zapis funkcji stanu

Y = (1)(1‘1, 1'2, . I'N)X(01 y 02, vy JN)
Jesli @ jest antysymetryczna, to X symetryczna ... i na odwrot;

mozliwe sg tez kombinacje mieszane.... czesciowo symetryczne-antysymetryczne
zapewniajgce asymetrycznosc catej funkcji falowej

Zakaz Paulieqo:

Wyznacznik Slatera znika tozsamosciowo gdy w sekwencji (S) pojawig sie dwie
takie same funkcje jedno-czgstkowe,



np. dla uktadu dwdéch elektronow

w12y = L[ 22)] _

Zle, ) ¢,2)] 7

a to oznacza, ze dwa elektrony (w ogolnosci fermiony) nie mogg jednoczesnie istnie¢ w tym
samym stanie przestrzenno-spinowym; ich funkcje jedno-czgstkowe muszg sie réznic
(matematycznie) tzn. przynajmniej jedng liczbg kwantowg (np. spinowg) ; przestawienie
wspotrzednych czagstek w takiej funkcji powoduje zmiane jej znaku

Statystyka, kilka uwag

zarowno fermiony, jak bozony sg miedzy sobg nieodrdznialne,

podziat na bozony i fermiony dotyczy wtasnoéci funkcji opisujgcej stan kwantowy ukfadu
wielu identycznych czgstek, a w szczegdlnosci odpowiedzi funkcji na operacje zamiany
miejscami dwéch sposréd nich;

dwukrotna zamiana nic nie zmienia, to pojedyncza zamiana moze zmienia¢ znak funkcji;

w przypadku uktadu identycznych fermionéw pojedyncza transpozycja czastek zmienia znak
funkcji falowej;

dla uktadu identycznych bozonow, znak sie nie zmienia;
o tym czy czastki sg bozonami czy fermionami, decyduje ich spin;
jesli jest utamkowy = fermiony; jesli jest catkowity = bozony;

zwigzek spinu ze statystykg (wrazliwoscig funkcji falowej na transpozycije czgstek) wynika z
kwantowe;j teorii pola, w ktdrej pokazuije sie rézne wtasnosci komutacyjne operatoréow kreacji
i anihilacji stanow pél kwantowych czgstek o réznych spinach; ma to zwigzek z postulatem o
przyczynowosci zjawisk fizycznych;

spin jest wielkoscig addytywng, wiec uktady o parzystej liczby zwigzanych fermionow sg
bozonami;

W przyblizeniu nieoddziatujgcych elektrondw, mozliwe funkcje wlasne H to

wyznaczniki Slatera zbudowane z funkcji wlasnych h,

w takich iloczynach zbudowanych z @, (l'i) , N —okresla stan jednoczgstkowy
(wodoropodobny), 1s, 2s, 2pi, ....

kazdy stan jednoczgstkowy h moze by¢ obsadzony dwoma elektronami, ktorych
funkcje spinowe bedg a lub f .
sekwencja takich n: n(7),n(2),... okre$la konfiguracje elektronowg w danym stanie

kazdej z nich odpowiada inna energia uktadu N-elektronowego (suma ). &; ) ;

w ten sposdb mozemy okresli¢ w zerowym przyblizeniu konfiguracje elektronowe
wszystkich kolejnych atoméw w uktadzie okresowym pierwiastkow,

H (1s), He (1s?), Li (He2s), itd...



Oddziatujgce elektrony
4. Atom helu.

Stan podstawowy (uktadu dwoch elektrondéw w polu jgdra)

nie mozna rozwigzac $cisle (6 zmiennych)
hamiltonian
H = Ho(l,Z) + V1,2
2

h ,(1 1 ,
Ho(l,Z)Z—%(Al‘FAz)—Ze (T_1+E)’ V1,2=e /le

w przyblizeniu V=0, stan podstawowy zbudowany jest z funkcji wtasnych h (1 lub 2)
tzn. z orbitali atomowych:

Onim = R ()Y (6, )
o energiach orbitalnych
Z%e? h? Vi

En = a= wj.a. enz—ﬁ,

 2an?’ ~ me?’
w tym przypadku Z=2, n=1, I=0 (1s), i funkcji spinowych Y1 =a, y_ 1= [, zatem
2 2

w jednostkach atomowych:
EO = 281 = _4‘

tj, -108.8 eV, a @ (przestrzenna) jestiloczynem

Dy = @15(D15(2) = 4 (2)3 exp [—2(7”1 + 7’2)]

ta funkcja jest ,symetryczna”, zatem czes¢ spinowa musi by¢ antysymetryczna;
mozna jg zbudowac jako

1
V2
Odpowiada ona catkowitemu spinowi S=0 i rzutowi spinu na os$ Z, S;=0, ale ze

sktadania momentéw pedu (tu spinowego) wiemy, ze spin catkowity moze by¢ tez
S=1, z mozliwymi rzutami S,=-1,0,1 .

Xa1(1,2) = =[a(DB(2) —a(2)B(1)].

Odpowiadajgce im spinowe funkcje catego uktadu (1,2) to odpowiednio

Xs3 = p(B(2)

1
NG la(DB2) + a(2)B(1)]
Xs1 = a(Da(2)

Xs,(1,2) =



mozna pokazac, ze sg to funkcje wlasne S?i S, do odpowiednich wartosci
wiasnych...

Obliczmy poprawke do energii stanu podstawowego, od V, w I-rzedzie rachunku
zaburzen

E = Ey + AE!

AE' =< 1s(1),1s(2)IV(1,2)[15(1),15(2) > = f<.01s(1)<.01s(2) P15(D15(2)dt, dr,

przy obliczaniu korzystamy z rozwinigcia:

1 _4nz 1 (T<)ZY* (6191)Yiin (8
712 B s lm(2[+1) r> im (01901)Y1m (6202)

i zauwazamy, ze wyortogonalizujg sie wszystkie wyrazy z réznymi od zera |,m

[ d0%;,6,0)Yr 6 f d / dBsin 0Y;, (6, 6) Yy (6, 8) = byt b

]

pozostang tylko dwie catki radialne (Dv) ...
AE! = 16(47r)Z6J

—2zr 1 —2Z1y..2 —2zr. 2
e e~ “zrydry + | e 2y dry +|1ridry
0

g1

.. pierwsza (catkowanie po r2 ) pod-catka [0-r1] (r2 < r1), druga [r1 -] (r2>r1) ...

n!
qn+1

pamigtajgc o jakobianie ( dt=dxdydx = r2sin(6)dededr ) i fooo rte *dr =
oraz, ze [x"e*dx = %x”ec" — %fx”_lecxdx ,

a takze z faktu, ze catkowanie po kagtach [ Yoo = ,1” dla kazdej czgstki...

1
\/T_n]da

gdyz catki po kagtach z czesci katowej jakobianu dajg 4n ... [naszkicowac postgpowanie]

-c. m

ostatecznie wj.at. AE! = +— (%Z,Z:Z) (~34eV),



a energia jednokrotnej jonizacji He (Z=2), -2[H z Z=2] -(-4+5/4) = 3/4 (=20.4 eV)

(-2 — to energia pozostatego elektronu w He, tzn. jonu wodoropodobnego z Z=2).

He -
-54.4eV
-108.8 eV -20.4 eV He'
st 24.6eV
R7 He, stan
34 eV podstawowy 1s*
He, bez V

Podejscie wariacyjne, funkcja probna stanu podstawowego

1
¢, = ;,33 exp[—B(r; +12)]

z parametrem wariacyjnym B ; funkcja jest unormowana (sprawdz),
pamietajgc, ze radialna czes¢ operatora Laplace’a

1 arza
T 2y or

dostaniemy (z trzech czesci H):

E(B) = E;(B) + E;(B) + E3(B)

n!
an+1

oraz jakobian ( dt=dxdydx -> r?sin(0)dedodr ) i f0°° rte dr =

El = _%J CDO(Al +A2)q)0dT1dT2 = ﬁZ
1 1
EZ = _2J¢0(_+_)¢OdT1dT2 = _4ﬂ
rnorn

1 5
E3 = f (Doaq)odfldrz = gﬁ

zatem catkowita wartos¢ oczekiwana H z takg funkcjg (w j.at.)

E@) =g (1—2)8



a z warunku dE/dB = 0 dostaniemy g, = (2 - i) ,

16
a przeliczona energia jonizacji 0.5 (4 - 25+ %) = 23.056 eV
jest blizsza energii Scistej niz ta otrzymana z rachunku zaburzen w | rzedzie ...

jest tak dlatego, ze w rachunku zaburzen funkcja miata ,usztywniony” wyktadnik (Z/a, Z=2),
natomiast w funkcji wariacyjnej jest on parametrem wariacyjnym

Stany wzbudzone helu

Dla nieoddziatujgcych elektronéw pierwszy stan wzbudzony — konfiguracja 1s2s

tu mamy prawo do elektronéw opisywanych takg samg funkcjg spinowg, catkowity
spin moze by¢ rowny S=1.

Ale mozliwym stanem bedzie tez stan z catkowitym spinem S=0, to sugeruje dwie
mozliwe funkcje przestrzenne:

1
b, = ﬁ [015(1)@25(2) + 915(2) 25 (1]

1
b, = E [@15(1)9025 (2) - 9015(2)9025(1)]-

Energie Ho sa dla obu funkcji takie same,
Uwaga:

ze wzgledu na catkowity spin S=1 bedziemy mieli wiecej funkcji (standéw) o tej samej energii,
ale réznigcych sie jedynie rzutem catkowitego spinu na wybrany kierunek (z).

Liczba réznych wartosci wiasnych catkowitego S, to krotno$¢ stanu (poziomu
energetycznego) = 2S+1 [ singlet S=0, tryplet S=1].

Jednak kulombowskie oddziatywanie moze znies¢ te degeneracje (S=0i S=1),

zastosujmy rachunek zaburzen dla stanéw zdegenerowanych,

macierz H—E w bazie stanéw @ i @, nalezacych do zdegenerowanej wartosci
wiasnej

< O |H|Ds, > —E < O |H|D, >
< O H|D, > < ®,|H|P, > —F

pamietajac, ze HOCDS/a = (&5 + ng)ch/a
(w rzeczywistosci pozadiagonalne element znikajg)

dostaniemy dwa rozwigzania:

ES=€15+€25+]+K



E,=¢g5+te,+]—K
gdzie

2 2 1
] =] 1s(D35(2) —dtdr,
T12

1
K =f9015(1)9025(2)a‘ﬁs(z)fpm(l)dTlde
catki (energie) kulombowska i wymienna (>0)

4K

bez oddziatywania

Komentarz ....
Stany trypletowe leza na ogét energetycznie ponizej stanéw singletowych ;

formalnie jest to efekt energii wymiany, ale mozna mu tez przypisa¢ pewng ,intuicje
fizyczng” — elektrony jako czgstki nierozréznialne tatwiej wymieni¢ pomiedzy
orbitalami 1s i 2s bez zmiany spinu (czyli w stanie trypletowym) niz ze zmiang spinu
(w stanie singletowym); ten koszt to wtasnie energia wymiany....

Doswiadczalne warto$ci Es =-2.146 (j.at) =-58.37 eV, Ea=-2.175 (=-59.16 eV)

zauwazmy, ze degeneracja jest znoszona tylko przez wyraz wymienny — degeneracja
wymienna

kolejne stany wzbudzone pochodzi¢ bedg z kolejnych konfiguraciji
1s?, 1s2s, 1s2p, 1s3s, 2s?, 2s2p , ........ takze bedg singletowe i trypletowe
(tak jest zawsze w ukfadzie 2e);

Ze wzgledu na skfadanie orbitalnych momentéw pedu, I1 i I2, stan podstawowy

(GS) odpowiada wypadkowemu L=0 — oznacza sie duzg literg S (krotno$¢ 2S+1),
a oznaczenie koncowe stanu (poziomu energetycznego) 1S ... w ogdlnosci:

ZS+1L



