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Zadanie 7

Napisa¢ program dokonujacy aproksymacji zaleznosci y = f(x)
liniowa metoda najmniejszych kwadratéw (w ogdlnosci x?) poprzez
konstrukcje i rozwigzywanie réwnah normalnych. Program na
wejsciu pobiera punkty pomiarowe (x;, yi, o), gdzie o; jest
oszacowaniem btedu y;, i = 1,2, ..., N. Wyznaczy¢ macierz
kowariancji.



Ogolna liniowa metoda najmniejszych kwadratéw

> Postac danych (xi, y;,0i), i =1, ..., N, gdzie o; jest oszacowaniem btedu y;;
zaktadamy, ze btad x; jest zaniedbywalnie maty

» Do danych chcemy dopasowa¢ funkcje (model liniowy ze wzgledu na parametry)

M

y(x) = Z a Fi(x),

k=1

gdzie Fi(x) sa ustalonymi funkcjami, ax - parametry modelu, N > M
» Wartosci parametréw a, wyznaczamy z warunku
= min,

N M
s Z Yi— >y aFi(xi)
X = —_— ==
oj
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co prowadzi do uktadu M réwnah normalnych (liniowych) na parametry aj




Wyprowadzenia

N
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oraz bj = 4 uzyskujemy uktad réwnan w
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Woprowadzajac oznaczenia Ay =
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Woprowadzajac kolejne oznaczenia ayy = i1 AigAi oraz By = i1 Ajebi
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Réwnania normalne

Uktad M réwnan liniowych na parametry ax, k=1,.... M

aa = f,
gdzie a = AT'A, B = AT'b oraz

Fi(x1) Fa(x1) Fu(x1) "

o1 o1 o ai o1

F(x) Fa(x2) FM(1X2) a Y2
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Widaé, ze
Anxms amxi, b, avxm, Buxi

Nadokreslony ukfad réwnan liniowych (zaktadamy, ze y; ~ 224:1 axFr(xi))

Aa=xb

prowadzi do innego sposobu rozwigzania problemu...



Doktadno$¢ dopasowania, parametréw, zaleznosé
parametréow, uwarunkowanie

» Wzglednie dobre dopasowanie x? ~ N — M, gdzie N > M
» Co sie dzieje dla N = M?

» Macierz kowariancji a™*

» Wariancja parametréw aj

o*(ak) = (@™
» Kowariancja pary réznych parametréw a; i ay, gdzie i # k
Cov(aj,ar) = (1)
» Uwarunkowanie macierzy «

cond(c) = cond(AT'A) = cond(A)?

Jezeli A jest Zle uwarunkowana, to « jest jeszcze gorzej
uwarunkowana



Do zrobienia

1. Wygenerowaé zaszumione dane dla znanego modelu®; zatézmy, ze
Fi(x) = xk71, gdzie k =1,.... M
2. Skonstruwa¢ macierze/wektory A, b, o,
3. Wyznaczyé paramtery ai rozwiazujac réwnania normalne
4. Oceni¢ doktadno$¢ numeryczna rozwiazania réwnan normalnych
4.1 Wyznaczy¢ wskaznik uwarunkowania macierzy o
4.2 Wykona¢ testowe dopasowania dla niezaszumionych danych
5. Oceni¢ jako$¢ aproksymacji
5.1 Wyznaczy¢ x?
5.2 Wyznaczy¢ macierz kowariancji

'Niech tym znanym modelem jest y(x) = 4 + 3x + 2x% +=x°.



DODATEK: Jak wygenerowa¢ (nie)zaszumione dane

Zatozono model
y = f(x) =44 3x + 2x° + x5,

czyli M = 4. Ponadto niech N = 20.
1. Wybra¢ N wartodci xj, np. 1, 2, 3, ..., 20
2. Wyznaczy¢ niezaszumione warto$ci y; = f(x;) w oparciu o
zatozony model
3. Dla niezaszumionych danych przyja¢ o; =1

4. Zaszumione dane ¥; = f(x;) + o, gdzie o; = 0.16;, gdzie J; sa
liczbami kwazi-losowymi o rozktadzie normalnym, zob. np.
http://fizyka.umk.pl/“tecumseh/EDU/MNII/randn.txt

5. Do wyznaczenia macierzy A oraz kolumny b wzigé wartosci
bezwzgledne z powyzszego szumu, czyli |0



