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Zadanie 4

Napisz program dokonujacy rozktadu LU macierzy kwadratowej A
za pomoca schematéw zwartych Doolittle’a lub Crouta. Program
pobiera z wejScia wymiar macierzy i macierz A. Zmodyfikuj
program dokonujacy rozktadu LU macierzy metoda Doolittle’a
(albo Crouta) wtaczajac czesciowy wybdr elementu gtéwnego.



Rozktad LU

» A - nieosobliwa macierz kwadratowa n X n o elementach rzeczywistych

> detAy, # 0, gdzie Ay - macierz k X k utworzona z k poczatkowych wierszy i
kolumn macierzy A

» Rozktad A = LU, gdzie L - macierz tréjkatna dolna n x n, U - macierz tréjkatna
gbrna n X n, tzn.

o f 0 i<y fowy i<y
wi={ o S w={ Y5

> Mamy n? réwnan na elementy macierzy A

n r
ay = Z(L)ik(u)kj = Zéikukp
k=1 k=1

gdzie r = min(J, j)
> Jezeli £; =1 albo u; =1dlai=1,...,n, to mamy w sumie do wyznaczenia n?

elementéw macierzy L i U



Schematy zwarte - metoda Doolittle’a

» Zaktadamy, ze ¢ =1dlai=1,...,n

» Wykonujemy k = 1,..., n krokdéw; w k-tym kroku
1. Wyznaczamy k-ty wiersz macierzy U (j > k)

k k—1
ayj = E kaupj = Uyj = agj — E kaupj j=kk+1,...n
p=1 p=1

2. Wyznaczamy k-t3 kolumne macierzy L (i > k)

K k—1
aj = E Lipupk = Ly = | aik — E liptp | Juke i=k+1,....n
p=1 p=1

» W pierwszym kroku znamy ¢3; = 1, co pozwala najpierw wyznaczyé pierwszy
wiersz macierzy U, a to z kolei pozwala wyznaczyé¢ pierwsza kolumne macierzy L

> W k-tym kroku znamy ¢, = 1, k — 1 poczatkowych wierszy macierzy Ui k — 1
poczatkowych kolumn macierzy L, to pozwala najpierw wyznaczyé k-ty wiersz
macierzy U, a to z kolei pozwala wyznaczy¢ k-ta kolumne macierzy L



Schematy zwarte - metoda Crouta

» Zaktadamy, ze yj =1dlai=1,...,n

» Wykonujemy k =1, ..., n krokdéw; w k-tym kroku
1. Wyznaczamy k-t3 kolumne macierzy L (i > k)

k k—1
a,-k:ZZ,-pupk = Kik:a/'k_zﬂipupk i=kk+1,...n
p=1 p=1
2. Wyznaczamy k-ty wiersz macierzy U (j > k)
k k—1
ayj = E ékpupj = U = akjfZEkpupj /fkk j=k+1,..,n
p=1 p=1

» W pierwszym kroku znamy u1; = 1, co pozwala najpierw wyznaczy¢ pierwsza
kolumne macierzy L, a to z kolei pozwala wyznaczy¢ pierwszy wiersz macierzy U

> W k-tym kroku znamy ¢, = 1, k — 1 poczatkowych wierszy macierzy Ui k — 1
poczatkowych kolumn macierzy L, to pozwala najpierw wyznaczyé k-ta kolumne
macierzy L, a to z kolei pozwala wyznaczy¢ k-ty wiersz macierzy U



Do zrobienia

ok N

Wezytaé z wejscia wymiar n macierzy A i elementy tej macierzy
Dokona¢ rozktadu LU macierzy A metoda Doolittle’a albo Crouta
Wypisa¢ na wyjsciu macierze tréjkatne L i U

Sprawdzié, czy A = LU

Poréwna¢ wyniki programu z wynikami z gotowych procedur (np.
»lu” Matlaba)



Czesciowy wyboér elementu gtéwnego - motywacje

» Dokona¢ rozktadu LU macierzy

1 1 1
Al=1]2 -2 2
3 3 -3

Dokona¢ rozktadu LU tej macierzy

» Czy w obydwu przypadkach udato sie dokonaé rozktadu LU?



Czesciowy wybér elementu gtéwnego - metoda Doolittle'a

> k-ty krok metody Doolittle’'a
1. Wyznaczamy k-ty wiersz macierzy U (j > k)

k—1

U = ay; — E ka”pj j=k,k+1,...,n

p=1
2. Wyznaczamy k-t3 kolumne macierzy L (i > k)

k—1

Ly = ajk — E Z,-pupk Jugk i=k+1,...,n

p=1

> Problemy: ug = 0 lub |ukk| ~ 0 (np. ,$mieci numeryczne”)

> Wybdr elementu gtéwnego:
1 wyznaczamy k-ty wiersz macierzy U
la przed wyznaczeniem k-tej kolumny macierzy L szukamy w k-tym wierszu
macierzy U elementu o maksymalnej wartoéci bezwzglednej, tzn.

Smax  |ugl = ug
Jj=k,...,n

1b zamieniamy w macierzy U kolumny k i jmax (takze w A)
2 wyznaczamy k-t kolumne macierzy L



Czesciowy wybér elementu gtéwnego - metoda Doolittle'a

>

Uzyskujemy rozktad A’ = LU, gdzie A’ jest macierza A, w ktérej
poprzestawialiSmy kolumny, a macierze L oraz U s3 odpowiednimi macierzami
tréjkatnymi

Macierz A’ mozna przedstawié¢ jako A’ = APT", gdzie P jest macierza
permutacji (jest to macierz ortogonalna, czyli P7" = P—1)

Rozktad macierzy A przyjmuje wtedy nastepujaca postac

AP =LU |-P
A =LUP

Pojedyncza zamiane kolumn i i j w macierzach U (oraz A) mozna przedstawi¢
jako iloczyn macierzy UP¥ (oraz APY), gdzie macierz P¥ jest macierza
jednostkowa n x n, w ktérej zamieniono kolumny i z j

W kazdym kroku k =1,...,n — 1 metody Doolittle’a dokonujemy (co najwyzej)
pojedynczej zamiany kolumn w macierzy U (oraz A), dlatego koiicowy wynik
mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposéb (zob. Dodatek)

LUP = LUP,_1P,_»...P4...P2P1,

gdzie Py jest macierza pojedynczej zamiany kolumn wykonanej w k-tym kroku
metody Doolittle’a !

"Macierz permutacji P mozna uzyska¢ zamieniajac w kolejnych krokach
odpowiednie wiersze macierzy, ktéra na starcie byta macierza jednostkowa.
Zagadnienie to mozna jeszcze bardziej zoptymalizowaé reprezentujac macierz P przez
liste permutowanych indekséw...



Czesciowy wybér elementu gtéwnego - metoda Crouta

» k-ty krok metody Crouta
1. Wyznaczamy k-ta kolumne macierzy L (i > k)

k—1

Lk = aj — E Lipupk i=k+1,...,n

p=1
2. Wyznaczamy k-ty wiersz macierzy U (j > k)

k—1

ug = | ay — E Lpupj | /o J=k, k+1,...n

p=1

> Problemy: £y = 0 lub |[€x| ~ O (np. ,$mieci numeryczne”)
> Wybdr elementu gtéwnego:
1 wyznaczamy k-ta kolumne macierzy L
la przed wyznaczeniem k-tego wiersza macierzy U szukamy w k-tej kolumnie
macierzy L elementu o maksymalnej wartosci bezwzglednej, tzn.

imaxk

max  |[li| = ¢

i=k,...,n

1b zamieniamy w macierzy L wiersze k i imax (takze w A)
2 wyznaczamy k-ty wiersz macierzy U



Czesciowy wybér elementu gtéwnego - metoda Crouta

>

Uzyskujemy rozktad A’ = LU, gdzie A’ jest macierza A, w ktérej
poprzestawialiSmy wiersze, a L oraz U s3 odpowiednimi macierzami tréjkatnymi

Macierz A’ mozna przedstawié jako A’ = P”A, gdzie P jest macierza permutacji

Rozktad macierzy A przyjmuje wtedy nastepujaca postaé

Pl PTA=1LU
A=PLU

Pojedyncza zamiang wierszy i i j w macierzy L (or;; A) mozna przedstawi¢ jako
iloczyn macierzy PYL (oraz PYA), gdzie macierz PV jest macierza jednostkowa
n x n, w ktérej zamieniono wiersze i z j

W kazdym kroku k =1,...,n— 1 metody Crouta dokonujemy (co najwyzej)
pojedynczej zamiany wierszy w macierzy L (oraz A, dlatego koricowy wynik
mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposéb

PLU = P1P,...P4...P,_»P,_1LU,

gdzie Py jest macierza pojedynczej zamiany wierszy wykonanej w k-tym kroku
metody Crouta 2

2Macierz permutacji P mozna uzyska¢ zamieniajac w kolejnych krokach
odpowiednie kolumny macierzy, ktéra na starcie byta macierza jednostkowa.



Do zrobienia - modyfikacja programu na rozktad LU
macierzy

1. Weczytaé z wejscia wymiar n macierzy A i elementy tej macierzy

2. Dokona¢ rozktadu LU macierzy A metoda Doolittle’a (albo Crouta)
z czeSciowym wyborem elementu gtéwnego

3. Wypisa¢ na wyjsciu macierze tréjkatne L, U oraz macierz
permutacji P

4. Sprawdzi¢, czy A = LUP (albo A = PLU)

5. Poréwnaé wyniki programu z wynikami z gotowych procedur (np.
»lu” Matlaba)



Macierze do testowania

12 4
Ao=| 6 1 2
375
11
Ap=|2 —2 2
3 3 -3
1 1 1
A,=|3 3 -3
2 2 2
21 0 770 0 50666
0 770 0 50666 0
A;=| 770 0 50666 0 3956810
0 50666 0 3956810 0

50666 0 3956810 0 335462666
(zob. http://www.fizyka.umk.pl/ tecumseh/EDU/MNII/inp)



Dodatek: Delta Kroneckera i macierz jednostkowa

» Delta Kroneckera

_ )L 0=
& ‘{ 0, i#)
» Macierz jednostkowa, przyktad o rozmiarze 4 x 4
1 000
1- 0100
0010
0 001

» Elementy macierzy jednostkowej mozna przedstawié jako delty

Kroneckera
(1) = d;



Dodatek: Pojedyncza zamiana kolumn w macierzy

Rozwazmy zamiang kolumn i oraz j w macierzy kwadratowej A o wymiarach n X n.
Wynikiem takiej zamiany jest macierz Al ktérej elementy maja postaé

| L,
aké = ai, L=/ (1)
akj, L=

Pokazemy, ze macierz z zamienionymi kolumnami Al mozna przedstawi¢ jako
nastepujacy iloczyn macierzy

Al) = APY, )
Poréwnujac wzér na elementy macierzy Ali) wynikajace z postaci (2)

n

A0 =) awmphy ©)

m=1

z elementami a(J) zdefiniowane w (1) widaé, ze elementy macierzy PY s3 réwne

) Ome, LF10,j
PZM = Omi, = (4)
Omj, L=

Czyli PV jest macierza jednostkowa 1, w ktérej zamieniono kolumny i oraz j.



Dodatek: Macierz reprezentujaca pojedyncza zamiane
kolumn

» Przyktad P?* o rozmiarze 4 x 4 - zamieniamy kolumny 2 oraz 4 w macierzy 1

1 0 0 O

w [0 0 0 1

P = 0 0 1 0O

0 1 0 O

> Sprawdzamy czy AP? = A(29)

ail A a3z aus 1.0 0 O ailr A a3 an
ar] ax a3  an 0O 0 0 1 _ a1 ax a3 axn
a1 ax as  as 0 0 1 O a1 a3 a3 a3
aj1 Ay a3 A 0 1 0 O 41  as4  ap3 A

> Taka sama macierz P?* uzyskamy zamieniajac w macierzy jednostkowej wiersze
2 oraz 4

P24 —

= O O o
o= OO

0
1
0
0

(oo e

> Macierze P¥ s3 ortogonalne i symetryczne tzn., ze (P¥)~t = (P¥)T" = P¥, aw
szczegdlnosci (P¥)2 = 1, co sie wiaze z tym, ze jezeli dwa razy zamienimy te
same kolumny, to wrécimy do punktu wyjscia.



Dygresja: Pojedyncza zamiana wierszy w macierzy

Rozwazmy zamiane wierszy i oraz j w macierzy kwadratowej A o wymiarach n X n.
Wynikiem takiej zamiany jest macierz Al ktérej elementy maja postaé

Gl ake, k#i,j
akjg = aie, k=j (5)
aje, k=i

Pokazemy, ze macierz z zamienionymi wierszami Alll mozna przedstawi¢ jako
nastepujacy iloczyn macierzy B B
Al — PiA, (6)

Poréwnujac wzér na elementy macierzy Alil wynikajace z postaci (6)

i = Z Pimame 7)

[if]

z elementami a,; zdefiniowane w (5) widaé, ze elementy macierzy PY s3 réwne

i 6km7 k 7$ ’7./
Pom = Oim, k=] (8)
Sim, k=i

Czyli PV jest macierza jednostkowa 1, w ktérej zamieniono wiersze i oraz j.



Dodatek: Sekwencja zamian kolumn w macierzy
1. W macierzy A zamieniono kolumny i; oraz j
Alin) — APt

2. W macierzy A1) zamieniono kolumny kolumny i, oraz j,

— Al phiz — pApiiphi

{A(hh)] (f2f2)

3. W macierzy A(22) zamieniono kolumny kolumny i3 oraz j;

(i343)

[A(izja)] — AeR)pisis — A(h) pihpisis — ppihphkpis

4. Widaé, ze mozemy zareprezentowa¢ permutacje kolumn wynikajaca
z powyzszej sekwencji pojedynczych zamian jako iloczyn macierzy
reprezentujacych te zamiany:

P phlizpisf

5. itd



Dodatek: Permutacja kolumn w metodzie Doolittle’a z
czesciowym wyborem elementu gtéwnego

» Macierz A’ = LU jest zmodyfikowana macierza wejéciowg A, w ktérej
pozamieniano kolumny w wyniku czeéciowego wyboru elementu gtéwnego w
metodzie Doolittle'a

» Wobec powyzszych rozwazah widaé, ze macierz A’ mozna przedstawié jako

A’ = AP.P,...P,_1,

gdzie w k-tym kroku moze nastgpi¢ zamiana kolumn k oraz ji reprezentowana
macierza Py = Pk
> Wyprowadzamy postaé rozktadu, korzystamy z P, = (P,) 7" = (Px) ™!

A =LU |- Po1
APP,...P,_» =LUP,_; [Pz
AP.P,...P, =LUP,_1P,_>...Pii1 |- Pk
AP; = LUP,_1P,_»...Py...P> |- Py

A=LUP,_1P,_>...Py...P2P;

P



Dodatek: Konstrukcja macierzy permutacji w metodzie
Doolittle’a z czeSciowym wyborem elementu gtdwnego

» Rozktad LU metoda Doolitle'a ma posta¢ A = LUP, gdzie macierz
permutacji jest iloczynem macierzy reprezentujacych pojedyncze
zamiany kolumn przy czeSciowym wyborze elementu gtéwnego

P=P,1Pp2...Py...PoP;

> Zwr6émy uwage, ze odwrécona kolejnos¢ wymnazania macierzy
prowadzi do kolejnych zamian wierszy w poprzedniej macierzy (zob.
wzér (6)), czyli startujemy z macierzy 1, w ktérej w kolejnych
krokach zamieniamy odpowiednie wiersze, tzn. w k-tym kroku
metody Doolittle’a z czedciowym wyborem elementu gtéwnego

Py (Pk—1...P2P11),

gdzie Py = P, czyli w macierzy Px_1...P,;P11 zamieniamy
wiersze k oraz ji



