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Zadanie 14

Napisa¢ program rozwigzujacy réwnania rézniczkowe zwyczajne
y'(t) = f(t,y(t)) wybranymi trzema metodami. Oceni¢
doktadno$¢ tych metod.



Réwnania rézniczkowe zwyczajne

» Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu

L) = F(60). (o) =¥

» Réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu

d? dy d
—y(t)="f(t,y,— t) = —y(to) =D
el (t.y, dt), y(t0) = yo, —y(to) = Dyo

daje sie zapisa¢ jako uktad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

2y(t) = g(t)

se(t) =f(t,g)

> itd



Oznaczenia

» Standardowo )
ﬂ =y d-y ”
dt — 7 dr?

Czesto obliczenia wykonujemy na dyskretnej siatce réwnoodlegtych punktéw

v

{to, t1, .-, tis .-y tn },
gdzie
h =t — t

jest statym krokiem

» W metodach z adaptowanym krokiem sita rzeczy operujemy nieréwnoodlegtymi
punktami, tzn.
he = tig1 — tx

» Wartosci funkcji na siatce bedziemy oznaczaé jako

y(tk) = yk



Metody jednokrokowe - metoda Eulera

» Chcemy rozwigzaé réwnanie
y'(t) = f(t,y)

> Rozwijamy y(t) w szereg Taylora wokét t
! 1 "2
y(t+h) = y(e) +y' ()h+ Sy h" + ..

> Metoda Eulera
Vi1 = Yk + F(te, y) he

> Btad metody (jednego kroku) szacujemy przez kolejny wyraz rozwiniecia %y,’(’hﬁ

> Wersja z adaptowanym krokiem: chcemy, zeby

1 2¢e
Sy <e = m <]
2 h =V

Druga pochodna mozemy oszacowaé nastepujaco

v Yk~ Yier  Fltoye) = F(tie1, Y1)
Yk = =
te — tk—1 hx—1

Co zrobi¢, gdy y” ~ 0?



Poprawiamy doktadnos$é

» Chcemy rozwigzaé réwnanie
y'(t) = f(t,y)

> Rozwijamy y(t) w szereg Taylora wokét t
/ 1 1" 2
y(t+h)=y(t)+y' (t)h+ 5 (t)h” + ...

» Chcemy uwzglednié wyraz ~ h?, oszacujmy drugg pochodna

L 9f(ty)
ot Jdy ot Jy

_ofty) | 3f(t1y)y,(t) _ Of(t,y)

Y!() = S (o) = f(t,9)

> Rozwijamy f(t,y) w szereg Taylora wokét (t,y); zauwazmy, ze dy = fdt

of  of
ft+hy+fh)=~f(t,y)+ —h+ —f(t,y)h+..,
ot dy

Stad
Of | OF dy _ F(t+hy +f(t,y)h) = F(t,h)

E+@dtN h




Metoda jednokrokowa - RK2

> Przepisujemy rozwiniecie y(t) w szereg Taylora wokdt ty

B (b + hio i+ F(tio vi) i) = (8 vi)
2 hr

Y1 = Vi + F(te, yi) he +
» Porzadkujemy wyrazy
1
Ykt = vt 5 (k+ k),
gdzie

ki = f(tx, yx)hi
ky = f(tx + hi, yi + ki) hi

> Jest to metoda Rungego-Kutty drugiego rzedu

v

Daje sie stosowaé na siatce nieréwnoodlegtych punktéw

» Trudno oszacowa¢ btad metody = ewentualne realizacje metody z
adaptowanym krokiem stosuje sie szacujac btad w oparciu o metode RK
wyzszego rzedu (zazwyczaj RK45)



Klasyk - RK4

ki = f(t, yi)he

1 1
ko = f(tx + Eth/k + Ekl)hk

1 1
ks = f(tx + Ehk,)/k + §k2)hk
ka = f(tx + hi, yi + k3)hi

1
Yik+1 = Yk + g(kl + 2ko + 2k3 + k)



RK4 - wersja ,rozrzutna” Fehlberga (réwnanie | rzedu w
1D)

Chcemy rozwigza¢ réwnanie

y'(t) =f(t,y)

Wozory dla RK4 w wersji Fehlberga

tk + 7 hk,)/k + 7 kl)hk

ka = f (8 + Bhe vic+ Bz ke — Bk + Bioks ) e

=f(

ks = f(tk—i- hk,yk+32k1+32k2)hk
(
< 513 3104

ks = F (it hioyie + ke — 8ko + 3580 ks — 25 ka ) b

1408 2197 1
Ykt = Yk + giski + 3age ks + groska — sk

Po co tak komplikowac?



RK5 Fehlberga (réwnanie | rzedu w 1D)
Wystarczy doliczyé jeden wyraz
ke = f(tk + Shi, yi — ki + 2ko — 3282 ks + 1559 ks — T ks ) hi
by otrzymaé RK5
Vi1 = Yk + ik + 2525 ks + 25250 ks — s5ks + 25 ke,

gdzie ki, i = 1,...,5 wziete z RK4 w wersji Fehlberga.

RK5 moze postuzy¢ do oszacowania btedu metody RK4, a w
konsekwencji, do dobrania odpowiedniego kroku czasowego

I

Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga RKF4(5)



Metoda RKF4(5)?

0. Definiujemy wszystkie wspdtczynniki (state, warunki
poczatkowe) i zadajemy wartosci graniczne dla btedu
(Emin, Emax) 1 kroku czasowego (hmin, Amax)

1. Uruchamiamy procedure RKF45 obliczajac y(4) i y(5).
Obliczamy ¢ = [y(*) — y(®)]

2. Jezeli emin < € < €max, krok h pozostaje bez zmian —
wykonujemy nastepny krok obliczen

3. Jezeli € < gpmin: h — 2h
Jezeli € > epmax: h — h/2

4. Przy warunku, ze hpin < h < hmax wykonywany jest nastepny
krok

Metoda ptynnie adaptujgca krok (np. s € [0.1,0.95]7)

S
hnowy = hpoprzedni€1/5

!Na podstawie notatek J. Matulewskiego



Do zrobienia

Rozwigzaé réwnania rézniczkowe na przedziale t € [0,10] z
warunkiem y(0) =1

1. y/(t) =y(t), tzn. f(t,y) =y

2. y/(t) = —y(t), tzn. f(t,y) = —y

3. y/(t) = —y(t)+t, ten. f(t,y) = -y +t

> Rozwigzaniem jest zbiér punktéw {(tx, yk)}

v

Obliczenia wykonaé w pojedynczej precyzji

> Sprawdzi¢ jak zmienia sie doktadno$é metod (o statym kroku) np. Eulera, RK2,
RK4 jezeli dla co raz to mniejszego kroku, np. h = 0.1,0.01,0.001, ...; czy
doktadnoéé? metod caty czas sie poprawia wraz ze zmniejszaniem h?

> Jak zachowujj sie btedy (narastaja, sa state, maleja) wraz z kolejnymi krokami

dla powyzszych réwnan?

» Analityczne rozwigzania powyzszych réwnan przy warunku poczatkowym

y(0) = yo
1. y(t) = et
2. y(t) = yoe™t

3. y(t)=t—1+ (v + 1ye!

2doktadnos¢ zdefiniujemy jako najwiekszy (co do wartoéci bezwzglednej)
btad wyznaczenia y



