Zad. 12. Inne metody aproksymacji funkcji - na
podstawie rozktadu Fouriera i rozktadu
falkowego.
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Zadanie 12 (Matlab, Octave, Python,...)

1. Napisz algorytm aproksymacji funkgji
f(x)=abs(mod(x,4)-2)-1

na dyskretnym zbiorze weztéw dla x € [0, 27] za pomoca
szeregu Fouriera. W sposob graficzny zbadaj zalezno$¢ jakosci
aproksymacji (w tym efekt Gibbsa) od stopnia m szukanego
aproksymujacego wielomianu trygonometrycznego.

2. Za pomocy transformacji falkowej Haara aproksymuj funkcje
f(x). W sposéb graficzny zbadaj zalezno$¢ jakosci
aproksymacji dla usrednionego podsygnatu a,, od poziomu m
transformacji falkowe;.

3. Poréwnaj jako$¢ aproksymacji funkcji dla tych dwéch metod

4. Zamien funkcje f(x) sygnatem dzwiekowym (wg generatora
lub pliku/plikéw .wav) i skompresuj go. Ocen stopien
kompres;ji i jakos¢ dZzwieku



Aproksymacja trygonometryczna
Mamy zadanga funkcje f(x;) = f; na siatce réwnoodlegtych punktéw

€l0,2n), LeN
1° N=2L 2 N=2L+1
Vizo,1,..20-1 Xi = 7 Vico,1,..2L Xi = 22%:1
m= ng2 m= ngl

Wielomian trygonometryczny stopnia n < N taki, ze ||[F — f||?> = min

F(x) = % + Z [ak cos(kx) + by sin(kx)] + gamH cos[(m + 1)x]
k=1

=

~1
f(xi) cos(kx;), k=0,1,...,m+1

=~

dg =

Il
o

\ N

N—
NZ x;)sin(kx;), k=1,...,m
i=0

zob. A. Woike, Zaawansowane metody numeryczne, Wyktad 7, Aproksymacja trygonometryczna, przyblizenie Padé



Funkcja f(x) i wielomian trygonometryczny F(x)
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Co jest okresem F(x)?

0
T
1 1
o . s 7
)
T T
! |
o . s 7
)
1 1 !
10 20

3



F(x)

Widmo f(x)?
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Transformacja Haara H;
» g(t) jest sygnatem analogowym. Sygnat cyfrowy:
fe f :g(t,'), i=1,2,...,N, tiy; — tj = const

Dodatkowo zatézmy, ze N = 2L, gdzie L € N

> Pierwszy trend (podsygnat): al
- f2m—1 + f2m
m \/§ i

» Pierwsza fluktuacja (podsygnat): d*

m=1,2,3,...,N/2

f2m71 - f2m
\/E )

» Transformacja Haara, poziom 1: H;

dm = m=1,2,3,...,N/2

f — (a'|d!)

J. S. Walker, A Primer on Wavelets and their Scientific Applications, CRC Press L.LC, Boca Raton, FL, USA, 1999.



Transformacje Haara H», Hs, ...

> H,: f — (a?|d?|d!), gdzie

1 1
a a
afn:w, m=1,2,3,...,N/4
V2

g2 — Pam-1~ 2m 1,2,3,...,N/4
=-2m==_ M m=1,2,3,...,

m \/§

> Hs: f — (a3|d®|d?|d!), gdzie

2 2
2= Bm1t @B o3 Ny
V2

3 3% 71—3%
dm:%, m:1,2,37...,N/8



f, Energy=552.908
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Na osi poziomej - liczba prébek

Transformacja Haara - ,,zaszumiony sinus” = odszumianie, kompresja
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Transformacja Haara - ,,zaszumiony sinus” = odszumianie, kompresja
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Energia: £r = 331, 72 = Y1, [(a)° + ()21 < (3 =
SLlE2+ (@) <YL (@) =



JFalki” Haara H;

1 1
w! (o,...,o,,_>
N/2 = V2 V2 1w

Zauwazmy, ze dla f = (f1,..., fy) mamy

fom—1 — fam
dﬁ,:%zwg.f m=1,...,N/2

(d)7" = (Wi -f .. W, )7 =WHET

Macierz W' o wymiarach % x N ma w m-tym wierszu WL



~Funkcje” skalujace Haara H;

1
,,0,...,0)
2 1xN

1 1
Vi, = (0,...,0,,>
N/2 \/§ \/E 1xN
Zauwazmy, ze dla f = (f1,..., fy) mamy

1 _ f2m—1+f2m

a, ﬂ
(@) =(Vi-f,... Vg, )T =V

=VLf m=1,....,N/2

Macierz V! o wymiarach % x N ma w m-tym wierszu V%



JFalki” Haara H,

1 1
J2 — BHm—1 " m — W2

m \/§ m
(d*)7" = (WT-f,... ,Wg - F)T" = W7

f m=1,...,N/4

Macierz W? o wymiarach % x N ma w m-tym wierszu W2,



~Funkcje” skalujace Haara H;

1111
V3 ,=10,...,0,2, 5,2, =
N/a = ( 0552 2>1va
Zauwazmy, ze dla f = (f1, ..., fy) mamy
1 1
Hm_1ta

(@) = (Vi-f,... Vi, O =VF"

Macierz V2 o wymiarach % x N ma w m-tym wierszu V2,



~Falki" Haara Hs

1
3
W =250 LLL -1 -1 -1-10.....0),y
1
3
W3 = 55(0.0.0,0,000011,1,1,-1,-1,-1,-1,0,...,0)1y
3 1
WN/S - ﬁ (0’ e aOa 17 17 17 17 _1? _1’ _1’ _1)1><N
Zauwazmy, ze dla f = (f1,...,fy) mamy

3 agmq—agm 3
dm:T:Wm-f m=1,...,N/8

()7 = (W3- f... Wy - )7 =W3ET

Macierz W3 o wymiarach % x N ma w m-tym wierszu W3,



~Funkcje” skalujace Haara Hj

1
V3:7(151517171717171707""0)1XN

1 2\@
1
V3 =---(0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,...,0
2 2\@( )1><N
3 1
VN/8:—2\/5(0,...,O,l,l,l,l,l,l,l,l)lxN
Zauwazmy, ze dla f = (f1,...,fy) mamy

3 _M:Vfﬁf m=1,...,N/8

a, = ﬁ
(@) =(Vi-f,... Vi, )T =V3ET

Macierz V3 o wymiarach % x N ma w m-tym wierszu V3,



.Falki" Haara Hy, Kk > 1

2k—1
Wk = L 1 1,-1 1,0 0
]__W( gty 9 9 9y Uy . >1><N
2k—1
2k—1
1 ——
W§:—(O,...,O,l,...,l,—l,...,—1,0, o)
2k/2 —— ——— 1xN
2k 2k—1
2k—1
WE = (0,051 -1 1)
N/2k_2k/2 7 b PR B | bR ] 1><N
2k—1

(dk)Tr — (Wf f,... 7W/,§//2k ,f)Tr — WK§T

Macierz W¥ o wymiarach 5 x N ma w m-tym wierszu W¥,



»Funkcje” skalujace Haara Hy

2I<
Vi= (T 10,.,0)
L™ ok2\( 7o 1xN

2k
B 1 ¢
V2:7(07.--70717"'71707 O)
2k/2 NG IxN
2k
2k

Vi e = (0 1)
N2 ok/2 (T T

(ak)Tr — (Vf .f,...7\/ll§1/2k .f)Tr — Vk§Tr

Macierz V¥ o wymiarach & x N ma w m-tym wierszu V£,



Rekonstrukcja sygnatu

> H;: f — (al|d!)
» Uséredniony sygnat Al

N/2 N/2
A'=aVi+aVi+...+ayoVy,=> aVi=> (Vi-fV]
i=1 i=1
» Detale sygnatu D!
N/2 N/2
D' = dy Wi+da Wi+ . .+dyp Wy, = > di W} =) (W} )W}
i=1 i=1

» Zrekonstruowany sygnat

f=A!+ D!



Rekonstrukcja sygnatu
> Hy: f — (a?|d?|d?)
» Usredniony sygnat A2
N/4
A? _31V2+32V%+ +3N/4VN/4—ZQ V2
» Detale sygnatu D?
N/a

= df WE+d3 W3+, +dy s Wy = > d?W?
i=1

» Zrekonstruowany sygnat
f =A%+ D?+ D!

(A = A% + D?)

N/4

> (VEHV?

i=1

N/4

P =D (WiHwi

i=1



Rekonstrukcja sygnatu

> Hy: f— (ak[d¥|...|d")
» Usredniony sygnat Ak

N /2K N /2K
A¥ = af Vi+ag V3. . +ap o Vi o = Doafvi=) (VIR V]
i=1 i=1
» Detale sygnatu DX
Nj2K N2k
DX = df Wi+dy Wi+ +dy o WE o = > df WK =" (WF-f) Wf
i=1 i=1

» Zrekonstruowany sygnat

f=Ax4+D+...+D?



Transformacja falkowa Haara - kompresja

1. Wyznaczy¢ transformacje falkowa sygnatu

2. Potozy¢ zero w wartos$ciach transformacji falkowej, ktére sa
mniejsze niz pewna wartos¢ progowa

3. Przechowac tylko niezerowe (istotne) wartosci transformacji
falkowej + informacja o tym, ktére to wartosci

4. Dokona¢ rekonstrukcji sygnatu w oparciu o niezerowe wartosci
transformacji falkowe;j



1. Transformacja falkowa

» Niech sygnat f ma N = 2L prébek

» Mozemy wykona¢ transformacje falkowa L-tego poziomu
H, : f — (aldt|dtY) .. |d?|dY)

» Tablica H; zawiera N elementéw, czyli tyle samo co sygnat f



2. Wyrzucanie nieistotnych danych

» Ustalenie wartosci progowej

1.

Sortujemy wartosci transformacji Haara malejaco wzgledem ich wartosci
bezwzglednej, tzn.
Lizhb2l3>...2 Ly

gdzie L; = |at| albo L; = |dX|, k=1,....L, m=1,..,N/2k

2. Wyznaczamy energie kumulacyjna
2 42 2 g2 2 2
i Li+5 L1+L2+L3_._ 1
Ef’  Ef Ef ’ N
gdzie Ef = Z,N:1 f}2 to energia sygnatu
3. Woybieramy ile procent energii zostawiamy w skompresowanym sygnale,
np. 99.9%
4. Jezeli np.
L+ 2+ 102+...+12
L 2 3 51 ~0.999
Ef
to wartos$¢ Ls; jest szukang wartoscig progowa
> Wyrzucamy z (at|dt|dE—1] ... |d?|d!) wartosci detali dX o wartoéci bezwglednej

mniejszej niz ustalony prég

> Pozostate (istotne) wartosci zapisujemy w ,skompresowanej” tablica A, ktéra
moze zawiera¢ duzo mniej elementéw niz H;



3. Transmisja istotnych danych

Tworzymy ,mape istotnosci”, czyli tablice
M= (ml,...,mN)N

zawierajaca wartosci 0 lub 1:
1. m; =1, gdy na i-tym miejscu w transformacji
(al|dt|dE—t) ... |d?|dY) mamy wartoéé wieksza niz wartoéé
progowa
2. w przeciwnym wypadku m; =0
Zauwazmy, ze elementy mapy istotno$ci M moga by¢ reprezentowane pojedynczymi

bitami...



4. Rekonstrukcja (aproksymacja)

» W oparciu o skompresowang transformacje Haara H, i mape
istotnosci M zrekonstruowad sygnat, ktéry bedzie
aproksymacja sygnatu wejsciowego

> Sprawdzi¢ stosunek objetoéci zajmowanej przez H; i M do
objetosci zajmowanej przez sygnat f



Dodatek: konstrukcja V2 i W?2

> H,: f — (a%|d?|d'), gdzie a* — (a?|d?), czyli jest to transformacja
H; na sygnale a?

» Macierz VI(® o wymiarach N/4 x N/2 jest “pierwsza ¢wiartka”
macierzy V1, tzn.

(V1(2))U = (Vl)U =1, <0y N/47 j = 1’ v N/2

» Trend a®
(a2)Tr — V1(2) (al)Tr — V1(2) \V& fTr
V2
> Analogicznie W2 o wymiarach N/4 x N/2 jest “pierwsza
éwiartka” macierzy W1 tzn.
(W), = (WY, i=1,.,N/4, j=1,.,N/2
» Fluktuacje d?

(d2)Tr — W1(2) (al)Tr — W1(2) \VAR als
w2
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Dodatek: konstrukcja V2 i W?
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Dodatek:

>

>

konstrukcja V3 i W3

H; : f — (a®|d3|d?|d?), gdzie a®> — (@%|d®), czyli jest to
transformacja H; na sygnale a®

Macierz V() o wymiarach N/8 x N/4 jest “pierwsza ¢wiartka”
macierzy V1@ tzn,

(VI®); = (V@) i=1,.,N/8, j=1,...,N/4

Trend a3
(a3)Tr _ V1(3) (a2)Tr _ V1(3) V2 fTr
———
V3
Analogicznie W) o wymiarach N/8 x N/4 jest “pierwsza

éwiartka” macierzy W) tzn.
(W), = (W), i=1,..,N/8, j=1,.. N/4
Fluktuacje d3

(d3)Tr _ W1(3) (aZ)Tr _ W1(3) V2 fTr
———

w3



Dodatek: konstrukcja V3 i W3
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Dodatek: konstrukcja V3 i W3
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