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Zadanie 11

Napisać program rozwiązujący nadokreślony układ równań
liniowych

Aa ≈ b

dla zagadnień najmniejszych kwadratów korzystając z rozkładu
SVD macierzy A.



Przypomnienie: Ogólna liniowa metoda najmniejszych
kwadratów

I Postać danych (xi , yi , σyi ), i = 1, ...,N, gdzie σyi jest oszacowaniem błędu yi
1;

zakładamy, że bład xi jest zaniedbywalnie mały
I Do danych chcemy dopasować funkcję (model liniowy ze względu na parametry)

y(x) =

M∑
k=1

akFk (x),

gdzie Fk (x) są ustalonymi funkcjami, ak - parametry modelu, N ­ M
I Wartości parametrów ak wyznaczamy z warunku

χ2 ≡
N∑
i=1

(
yi −

∑M

k=1
akFk (xi )

σyi

)2
= min,

co prowadzi do układu M równań normalnych (liniowych) na parametry ak

∂(χ2)

∂ak
= 0, k = 1, ...,M

1Wprowadzam oznaczenie σyi na błąd wielkości yi , żeby odróżnić je od wartości
szczególnych σi w rozkładzie SVD macierzy, który będzie wykorzystywany w dalszej
części zajęć



Przypomnienie: Równania normalne
(Wyprowadzenie równań normalnych - patrz zad. 7)
Układ M równań liniowych na parametry ak , k = 1, ...,M

αa = β,

gdzie α = ATrA, β = ATrb oraz

A =


F1(x1)
σy1

F2(x1)
σy1

...
FM (x1)
σy1

F1(x2)
σy2

F2(x2)
σy2

...
FM (x2)
σy2

...
... ...

...
F1(xN )
σyN

F2(xN )
σyN

...
FM (xN )
σyN

 a =


a1
a2
...

aM

 b =


y1
σy1
y2
σy2

...
yN
σyN


Widać, że

AN×M , aM×1, bN×1, αM×M , βM×1, cond(α) = cond(A)2

Nadokreślony układ równań liniowych

Aa ≈ b ⇔ yi ≈
M∑
k=1

akFk (xi ), i = 1, 2, ...,N

prowadzi do innego sposobu rozwiązania problemu...



Uwagi

I Zagadnienie optymalizacji parametrów ak

χ2 ≡
N∑
i=1

(
yi −

∑M

k=1
akFk (xi )

σyi

)2
= min,

sprowadza się do minimalizacji (kwadratu) normy euklidesowej (zob. zad. 6 i 7)(
‖b− Aa‖2

)2
= min ⇔ ‖b− Aa‖2 = min

gdzie ‖x‖2 =
√∑N

i=1
x2i

I Wynika stąd, że b− Aa ≈ 0, czyli Aa ≈ b
I Rozwiązanie w sensie minimalizowania normy euklidesowej zagadnienie
‖Aa− b‖2 = min jest równe a = A+b



Przypomnienie: macierz pseudoodwrotna
I Rozkład SVD macierzy AN×M i macierz pseudoodwrotna A+

M×N

A = UΣVTr A+ = VΣ+UTr ,

gdzie UN×N i VM×M to macierze ortogonalne, macierz diagonalna ΣN×M ma
na głównej diagonali wartości szczególne σi ­ 0 w kolejności od największej do
najmniejszej, tzn. σ1 > σ2 > ... > σmin(N,M), a macierz Σ+

M×N ma na głównej
diagonali pseudoodwrotności σ+

i , tzn.

σ+
i =

{
σ−1i , σi > 0
0, σi = 0

I Dla ustalenia uwagi: N ­ M, jak w zagadnieniu aproksymacji χ2

I Wartości szczególne σi oraz kolumny macierzy ortogonalnych U i V(
ATrA

)
vk = σ2k vk , k = 1, ...,M ⇒ V = [v1 v2 ... vM ] (1)

uj =
1

σj
Avj , σj > 0⇒ U = [u1 u2 ... ujmax . . .], jmax ¬ M (2)

gdzie kolejność kolumn zdeterminowana jest uporządkowaniem
σ1 ­ σ2 ­ σ3 ­ ... ­ σjmax > 0 oraz jmax ¬ M



Jawne wyrażenie na parametry ak (wektor a)
I Przypomnienie: Rozkład SVD macierzy AN×M, gdzie N ­ M, możemy zapisać
następująco

AN×M = UN×NΣN×MVTr
M×M =

∑
σi>0

σiEi ,

gdzie każda macierz Ei = uivTri jest rzędu 1. Analogicznie możemy przedstawić
macierz pseudoodwrotną

A+
M×N = VM×MΣ+

M×NUTr
N×N =

∑
σi>0

1

σi
viuTr

i

I Wobec tego rozwiązanie nadmiarowego układu równań liniowych
AN×MaM×1 ≈ bN×1 w sensie minimalizacji metodą najmniejszych kwadratów,
czyli a = A+b, można zapisać w następującej postaci

a =
∑
σi>0

uTr
i b

σi
vi ,

gdzie ui , to i-ta kolumna macierzy UN×N , a vi , to i-ta kolumna macierzy
VM×M , oraz uTr

i b jest iloczynem skalarnym wektorów (kolumn N × 1)
I Zauważmy, że potrzebujemy co najwyżej M początkowych kolumn macierzy U



Do zrobienia

I Utworzyć macierze AN×M i bN×1, N ­ M

I Dokonać rozkładu SVD macierzy AN×M ; obliczamy co najwyżej M
początkowych kolumn macierzy U wg wzoru

ui =
1

σi
Avi , σi > ε

gdzie ε > 0 i ε ∼ 0.
I Wyznaczamy parametry ak (wektor a)

a =
∑
σi>ε

uTr
i b

σi
vi ,

I Lub po prostu
a = A+b


