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Zadanie 11

Napisa¢ program rozwigzujacy nadokreslony uktad réwnan
liniowych
Aa=b

dla zagadnien najmniejszych kwadratéw korzystajac z rozktadu
SVD macierzy A.



Przypomnienie: Ogdlna liniowa metoda najmniejszych
kwadratow

» Posta¢ danych (x;,yi,0y,), i =1,..., N, gdzie o), jest oszacowaniem bfedu y; 1.
zakfadamy, ze btad x; jest zaniedbywalnie maty
» Do danych chcemy dopasowaé funkcje (model liniowy ze wzgledu na parametry)

M

() =Y akFi(x),

k=1

gdzie Fi(x) sa ustalonymi funkcjami, ax - parametry modelu, N > M
» Wartosci parametréw a, wyznaczamy z warunku

5 XN: Yi— Z,’il akFi(x;)

X = pu
i1 Yi

= min,

co prowadzi do uktadu M réwnan normalnych (liniowych) na parametry ay

aak

1Wprowadzam oznaczenie oy, na btad wielkosci y;, zeby odrézni¢ je od wartosci
szczegblnych o; w rozktadzie SVD macierzy, ktéry bedzie wykorzystywany w dalszej
czedci zajed



Przypomnienie: Réwnania normalne

(Wyprowadzenie réwnaf normalnych - patrz zad. 7)
Uktad M réwnan liniowych na parametry ax, k =1,....M

aa =0,
gdzie a = AT'A, B = AT'b oraz
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2
Anxms amx1, bnxi, @mxm, Buyxi, cond(a) = cond(A)

Nadokreslony uktad réwnan liniowych
M
Aaxb & yizZaka(xi), i=1,2,..,N
k=1

prowadzi do innego sposobu rozwigzania problemu...



Uwagi

» Zagadnienie optymalizacji parametréw ay

M
1 Ak Fr(xi)
oy,

2 _ . Yi=
=D
i=1

sprowadza si¢ do minimalizacji (kwadratu) normy euklidesowej (zob. zad. 6 i 7)

= min,
Yi

(Ib - Aall2)* =min & [Ib— Aall = min

N

i=

gdzie ||x|l2 = 1Xi2
> Wynika stad, ze b — Aax 0, czyli Aa~ b

» Rozwigzanie w sensie minimalizowania normy euklidesowej zagadnienie
||[Aa — b||2 = min jest réwne a = ATb



Przypomnienie: macierz pseudoodwrotna

» Rozktad SVD macierzy Ay i macierz pseudoodwrotna A',C,X,V

A=UxVv" At =vztuT,
gdzie Uyxn i Vyxm to macierze ortogonalne, macierz diagonalna Xy« ma
na gtéwnej diagonali wartosci szczegdlne o; > 0 w kolejnosci od najwiekszej do

najmniejszej, tzn. 01 > 02 > ... > Opin(n, M), @ Macierz > %y Ma na gtéwnej
diagonali pseudoodwrotnosci O.i+’ tzn.

-1
ot = o; 7, 0i>0
0, o, =0

» Dla ustalenia uwagi: N > M, jak w zagadnieniu aproksymacji x?

> Wartosci szczegdlne o; oraz kolumny macierzy ortogonalnych U i V
(AT'A) v = cri Vi, k=1,...M = V=|[viva..vy] (1)

1 .
uj = ;Avj, 0;>0=>U=[upu...u  ..], jmax <M (2)
J

gdzie kolejnos¢ kolumn zdeterminowana jest uporzadkowaniem
01200203 2.2 Cjinax = 0 oraz jmax < M



Jawne wyrazenie na parametry a; (wektor a)

» Przypomnienie: Rozktad SVD macierzy Ayxm, gdzie N > M, mozemy zapisaé
nastepujaco

.
Anxm = UnxnEnxmVysm = E oiE;,
g;>0

gdzie kazda macierz E; = u,-vl.T’ jest rzedu 1. Analogicznie mozemy przedstawié¢
macierz pseudoodwrotng

1
+ — + Tr — E oIr
AMXNivMXMZMXNUNXNi ;V,Ui

i
o;>0

» Wobec tego rozwigzanie nadmiarowego ukfadu réwnan liniowych
Anxmanmx1 = byx1 w sensie minimalizacji metoda najmniejszych kwadratéw,
czyli a = A*b, mozna zapisaé w nastepujacej postaci

gdzie uj, to i-ta kolumna macierzy Uyxpy, a v;, to i-ta kolumna macierzy
Vi« m, oraz u,.T’b jest iloczynem skalarnym wektoréw (kolumn N x 1)

» Zauwazmy, ze potrzebujemy co najwyzej M poczatkowych kolumn macierzy U



Do zrobienia

» Utworzy¢ macierze Ayxp i byxi, N> M

» Dokona¢ rozktadu SVD macierzy Ay p; obliczamy co najwyzej M
poczatkowych kolumn macierzy U wg wzoru

1
ui= —Av;, o;>c¢€
aj
gdziee >0ie~0.
> Wyznaczamy parametry aj (wektor a)

» Lub po prostu



