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Zadanie 10

Napisz program wyznaczajacy rozktad SVD macierzy prostokatne;j
A. Na podstawie rozktadu SVD wyznaczyé macierz
pseudoodwrotng do macierzy A.



Rozktad wg wartosci szczegdlnych/osobliwych (SVD)

SVD  (Singular Value Decomposition) to metoda pozwalajaca
na wyodrebnienie liniowo niezaleznych kolumn z macierzy prostokatnej
m X .
A=UzVT
e U i V s3 macierzami ortogonalnymi o wymiarach m x min x n
e Y jest macierzg diagonalng m x n z nieujemnymi elementami
rzeczywistymi ;' uporzadkowanymi malejaco, tzn.
o1 =2 03... 2 Tmin(m.n) =20

o, to wartosci szczegdlne A, a min(m,n) kolumn macierzy U i V

s3 lewymi i prawymi wektorami szczegdlnymi A. Mamy

Av; = oju;, ATu) = ojvy, ATAvj = U?‘v,, AATU,_j = szu_j

%Tutaj o; nie majg nic wspélnego z odchyleniem standardowym danych dodwiadezalnych!

Jacek Kobus, Metody numeryczne, Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UMK (2014/15)



Prostokatna macierz diagonalna - przyktad 4 x 3
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Rozktad SVD - przeksztatcenia (1)

T
Am><n - Um><m zm><n\/n§<n
Amxnvnxn = Um><m Zm><n

min(m,n)

n
ZA,‘kaj: Z U,'gO'gégj i:l,...,m,j:l,...
k=1 (=1

| Voxn  (VI'V=1)

Ujjo;

U
Av; =oju;, j=1,...,min(m,n)

v; oraz u; to kolumny macierzy Vi U



Rozktad SVD - przeksztatcenia (2)

Am><n = Um><m zm><n VTr

nxn

AnT;m = (Umxmzmxnvrz—;n) ’ (Vrz—;n)Tr(Umxmzmxn)Tr

= Voo T mUnlm
Arim =VoanEpimUmim [ Umnxm  (UTU =
AnT;m Umsxm = Vnxn znTxm
m min(m,n)
Z( NikUij = Z Vieo1dyj i=1,...,n j=1,...
k=1

Vijoj
U

ATruj =ojvj;, j=1,...,min(m,n)

v; oraz u; to kolumny macierzy Vi U



Rozktad SVD - przeksztatcenia (3)

Tr Tr Tr Tr
Am><n = UmesznVan AHXm:VanZnXmUme

ATrA — VzTr UTr U szl’ — VzTrszr
~——
1
ATA=VvE"EZV" |.V
(ATrA)anvnxn = ann(zTrz)an

n min(m,n)
STATA) Vg = Z Vieo; 8y
k=1
V,-ja?
4
AT'Avj:ajzvj, Jj=1,...,min(m,n)

Kolumna v; jest wektorem wiasnym symetrycznej macierzy AT"A przy
warto$ci wtasnej 01-2



Rozktad SVD - przeksztatcenia (4)

Tr Tr Tr Tr
Am><n = UmesznVan AHXm:Vanznmeme

AATr — Uszr VzTruTr _ UzzTrUTr
——
1
AAT —uxzxz"U" |.U

(AATr)meUme = Umxm(zzTr)mxm

m min(m,n)
Z(AATr);kUkj = Z U,‘gO’?&gJ‘
k=1 /=1
U,-jo'.2
4

AAT uj:aj2 uj, Jj=1,...,min(m,n)

Kolumna u; jest wektorem wtasnym symetrycznej macierzy AA™" przy
warto$ci wiasnej 01-2



Zastosowania SVD

e Norma euklidesowa
Ax
X ” ||2

0, O™

1A]l2 = ma

e Rzad macierzy. W teorii rzad macierzy jest okreslony przez liczbe

niezerowych wartoéci szczegélnych. W praktyce przez liczbe wartosci

szczegoblnych, ktére sa wieksze od zadanego progu (rzad numeryczny
macierzy).

Jacek Kobus, Metody numeryczne, Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UMK (2014/15)



Zastosowania SVD

® Wskaznik uwarunkowania macierzy (prostoktnych i kwadratowych)

cond(A) = Tmax/Cmin
Dla macierzy kwadratowych ten wskaznik jest miarg osobliwosci, a dla
macierzy prostokatnych — liczby liniowo zaleznych kolumn.
e Rozwigzywanie rdwnan liniowych dla zagadnien najmniejszych
kwadratéw. Rozwiazanie minimalizujace norme euklidesowy dla
réwnania Ax ~ b wynosi

ulb
r = 3 v;
oi#0 T

SVD jest szczegdlnie przydatna przy rozwiazywaniu zagadnien zle
uwarunkowanych lub o macierzach o obnizonym rzedzie, gdyz w sumie
mozna opusci¢ wyrazy ze zbyt matymi wartosciami szczegdlnymi
(rozwiazanie jest mniej czute na zaburzenie danych).

Jacek Kobus, Metody numeryczne, Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UMK (2014/15)



Zastosowania SVD

e Pseudoodwrotnos¢ macierzy. Pseudoodwrotnoscia skalarnej wartosci
o jest 1/o, jesli o # 0 lub — w przeciwnym przypadku — zero.
To pozwala zdefiniowaé pseudoodwrotnos¢ macierzy diagonalnej £,
ktora na diagonalnej ma pseudoodwrotnosci wartosci szczegolnych.
Wowczas

At=vEU"
A istnieje zawsze niezaleznie od tego, czy macierz jest kwadratowa,
czy petnego rzedu. Jesli macierz jest kwadratowa i nieosobliwa, to jest
ona réwnowazna macierzy odwrotnej AL

Rozwiazanie w sensie minimalizowania normy euklidesowej zagadnienia
Ax =~ b jest réwne A'h.

Jacek Kobus, Metody numeryczne, Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UMK (2014/15)



Pseudoodwrotnos¢ X - przyktad 4 x 3
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Pseudodwrotno$¢ A, ,, gdzie m > n oraz oy, # 0

=V, X5 U

nxXm mxm

Am><n = Um><m sznVTr A+

nxn nxXm

AfA=VvItuUT"uUuzvr=vztyzvir=w’"=1,,
1 1

AAT=UTZVVItUT"T=UTst U =UIU" =1,
1 i

i ( Locn Onx(m—n) )
0(mfn)><n O(mfn)x(mfn) mxm



Zastosowania SVD

e Bazy ortonormalne. Kolumny V' odpowiadajace zerowym wartosciom
o tworzg baze przestrzeni zerowej A (jadro przeksztatcenia). Pozostate
wektory V' tworza baze ortogonalnego uzupetnienia przestrzeni
zerowej. Kolumny U odpowiadajace niezerowym wartosciom
szczegOlnym tworzg baze przestrzeni bedacej obrazem przeksztatcenia
okreslonego przez macierz A. Pozostate kolumny stanowia baze
ortogonalnego uzupetnienia tej przestrzeni.

Jacek Kobus, Metody numeryczne, Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UMK (2014/15)



Zastosowania SVD
o Przyblizanie macierzy przez macierz o mniejszym rzedzie:
A=ULV' =B+ 0B, +... +0,E,

Kazda macierz E; = uv! jest rzedu 1.

Zwarte przyblizenie macierzy A — suma z pominieciem wyrazéw
odpowiadajacych matym wartosciom o;.

Jesli A jest przyblizona przez sume zbudowang przy pomocy
k najwiekszych wartosci szczegdlnych, to otrzymujemy przyblizenie
A najlepsze w sensie normy Frobeniusa (norma euklidesowa macierzy
traktowanej jako wektor w przestrzeni R™").

Takie przyblizenie jest przydatne przy przetwarzaniu obrazéw, kompresji
danych, kryptografii, itp.

Jacek Kobus, Metody numeryczne, Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UMK (2014/15)



»Naturalna” metoda rozktadu SVD macierzy A,,«,

»Naturalna” metoda: rozwigza¢ zagadnienie wtasne dla mniejszej
macierzy symetryczne;j

1.m>n:ATrAvj:aj2vj, j=1,...,n
2.m<n:AAT’uk:aiuk7 k=1,...,m
Problemy

» Najmniejsze wartosci wtasne, a w konsekwencji o}, sa
narazone na duze bfedy numeryczne

» Metoda QR ma problem ze zbieznoscia, gdy o; = g1

P> W metodzie QR wykorzystujacej ortogonalizacje Grama-Schmidta problem, gdy
o7 =~ 0 = rozwiazaé zagadnienie wtasne dla AT'A — s1 (albo AAT" — s1), gdzie
np. s = 1; lepiej zastosowa¢ inng metode rozktadu QR np. uzywajac

transformacji Householdera

P Ortogonalizacja Grama-Schmidta (GS) ma swoje dodatkowe problemy...
zob. zmodyfikowana metoda GS (MGS)



Metoda rozktadu SVD macierzy A,,«,, zat. m > n
Am><n — Umxmzmxnvr—,r;n

1. Dokonaé rozktadu Apmxn = PmxmdmxnQ/" ., gdzie P i Q to
macierze ortogonalne, a J jest macierza dwudiagonalna

2. Dokona¢ rozktadu SVD macierzy Jmxn = XmxmZmxnY 1,
gdzie X i Y to macierze ortogonalne, a macierz J ma takie
same wartosci szczegblne co macierz A

3. Obliczy¢ macierze ortogonalne U i V

A=PJQ" =P(XZY")Q"
= (PX)Z(QY)",

wiec



Rozktad Anxn = PmxmdmxnQ[ . zat. m > n

Macierz dwudiagonalna

(@p B O - « -« 0 )
(s0) Bg 0
J = .
lsn—l
ay
L O }(mun)Xn

G. Golub, W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, J. SIAM Numer. Anal. B 2,

205-224 (1965).



Rozktad Anxn = PmxmdmxnQ[ . zat. m > n
Procedura korzystajaca z transformacji Hauseholdera
> Tworzymy kolejne macierze A, AG/2) A AG+1/2) A0 Alnt+1/2)
A = A
AK+/2) — pA) =12 ... n
Al — AUF1/2QU) - ) =12 ... n— 1, wlasciwie do n — 2.

Zauwaz, ze J = A("1/2) 3le J mozna skonstruowaé osobno...

> Symetryczne i ortogonalne macierze Hauseholdera P(%) i Q(¥)
pk) —1_ zx(k)(x(k))TQ (X(k))Trx(k) -1

QW) =1 — 2y(K(y(NTr (U Try(k) — 1

wyznaczamy z warunkéw

k+1/2 .
Pl AlYD —o j=k+1,....m
k+1 .
Q. A(kj )—0, j=k+2,....n
G. Golub, W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, J. SIAM Numer. Anal. B 2,

205-224 (1965).



Rozktad A« = PmeJmX,,Q,,T’Xn, zat. m>n

Macierz prawie dwudiagonalna

(0n B O -+ - )
0 o B O -
S B0 0
A% o B
xr X

0 ==

G. Golub, W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, J. SIAM Numer. Anal. B 2,

205-224 (1965).



Rozktad Anxn = PmxmdmxnQ[ . zat. m > n

Wyznaczenie wektora jednostkowego x(K) i elementu diagonalnego ay

S =

>
i=k

o = —Sk sign(As(i))

xW =0, i<k

i

gdzie

. k
S|gn(AE(k))

2Sk X‘Ek)

Cx =

Jezeli s, =0, wtedy a =0 i x(k) =0
G. Golub, W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, J. SIAM Numer. Anal. B 2,
205-224 (1965).



Rozktad Anxn = PmxmdmxnQ[ . zat. m > n

Wyznaczenie wektora jednostkowego y(k) i elementu pozadiagonalnego [y

n

Z |A(k+1/2)|

Jj=k+1

Bk = —tx sign(A [Zi{z))

w 1 | E(kk+1{2)|
k ,k+
Y1 5 1+ T

S =G AE it

gdzie

~sign(AYT1Y)

dy = ———
(k)
2tk Yty
Jezeli t, = 0, wtedy B, =0iyk) =0
G. Golub, W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, J. SIAM Numer. Anal. B 2,
205-224 (1965).



Rozktad Anxn = PmxmdmxnQ[ . zat. m > n

A — A

A2 — pAK) =12 ... . n
AKTD) = A+1/2Q(K) - g =12 ... n—1.
Aln+1/2) — J

AB/2) — p(WAM)

A — pMaA®) QM)
AG/2) — pQp1)a)Q1)

AG) = p@OPLAMLQMQE)
A+1/2) — p(n)  ppMAMQMQA Q-1

G. Golub, W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, J. SIAM Numer. Anal. B 2,
205-224 (1965).



Rozktad Apxn = PosxmdmxnQ7 , zat. m>n

nxn
AL — A
AK+L/2) — pIAK) =12 ... n

A+ — A+1/2QK) g =12 ... n—1.
Alr+1/2) _ §

(P 3=p0) .. p@PIAQUIQR . Q1) | (1)

(P(n—l))Tr| P(n)JQ(n—l) _ ( ) P(2 AQ 0(2 Qn 2) ‘(Q(n_g))Tr
p(=Dp(1)jQ(r-1Q(r-2) = p(=2)  ppMAQMIQ®@ .. Q"3

p@  pr=-1p)jQn-1qQr-2) @ = pMaQW
pMp@ plh=-ph) jQr-1Q(-2) Q@MW = A

P QT

G. Golub, W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, J. SIAM Numer. Anal. B 2,
205-224 (1965).



Rozktad Anxn = PmxmdmxnQ[ . zat. m > n

A = A

Alk+1/2) _ p(k)A(k), =1,2,...,n
A+ — A1/ g =12 ... n—1.
Al+1/2) _

Macierze ortogonalne
Pp=pPO PR  p

Q7 =qQ("D . . . @ q®

Przy okazji wyznaczania wektoréw x(K) y(k) obliczyliSmy elementy diagonalne a i
pozadiagonalne B¢ macierz dwudiagonalnej J

G. Golub, W. Kahan, Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, J. SIAM Numer. Anal. B 2,
205-224 (1965).



Dygresja: Rownos¢ wartosci szczegdlnych macierzy J i A

Mamy nastepujace rozktady macierzy
A=UxV", A=PJQ", J=XTVY".
Pokazemy, ze ¥ = X':
P"x| PIQ"=UzZV" | xQ
J=P"UEZVQ

Poniewaz PT"U i V'"Q s3 macierzami ortogonalnymi, to
uzyskaliSmy rozktad SVD macierzy J, wiec z jednoznacznoéci
SVD mamy w szczegblnosci X' = X.

1

1SVD nie jest w petni jednoznaczny, ale dla danej macierzy mamy na pewno
jeden zbidr wartosci szczegblnych.



Rozktad SVD macierzy dwudiagonalnej Jomxn = XmxmEmsxn Y

nxn

1. Znalez¢ wartosci wtasne \; symetrycznej macierzy tréjdiagonalne;j
Koxn =Jd7, gdzie \,_jy1 =0c%orazo1 > 00> ... > 0,

2. Znalez¢ wektory wiasne y; macierzy K, tzn. takie, ze Ky; = o?y;; y;
jest i-ta kolumnga ortogonalnej macierzy Y
(zobacz zad. 9)
Uwaga: Kazdy wektor wtasny y; musi by¢ unormowany w sensie
normy Euklidesowej, tzn.

lyll2 =

Dyl =1
=1

Normowanie wektora: y; — H;’—HQ
1

3. Znalez¢ kolumny x; macierzy X

1
Xj = ;Jyj, ;>0
j

Na razie problemy w punktach 2. i 3., gdy o; ~0...



Wartosci wtasne symetrycznej i tréjdiagonalnej macierzy K

Macierz symetryczna tréjdiagonalna

a b 0 ... ... .. ... 0
b2 (] b3 0
0 b3 c3 b4 0 0

o

Kn><n: 0o ... 0 bk Ck bk+1 0 0

0 0 bn_2 Ch—2 bn—l 0
0 ... ... ... ... 0 bn—l Ch—1 b,,
0 ... .. .. oL 0 b, c¢n

W. Barth, R. S. Martin and J. H. Wilkinson, Calculation of the Eigenvalues of a Symmetric Tridiagonal

Matrix by the Method of Bisection, Numerische Mathematik 9, 386-393 (1967) .



Wartosci wtasne symetrycznej i tréjdiagonalnej macierzy K

Oznaczenia

» c=[c1,c,...,cn]"" - wektor reprezentujacy gtéwna
diagonale macierzy K, «,

> b =10,by,...,b, ™ - wektor reprezentujacy elementy
pozadiagonalne macierzy K,xp

W. Barth, R. S. Martin and J. H. Wilkinson, Calculation of the Eigenvalues of a Symmetric Tridiagonal Matrix by

the Method of Bisection, Numerische Mathematik 9, 386-393 (1967) .



Wartosci wtasne symetrycznej i tréjdiagonalnej macierzy K

Twierdzenie:
Wartosci wtasne \; macierzy K znajduja sie w przedziale
[)\mina )\max]y gdZie (bl = bn+1 — 0)

Amin = _min [c; = (|bi| + |bisa])]

EEREE)

Amax = i:rqax [Ci + (’bl‘ =+ ’bi+1‘)]7

.n

W. Barth, R. S. Martin and J. H. Wilkinson, Calculation of the Eigenvalues of a Symmetric Tridiagonal Matrix

by the Method of Bisection, Numerische Mathematik 9, 386-393 (1967) .



Wartosci wtasne symetrycznej i tréjdiagonalnej macierzy K

Twierdzenie (~Sturma):
Mamy cigg (~Sturma)

g1 (A
( ( ) b/CI: 1() i:2,...,n

Liczba a()), bedaca liczbg ujemnych wyrazéw ciagu {gi(\)}7_,
jest réwna liczbie wartosci wtasnych macierzy K mniejszych od A

)=
)

Uwaga techniczna: gdy g;—1 = 0, wtedy g;(\) = (¢; — A) — |bil/€mach,
gdzie €mach jest najmniejsza wartoscia €, dla ktérej 1 +€ > 1.

W. Barth, R. S. Martin and J. H. Wilkinson, Calculation of the Eigenvalues of a Symmetric Tridiagonal Matrix by

the Method of Bisection, Numerische Mathematik 9, 386-393 (1967) .



Wartosci wtasne symetrycznej i tréjdiagonalnej macierzy K

Bisekcja poszukujaca wartosci wtasne Mg € [Aminy Amax],
k=n,n—1...,1 macierzy K. Niech A\; < o < ... < A\,
Na poczatku x; = Amin, Xy = Amax
1. Jezeli x, — x; < €, to konczymy
2. Wyznaczamy $rodek przedziatu (bisekcja) x = (x; + x,)/2
3. Jezeli a(x) < k to x; = x, w przeciwnym wypadku x, = x
Uwagi:
> Mozna bardzo precyzyjnie wyznaczy¢ wszystkie wartoéci wtasne 2
» Na podstawie biezgych obliczen, mozna przy okazji wyciagac informacje dla
pozostatych wartosci wtasnych, tzn. zacie$nia¢ ich przedziaty przeszukiwania
(zob. na nastepnej stronie)

W. Barth, R. S. Martin and J. H. Wilkinson, Calculation of the Eigenvalues of a Symmetric Tridiagonal Matrix by

the Method of Bisection, Numerische Mathematik 9, 386-393 (1967) .

27 ograniczong precyzja dla Ax ~ 0



Wartosci wtasne symetrycznej i tréjdiagonalnej macierzy K
Modyfikacja bisekcji

» Wektor w = [wy, ..., w,]™ przechowuje biezace dolne ograniczenia
na wartosci wtasne

» Wektor x = [x1,...,x,] " przechowuje biezace gérne ograniczenia
na warto$ci wtasne, docelowo bedzie zawierat wyznaczone wartosci
wtasne

» Na poczatku w; = Amin, Xi = Amax.

» Bisekcjadla k=n,... 1, gdzie \; < Ao < ... < Ay

1. xp = wgk, xy = X, jezeli x, — x; < €, to konczymy

2. Wyznaczamy $rodek przedziatu (bisekcja) xx = (x; + x,)/2

3. Jezeli a(xx) < k to x; = xx, w przeciwnym wypadku x, = X.
Przy okazji jezeli a(xx) < k, to xx ogranicza wartosci

A1, ..., A; Z gory, jednoczednie ogranicza z dotu wartosci
Aat1s Aag2 ooy Ak
» Oznacza to, zedlai=1,...,a jezeli x; > xk, to x; = x«.
> Takze to oznacza, zedlai=a-+1,..., k jezeli w; < xi, to
W; = Xk.

W. Barth, R. S. Martin and J. H. Wilkinson, Calculation of the Eigenvalues of a Symmetric Tridiagonal Matrix by

the Method of Bisection, Numerische Mathematik 9, 386-393 (1967) .



Do zrobienia

AN

Weczytac prostokatna macierz A, %, 0 elementach rzeczywistych
Wyznaczy¢ macierze Upmxm, Zmxn Vaxn

Sprawdzi¢ czy A = UEVT"

Wyznaczyé macierz pseudoodwrotna A+ = VE+UT" | gdzie

A+

nxm?’

Voxn, T U

nxm? mXxm

5. Sprawdzié¢, czy ATA = 1,5, (czy AAT = 155m?) (spr. T+X oraz TXT)

6. Czy do zastosowan rozktadu SVD potrzebujemy wszystkich kolumn wiekszej

macierzy ortogonalnej? Jezeli nie, to ktérych?



Przyktady

1 2
Ar=1| 3 4
5 6
1 2 3 1 2 3
2 3 4 2 3 4
Ar=13 4 5 As=1 3 4 5
4 6 5 4 5 6
21 0 770 0 50666
0 770 0 50666 0
A= 770 0 50666 0 3956810
0 50666 0 3956810 0

50666 0 3956810 0 335462666



Dodatek: Rozktad SVD macierzy prostokatnych z wykorzystaniem metody QR

Rozktad SVD macierzy prostokatnej
Anxm = UnxnEnxmV i m

Wyznaczamy mniejszg z macierzy ortogonalnych V albo U, tzn.

I°N>M 2° N< M
(ATA) vk = ofvi, k=1,..,M (AAT) uj=07uj, j=1,.,N
¥ 4
V=[vi vy .. vyl U=[u; uz ... up]

Kolejno$¢ kolumn w V (albo U) jest wyznaczona relacja
o1 >02>...>0r r=min(N,M)

Jezeli powyzsze réwnanie wtasne macierzy symetrycznych AT'A (albo AAT")
rozwigzujemy metoda QR z ortogonalizacja Grama-Schmidta, to dla macierzy
symetrycznych, kolumny macierzy ortogonalnej Q = Q1Q2...Qy,,,. ., s3 wektorami
wtasnymi rozpatrywanej macierzy symetrycznej, tzn. w naszym przypadku Q =V
(albo Q = U) o ile kolumny macierzy Q zostaty przesortowane tak, ze

o1 > 0 > 03 > ... > or. Macierze ortogonalne Qj pochodza z k-tej iteracji metody
QR znajdowania wartoéci wtasnych macierzy kwadratowych.



Dodatek: Rozktad SVD macierzy prostokatnych z wykorzystaniem metody QR
Rozktad SVD macierzy prostokatnej

-
Ansxm = UnxvEnxmViyxm

Wyznaczamy mniejszg z macierzy ortogonalnych V albo U, tzn.

°N>M 2°N< M
(AT'A) Ve =oovg, k=1,..,M (AAT') u=oc?u;, j=1,..,N
4 |
V =[vi v ... vyy] U=u; uz ... uy]

Kolejno$¢ kolumn w V (albo U) jest wyznaczona relacja
o1 >02>...>0r r=min(N,M)

Jezeli powyzsze réwnanie wtasne macierzy symetrycznych AT A (albo AAT’)
rozwigzujemy metoda QR z ortogonalizacja Grama-Schmidta, to mozemy napotkaé
na nastepujace trudnosci

1. ok = oky1 = moga wystapi¢ problemy ze zbieznosciag metody QR
2. or & 0 = ortogonalizacja Grama-Schmidta bedzie narazona na duze btedy
numeryczne lub zupetnie zawiedzie

Wskazdéwka: rozwigzaé réwnanie wtasne dla ATA + 51 (albo AAT + s1), gdzie
np.s~1



DOdatekZWyznaczenie drugiej (wiekszej) macierzy ortogonalnej

Rozktad SVD macierzy prostokatnej

_ Tr Tr _ Tr Tr
Ansxm = UnxnEnxmVrsm Apixn = VmxmEy yYnsn

1°N>M 2°N< M
Obliczamy N poczatkowych kolumn

Obliczamy M poczatkowych kolumn
macierzy V wg wzoru

macierzy U wg wzoru

1 1
ui=—Av;, 0;>0 vi=—A"u;, o;>0
aj aj

Co sie dzieje, gdy or = 0 (lub or = 0) dla r < min(N, M)?

-
orur =Av,, o,=0 ove =A"u,, o,=0

(3 3
Av, =0 ATu, =0
Kolumna u, (lub v,) wyznaczamy z warunkéw dla i = 1,2,...,r — 1
Tr

Tr r
u;"ur = i vV, =8



DOdatekZWyznaczenie drugiej (wiekszej) macierzy ortogonalnej

Rozktad SVD macierzy prostokatnej

Anxm = UnsnEnxmV i Abicn = VmxmE i U iin
1°N>M 2°N< M
Obliczamy M poczatkowych kolumn Obliczamy N poczatkowych kolumn
macierzy U wg wzoru macierzy V wg wzoru
1 1
ui=—Av;, o;>0 vi=—A"u;, o;>0
agj aj

Kolumny u; (lub v;), gdzie i > min(N, M), wyznaczamy z warunkéw dla
j=1,2,.,i-1

u/fui =6, i=M+1,.,N v/iivi =8, i=N+1,..,M



Dodatek: ,Uzupetnienie” macierzy ortogonalnej

> Q jest macierza kwadratowa n X n
> Znamy m < n poczatkowych kolumn q;, gdzie i = 1, ..., m, macierzy Q
spetniajacych warunki

a'qj =65, i,j=1,2,.,m

» Chcemy, zeby cata macierz byta ortogonalna tzn., ze wszystkie kolumny sa
wzajemnie otrogonalne i unormowane do 1
1. Wypetniamy (nieznane) kolumny qi, gdzie k > m liczbami
(pseudo)losowymi, aby unikna¢ liniowych zaleznosci (co zrobi¢ jezeli okaze
sie, ze dana kolumna qi, gdzie k > m, jest jednak liniowo zalezna?)
2. Kolejno dla kolumn qy, gdzie k = m+1, ..., n, dokonujemy ortogonalizacji
Grama-Schmidta, tzn.

k—1
q, =qx — E (@[ ai)a; ortogonalizacja
i=1
/
q, = # normalizacja
llajll2

gdzie

laillz =~/a'[a’, =




