Andrzej Raczynski
Mechanika kwantowa cz. 9

1 Symetrie

Istota symetrii jest istnienie klasy przeksztalcen, ktére nie zmieniaja wygladu
obiektéw lub przebiegu zjawisk. Jesli istnieje jakis stan realizowalny, to z
symetrii wynika, ze istnieje tez inny stan realizowalny. Przejscie od jed-
nego stanu do drugiego opisane jest Scisle matematycznie. Prawa fizyki sa
niezmiennicze, réwnania sa wspoOlzmiennicze, tzn. maja taka sama postaé
po dokonaniu transformacji symetrii i daja sie zapisa¢ za pomoca obiektow,
ktorych wlasnosci transformacyjne sa dobrze okreslone (wektoréw, tensorow,
spinoréw,...).

Symetrie maja znaczenie przy poszukiwaniu praw fizyki: probujac zgadnaé
rownania jakiejs teorii i wiedzac, ze ma by¢ zachowana symetria, mamy
bardzo ograniczone pole poszukiwan. Z symetriami sa $cisle zwiazane prawa
zachowania. Symetrie ograniczaja klasy rozwiazan, dostarczaja ulatwien
technicznych. Na przykiad czesto mozna bez wykonywania obliczen powiedziec,
ze pewne elementy macierzowe sa rowne zero i jakie$ przejscie jest niemozliwe.
Kierujac sie symetria ukladu kwantowego, a wiec jego hamiltonianu, mozna
systematyzowac jego wektory wlasne, w szczegdlnosci w podprzestrzeni stanow
zdegenerowanych.

Symetrie moga by¢ ciagle, tzn. dajace sie sparametryzowaé jedna lub
kilkoma liczbami rzeczywistyymi (np. przesuniecia lub obroty), lub dyskretne
(np. odbicia, przesuniecia o ustalony wektor, obroty o ustalony kat lub per-
mutacje czastek).

Transformacje symetrii tworza grupe, w ogélnosci nieprzermienna, o ele-
mentach g, gg.... Ztoznie dwdéch takich transformacji tez jest transformacja
symetril gogg = G,
skladanie transormacji jest taczne (9a95)9 = 9a(989+),
istnieje transformacja identycznosciowa gg, taka, ze gogo = ga,
dla kazdej transformacji istnieje transformacja odwrotna g.g,' = go.



W przypadku grup ciaglych przy pewnych dodatkowych zalozeniach matem-
atycznych grupa nosi nazwe grupy Liego.

Istnieje izomorfizm, ktory kazdemu elementowi g, grupy przyporzadkowuje
operator unitarny U(«), dzialajacy w przestrzeni Hilberta uktadu kwan-
towego.

Dla grup ciaglych mozna operator U(«) ztozyé¢ z operacji infinitezymal-
nych (nieskonicznie matych). Dla tych ostatnich mozna napisaé

Ula) =U(0) —iaG = I —iaG, (1)

gdzie sparametryzowano transformacje tak, ze dla warto$ci o = 0 otrzymano
operator jednostkowy I. Operator ma by¢ unitarny, a wiec

Ula)UT(a) = (I —iaG)(I +iaG") =1 —i(G - GNa =1, (2)

skad wynika, ze G jest operatorem samosprzezonym i moze reprezentowac
wielko$¢ fizyczna.

Operator odpowiadajacy transformacji makroskopowej charakteryzowanej
parametrem « mozna ztozy¢ z N operatoréw infinitezymalnych charaktery-

a
zowanych parametrem 4

Ula) = (I — Z%G)N N exp(—iaG). (3)

Jesli grupa jest wieloparametrowa, tzn. ¢ = ga,as..a,, t0 transformacja in-
finitezymalna ma postac

U(Oél,CVQ,...Oén) :I—iZOéjGj, (4)
J

a dla dowolnych warto$ci parametréw mozna napisac

Ulay, ag, ...ap) = exp|—i Z a;G,). (5)

Operatory G; nazywaja si¢ generatorami transformacji symetrii, tworza zbior
zwany algebra Liego; w szczegolnosci dla kazdej pary okreslony jest komuta-
tor [G;, Gyl

Dla transformacji dyskretnych istnieje operator U(«), ale oczywiscie nie
istnieja generatory. Zdarza sie, ze U? = I, wtedy UT = U™! = U i sam
operator U reprezentuje wielkos¢ fizyczna.



Niech dany bedzie uktad opisany hamiltonianem H, ktory moze zalezec
od czasu. Operator ewolucji T(t) w obrazie Schrodingera spelnia réwnanie
rozniczkowe

L d
ih=T(t) = HOT(), (6)

lub jego catkowy odpowiednik
1 t
T(t) =1+ / H()T (')t (7)
th Jo

Amplituda przejécia z pewnego stanu ¢ do innego stanu f po czasie t ma
postaé

(FIT@)]3). (8)
Niech dany bedzie operator symetrii U, ktory przeksztalca stany ¢ oraz f
odpowiednio w ¢’ oraz f’. Amplituda przejscia miedzy tymi stanami wynosi

(1T @)). (9)

Symetria objawia sie jest réwnoscia prawdopodobienstw przjescia miedzy
stanami przetransformowanymi i nieprzetransformowanymi, czyli

(FIT@N) = (FlUTT @)U, (10)
czyli UTT (1)U = T(t), albo T(t)U = UT(t) (bo UT = U~'). Mozna dopuscic,
ze amplituda przejscia zmienia sie o czynnik fazowy, ale to nie stanowi istot-

nego uogdlnienia.
Z réwnania catkowego na operator ewolucji T'(t) wynikaja relacje

- 1 t / N g4/
UT(t) = U+ — /0 UHET(¢)dt,
1 t
T(HU =U + .—/ H({)T()Udt. (11)
1h Jo
Jesli zachodzi symetria, tzn. UT = TU, to
]_ t
0=UT(t) =TV = — [ WHE) = HU@T()at, — (12)
0

z czego mozna wnosié¢, ze UH = HU w w kazdej chwili. Jesli U jest wielkoscia
fizyczna, to jest ona zachowana. Jesli w przypadku ciaglej symetrii U =
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exp(—ia@), oznacza to, ze generator G komutuje z hamiltonianem, czyli
jest wielkoscia zachowana. Symetria implikuje wiec zachowanie wielkosci
fizycznej.

Odwrotnie, jesli wielko$¢ fizyczna G jest zachowana, czyli komutuje z
hamiltonianem, to U = exp(—iaG) tez z nim komutuje; w przypadku dyskret-
nym z zalozenia U komutuje z hamiltonianem. Wtedy

UT(t) — T(H)U = @% / "HEUT®E) - TV dr. (13)

Powyzsze rownanie na operator UT —T'U ma rozwiazanie zerowe, czyli UT =
TU. Zachowanie wielkosci fizycznej implikuje wiec symetrie.

Mozna tez méwié¢ o transformacji wielkosci fizycznych. Wartos$é srednia
operatora A w stanie przetransformowanym daje si¢ zapisa¢ jako

(n'|Aln’) = (n|UT AU n), (14)

co oznacza, wartos¢ srednia przetransformowanego operatora A’ w stanie
nieprzetransformowanym, jesli A’ = UTAU.

Jesli U jest transformacja symetrii i mozliwy jest stan uktadu opisany
funkcja v, tzn. spehione jest réwnanie Schrodingera

d
h— = H 1
to mozliwy jest tez stan uktadu ¢' = U, gdyz spelione jest réwnanie
'hiw’— 'hiUw—U'hiw—UHw—HUz/J—Hw’ (16)
Tat Tt T e T - o

Wartosé srednia wielkosci komutujacej z hamiltonianem, w szczegdlnosci
generatora transformacji symetrii, jest zachowana: biorac $rednia obu stron
réwnania Heisenberga ih%G = |G, H] = 0, otrzymuje si¢ %G’ = 0, czyli
G = const..

Jesli w chwili ¢ = 0 ukiad byl w stanie wiasnym operatora komutujacego
z hamiltonianem (a wigc z operatorem ewolucji T'), w szczegélnosci genera-
tora transformacji symetrii G, to w trakcie ewolucji pozostanie w jego stanie
wiasnym

G(0) = 79(0),
Gip(t) = GT(8)(0) = T(£)GP(0) = T(t)yy(0) = y(t).  (17)
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Wektory wlasne hamiltonianu do tej samej wartosé¢i wlasnej tworza pod-
przestrzen przestrzeni Hilberta. Spekione jest rownanie Schrodingera niezalezne
od czasu

H¢ns = n@bnsy (18)

gdzie s = 1,2, ...k,, a k, jest krotnoscia degeneracji. Superpozycja wektoroéw
z ustalona liczba kwantowa n w postaci Y-, cs,s tez jest wektorem wlasnym
hamiltonianu do wartosci wlasnej F,,.

H Z Cswns = Z Cusns = Z CsEnwns = E, Z Cswns' (19>

Niech U bedzie operatorem symetrii Wtedy
Hans - UH'wns - UEnwns - EnU¢n37 <2O>

czyli U, tez jest wektorem witasnym hamiltonianu do wartodi wlasnej F,,.
Na ogét nie jest jednym z wektorow bazowych v, ale na pewno jest ich
SUperpozycja
ans = Z Dsqubnj' (21>
J

Wspétezynniki zespolone D;, tworza macierz zespolong zwang reprezentacja
operatora symetrii. Jesli dokona¢ zmiany bazy w podprzestrzeni wiasnej
hamiltonianu

bnj =Y Ojuthur, (22)
to k
Udnj = U; Ojithnr = Zk: OjrUthni = Zk: Oji %: Dy =
gkj Ojk %j Dion Y, O!ini = > Djibni, (23)

gdzie macierz D' = ODO' stanowi inna reprezentacje operatora U; reprezen-
tacje te nazywamy réwnowaznymi.

Wazna jest sytuacja, gdy w podprzestrzeni wlasnej hamiltonianu istnieje
podpodprzestrzen niezmiennicza wzgledem U, tzn. operator U dzialaja na
wektory z tej podpodprzestrzeni przeksztalca je w wektory tylko z tej pod-
podprzestrzeni, a dzialajac na wektory z ortogonalnego dopemienia tej pod-
podprzestrzeni (caly czas wewnatrz podprzestrzeni wlasnej) daje wektory z
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tego dopelnienia. Wtedy macierz rerezentacji D ma strukture klatkowa, a
reprezentacja nazywa sie przywiedlng. Jesli nie istnieje podprzestrzen niezmi-
ennicza, reprezentacja jest nieprzywiedlna.

Jesli reprezentacja jest nieprzywiedlna, degeneracje nazywa sie istotna, w
przeciwnym wypadku jest przypadkowa. Na przykiad dla przypadku atomu
wodoru, ze stanami charakteryzowanymi liczbami kwantowymi nim, degen-
eracja ze wzgledu na [ jest przypadkowa, a ze wzgledu na m - istotna.

1.1 Przesuniecie w przestrzeni

Niech dana bedzie transformacja zmiennych przestrzennych w jednym wymi-
arze
¥ =z +a. (24)

gdzie a jest dowolne. Odpowiednia transformacja dla funkcji falowej ma
postac

P(a') = o(x) = (@’ — a) = U(a)p(2'). (25)
Nowa funkcje ¢(z) (opuszczamy znak ”prim” przy argumencie) mozna obliczy¢
korzystajac z rozwiniecia w szereg Taylora

1 d?

d 2
Ula)p(z) = ¢z — a) = ¢(z) + %7/1(55)(—@) + N de? (x)(—a)"+...=
X1 d” d i
[ —_ n = —( — — - 2
+ 2 i@ (0" = ep(—a v (x) = expl-gapli(e), (26
gdzie p = —ih% jest operatorem pedu. Ped jest wiec generatorem grupy

przesunieé¢. Niezmienniczos$¢é wzgledem przesunigcia oznacza zachowanie pedu.
Dla operatora x prawdziwa jest relacja

UlaU = exp(hap)x exp(—%ap) =z +a, (27)
gdzie skorzystano z tozsamosci Bakera-Hausdorffa
1

exp(A)Bexp(—A) = A+ — [A B] + 51 —[A,[A,B]] + ... (28)

Dowéd tej tozsamosci jest nast@puj@cy, Rozwazmy operator C'(A) = exp(AA)Bexp(—AA).
Rézniczkujac ten operator wzgledem A\ otrzymujemy
d

L0 = AC(Y) = COVA. (29)



Poszukujac rozwiazania w postaci szeregu C'(\) = 300 ; A"C,,, otrzymujemy
relacje rekurencyjna dla operatorowych wspétczynnikow C),

1

Copy = ———
+1 Tl—|—1

[A, Cy). (30)
Poniewaz dla A = 0 otrzymujemy Cy = B, dalsze wyrazy szeregu sa C) =
[A,B], Cy = 3[A,[A,B]], itd. Dla A = 1 otrzymujemy tozsamo$¢ Bakera
Hausdorffa.

Uogolnienie dla trzech wymiaréw jest proste. Przesuniecie o wektor a
oznacza r' =r + a i zachodzi

(') = 9(r) =4’ —a). (31)

Przetransformowana funkcje ¢'(r) mozna znalezé

/() = (r — a) = expl— aply(x), (32)

gdzie p = —ihV jest operatorem pedu i jednoczes$nie trojka generatoréw
grupy przesunieé¢ (z doktadnoscig do czynnika-stalej Plancka). W tym przy-
padku generatory grupy komutuja. Mozna znalezé wspdlne funkcje wlasne
hamiltonianu i generatorow. Hamiltonian jest po prostu energia kinetyczna
jednej czastki H = 5-p?, a jego funkcje whasne ¢,(r) = Cexp(+pr). Po
transformacji 5, (r') = ¥p(r) = ¢¥p(r' — a). Reprezentacja nieprzywiedlna
jest wiec jednowymiarowa U, = exp(—%pa)@bp (tu p jest juz liczba).

Dodanie potencjatu oddziatywania V' (r) psuje niezmienniczo$¢ wzgledem
przesunie¢ i réwnoczesnie niszczy zachowanie pedu. Jesli rozwazy¢ dwie
czastki z hamiltonianem

L, L,

H = Tﬁllpl + TWPQ + V(I‘l — I'Q), (33)
to otrzymamy pedy pi i p2 jako w sumie 6 generatoréw grupy przesuniec.
Nie ma zachowania kazdego pedu z osobna i niezmienniczosci wzgleem prze-
sunie¢ we wspotrzednych poszczegdlnych czastek z osobna. Mamy natomiast
niezmienniczos¢ wzgledem réwnoczesnego przesuniecia obu czastek o ten sam
wektor, a wiec zachowanie wypadkowego pedu p; + p2.

Rozwazmy teraz symetri¢ wzgledem przesuniecia o ustalony wektor (np.
o stala sieci w krysztale. W jednym wymiarze symetria potencjatu jest
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V(z) = V(z + a). Funkcja powinna spehiaé¢ relacje ¢'(x) = ¢(x — a) =
Uip(z) = exp(—rap)i(z). Jesli funkcja ma by¢ funkcja wlasna operatora
U= exp(—%ap) musi, speliaé relacje

exp(—;ap)w(x) = exp[iA(a)]y(z), (34)

gdzie warto$¢ wlasna, majaca wartos¢ bezwzgledna 1 zapisano w postaci
wyktadniczej. Przesuniecie o wielokrotno$¢ ma stalej a rozwazane jako calosé
da stala A\(ma), a rozwazane jako przesuniecie wykonanane na raty - stalg
mA(a). Réwnosé tych statych oznacza, ze A(ma) = mA(a), czyli jest funkcja
liniowa —ka, gdzie k jest stala. Podstawmy teraz i(x) = exp(ikz)u(x).
Oznacza to, ze

V(x) = d(z — a) = exp(—ika)y(z),

explik(z — a)u(z — a) = exp(—ika) exp(ikz)u(z), (35)

u(z —a) = u(x),
a wiec u jest funkcja okresowa o okresie a. Wspdlne funkcje wiasne hamiltoni-
anu i operatora symetrii U maja wiec postaé iloczynu funkkeji exp(ikz) oraz
funkcji okresowej (tzw. funkcje Blocha). Twierdzenie to ma natychmiastowe
uogodlnienie dla trzech wymiaréw.

1.2 Przesuniecie w czasie
Niech dana bedzie transformacja
t'=t+T. (36)
Funkcja transformuje sie wedlug zasady
Y(t) =v(x) =" —7) = U(7)(t)). (37)

Stosujac rozwiniecie w szereg Taylora mozna napisaé¢ (opuszczono ”prim”
przy zmiennej t)

Ur(e) = 0t~ 7) = 00) + Do) + & v+ =

Aar
T4 3 o Tt = explor G )u(e). (39)
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Poniewaz funkcja spelia rownanie Schrodingera ih%z/z = H1, dla hamilto-
nianu niezaleznego od czasu mozna napisac

U(0) = U((1) = exp(—70)0(e) = exp(CHT)A(). (39

Spelnione jest wiec rownanie

d o d '
ih— ! (t) = ih exp(%HT)%l/)(t) = eXp(%HT)H@/) = Hy'(t),  (40)

czyli jesli ¥ jest mozliwym rozwiazaniem, to ¢’ tez jest mozliwym rozwiazaniem.
Hamiltonian jest wiec generatorem grupy przesunieé¢ w czasie (z doktadnoscia

do stalego czynnika h. Niezmienniczos¢ wzgledem przesuniecia w czasie jest

zwiazana z zachowaniem energii (jesli hamiltonian jest operatorem energii).

1.3 Obroty

Rozwazmy obrot o kat ¢ wokot osi z. Transfoermacja wspoodtrzednych ma
postaé

x cos¢ —sing 0 x
y | =| sing cos¢p 0 y |, (41)
2! 0 0 1 z

co symbolicznie napiszemy jako r' = Rr. Transformacja infinitezymalna ma
postaé

x 1 —¢ 0 x
y |=[¢ 1 0 y |- (42)
z' 0 0 1 z

Przy transformacji odwrotnej ulega zmienia znak ¢.
Funkcja skalarna f ulega transformacji i przechodzi w funkcje f wedlug
zasady
f1(@) = fr) = f(RY). (43)
Dla transformacji infinitezymalnej oznacza to (opuszczono ”primy” przy zmi-
ennej)

Flo.9) = £o + 0wy = 60.) = 0,0, + 5oy + 51 (~0n)
9, 0 '
(1+ 0y —ap )@y ) = (1= Lol ey 2). (44)
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gdzie L, = (zpy, — yps) = —ih(xa% — ya%) jest sktadowa z orbitalnego mo-
mentu pedu.
Obro o kat makroskopowy p¢ mozna traktowac jako zlozenie N obrotéw
o kat % Transformacja daje nowa funkcje
¢

P) =1 = LV F0) =i exp(—3 L) S (). (45)

Dla obrotu o kat ¢ wokot dowolnej osi wyznaczonej przez wektor jednostkowy
n otrzymuje sie

/(r) = exp(~ T L) (). (16)

Sktadowe orbitalnego momentu pedu sa wigc generatorami grupy obrotéw. W
tym przypadku generatory nie sa przemienne, a reprezentacje nieprzywiedlne
nie sa jednowymiarowe.

Funkcje skalarne to tylko najprostszy przyklad. Wezmy teraz funkcje
wektorowe f(r). Transformacji ulega nie tylko argument funkcji, lecz takze
jej sktadowe. Dla obrotu wokot osi z zachodzi

fi(x') = cospfo(R7'r) — singf,(R™'r'),
fz’/(r’) = sin¢f.(R't') + cos o f,(R'Y'), (47)
fi(r) = f(R7M).

Dla infinitezymalnej transformacji otrzymujemy (opuszczono ”primy” przy
zmiennych)

£(r) 100 0 —i 0 l. fulr)
Lo | =10 10 —ie| i 0 0 JL-rLel| f) | 48
f1(r) 00 1 00 0 £.(r)

Dla obrotu o makroskopowy kat ¢ nalezy w ostatniej relacji zastapi¢ ¢
przez % i podnie$¢ do potegi N. Otrzymuje sie przy N — oo

£/(x) = expl— (L. + S2)0l8(r) (19)
gdzie

0
0 (50)
0



jest sktadowa z operatora spinu o wartosci 1. Dla obrotu wokoét osi o wektorze
jednostkowym n otrzymuje sie analogicznie

£/(x) = expl~ (L + S)glf(r), (51)

gdzie pozostale sktadowe spinu sa

00 0 0 0 i
S;=h| 00 —i |, S,=n| 0 00 |. (52)
0 i 0 —i 0 0

Macierze te spelniaja reguty komutacji typowe dla momentu pedu [S;, S,] =
1hS, z cykliczng permutacja indekséw. Generatorami grupy obrotéw sa teraz
sktadowe wypadkowego momentu pedu. Niezmienniczo$¢ wzgledem obrotéw
jest zwiazana z zachowaniem wypadkowego momentu pedu.

W ogélnosci whasnosci transformacyjne réznych obiektow przy obrotach
(spinoréw, tensoréw ...) charakteryzuje sie w oparciu o nieprzywiedlne rerezen-
tacje grupy obrotéw, o czym nizej.

Sparametryzujmy teraz dowolny obrét, zamiast przez wektor n orien-
tacji osi, przez katy Eulera a, § i v: sprowadzamy uklad pierwotny do
ukladu obréconego (1) przez obrét o kat o wokdl osi z tak, aby o$ y lezala
réwnoczesnie w plaszczyznie xy i o'y’ (linia weztéw), (2) przez obrét o kat
B wokdl nowej osi y i (3) o kat 7 wokdt nowej osi z czyli 2/ (w niektérych
podrecznikach po pierwszym obrocie linia wezlow jest osia ). Obrét zapisaé
mozna jako

R(,5,7) = exp(— o) esp(—1 B esp(—30), (53)

gdzie J jest momentem pedu.

Wprowadzmy teraz macierze K, , , reprezentujace moment pedu, tzn. sa
to macierze samosprzezone, spehiajace reguly komutacji [K,, K| = i K, (z
cyklicznym przestawieniem). Wprowadzmy macierze K* = K? + K} + K?
K. = K, +iK,. Latwo mozna pokaza¢, ze [K? K;] = 0 dla j = x,y, z,
[K?,K4] = 0, a takze [K,, K1] = +K.. Istnieja wspdlne wektory wlasne
macierzy K, i K?

A oA
K.uy, = puy,,

K?u) = Nu,. (54)
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Badajac elementy macierzowe operatorow K. z wektorami u;) otrzymujemy

0= (uy|[Ky, KJu)) = (\* — X2)<ugi|Ki|ug>,
(upy [[K s, K. |u)) = —(u)y | K |u)) (55)
(un | [Kx, K Jup) = (= p') (u)y | K i|uy).

Oznacza to, ze element macierzowy (umKi\u;\L) jest réwny zero, chyba ze
A= N1y = pu+1. Poniewaz wektory Uﬁ tworza baze, musi zachodzié

Kiup = Ceuyyy. (56)
State C'y mozna obliczy¢ badaja elementy macierzowe
(up| K5 Kiluy). (57)

Z jednej strony maja one wartosé <u2|K¥)Ki|u;\L> = |C4|?, z drugiej strony
sa réwne
(up| K* — K2 F K.|u)) = N — 1i° F pu. (58)

Zachodzi wiec relacja

Kiu/’) = /A2 —p(p £ 1)u;\¢1. (59)

Operatory K. moga stuzy¢ do generacji wektoréow wilasnych o wartosciach
witasnych rosnacych lub malejacych nieograniczenie skokami o 1. Poniewaz
rzut momentu pedu nie moze by¢ nieograniczony przy ustalonym kwadracie
momentu pedu, rekurencja musi by¢ przerwana. Istnieja wiec puy i puo jako
minimalna i maksymalna wartosé¢ u

A — (= 1) =0,
N — pa(pe +1) = 0, (60)

a dodatkowo ps = 1 + k, gdzie k jest liczba krokow, po ktérej z minimalnej
wartosci 1 dojdziemy do maksymalnej. Z powyzszych zaleznosci otrzymuje
sie, ze 1 = —% o = g, a N\ = g(g + 1). Zmieniajac parametryzacje:
w—=m, j = g, ul); — u! otrzymujemy relacje

J— J
K.ul, =mul |

K*ul, = j(j + 1)ug,, (61)
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gdziem = —j,—j+1,...5, 5 =0, %,2 3.

W reprezentacji operatora K, czyh w bazie, w ktérej jest on diagonalny
elementy macierzy maja postac

(Kz)m’m - m5m/m, (62)
(Kx)mlm = ;[(K-I—)m’m + (K—)m’m] =

W (G + 1) —m(m + 10wt + /30 + 1) = m(m —1)b 1),
(i = ;Zwm ~ (K ] =
W (G +1) = m(m + Do r — (G + 1) = m(m — 1)dm-1],

gdzie uogdlniono delte Kroneckera, dopuszczajac potdwkowe wartosci in-
deksow.

W szczegdlnodei dla j = % otrzymujemy macierze Pauliego (z czynnikiem
1 1

. . . . 1 -
5, wiersze i kolumny numerujemy malejaco od m = 5 do m = —3)

L0 1 L0 —i If1 0

10
i 0 — |, K,=[00
' 00 -1
Dka j = 1 macierze sa unitarnie rownowazne macierzom podanym wczesniej
jako generatory obrotow dla funkcji wektorowej.
Reprezentacje grupy obrotow otrzymamy zastepujac operatory momentu

pedu przez ich macierzowe reprezentacje hK dla poszczegdlnych wartosci
liczby j, tzn.

D(a, ,7) = exp(—iaK,) exp(—ifK,) exp(—ivK,), (65)

Mozna udowodnic¢, ze sa to reprezentacje nieprzywiedlne.
W szczegdlnoscei dla j = % latwo otrzymadé postaé¢ macierzy. Macierze
zwiazane z obrotem wokot osi z sa diagonalne. Macierz exp(—igay) mozna
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obliczy¢ rozwijajac eksponent na szereg i korzystajac z tego. ze 05 =1

N > 1, B, n
exp(—i 2ay) E B —(- ZQ) " (66)
00 1 2 B 9 B o 6
E: —i=)*" + § ntly Br_ B
n=0 (2”) Z 2n—|—1 2) Ty = CO8 5 isin 3oy

Ostatecznie dla j = % otrzymuje sie

1 [ exp(—i%) 0 cos? —sin’ exp(—i3) 0
b2 = ( 0 exp(i§) ) < sint  cos 0 exp(i3) (67)

Dla przypadku j = % i ogolnie dla 5 o wartosciach potéwowych obrot o kat
271 daje macierz reprezentacji o zmienionym znaku; dopiero obrét o 4w daje
ten sam wynik co obrét o kat zerowy. Funkcje spinowe elektronu i innych
czastek o spinie % transformuja sie wlasnie wedlug reprezentacji D3,

Podobnie mozna otrzymaé macierze D! i nastepne. Istnieja ogdlne wzory
na elementy macierzy D7, ale nie beda tu omawiane.

Warto dodaé, ze dla obrotu danego we wspoirzednych kartezjanskich

)

x’ cosa —sina 0 cosf 0 sinf cosy —siny 0 x
y | =| sina cosa O 0 1 0 siny cosy O y | ,(68)
2! 0 0 1 —sinf 0 cosf 0 0 1 z

macierz D' opisuje obrét nie bezposrednio wektora (z,v, z), lecz wektora
T1, X, T_1, gdzie x; = %(SE +iy), xo =2, T_1 = %(—x + iy).

Bardziej skomplikowane obiekty, np. tensory wyzszych rzedow, iloczyny
zewnetrzne wektorow lub tensoréw, daja sie przedstawic¢ jako sumy obiektow
transformujacych sie wedlug nierprzywiedlnych reprezentacji D/.

Dla catkowitych j baza reprezentacji sa funkcje kuliste Y, (3, ) = 2+ D, ola, B, 7).

1.4 Odbicie przestrzenne

Odbicie przestrzenne jest operacja
r'=—r. (69)

Operacja zmienia uklad z prawoskretnego na lewoskretny. Wykonana dwukrot-
nie daje powrdt do sytuacji wyjsciowej. Zwiazany z nia operator U ma
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wlasnos¢ U = UT = U™}, czyli U? = I, a jego wartoci wlasne sa £1, co
znaczy, ze funkcje wlasne sa parzyste lub nieparzyste. Nie ma on odpowied-
nika klasycznego. Operator U musi zmienia¢ znak polozenia i pedu, a nie
zmienia¢ znaku momentu pedu ani spinu.

UrU = —r,

UpU = —p,

ULU =L, (70)
UsU = s,

(71)

(skorzystano z tego, ze UT = U). Oprécz zaleznoéci od wpétrzednych przestrzen-
nych czastkom przypisuje sie parzystos¢ wewnetrzna & = +1; jest to istotne
w kwantowej teorii pola, gdzie opisane sa procesy giniecia i powstawania
czastek. Dla jednej czastki o spinie s operator U musi transformowac¢ funkcje

' (r,mg) = Uth(r,ms) = E(—r, my). (72)
Mozna pokazaé, ze taka wlasno$¢ ma operator
U:gz/fmmm@mw (73)

Czastki o okreslonym orbitalnym momencie pedu, opisane funkcjami kulistymi
Yim(0, ¢) maja okreslona pzrzystoéé (—1).. Ostatecznie parzystosé takiego
stanu wynosi £(—1)". Dla n czastek parzysto$é jest iloczynem parzystosci
poszezegdlnych czastek &...6,(—1), gdzie L jest liczba kwantowa dlugodci
wypadkowego orbitalnego momentu pedu.

Parzystos¢ jest zachowana w oddzialywaniach elektromagnetycznych i sil-
nych. Nie jest zachowana w oddzialywaniach stabych.

Jednym z waznych historycznych do$wiadczen byto doswiadczenie Lee
i Yanga z 1955 roku; wykazano w nim niezachowanie parzystosci w odd-
zialywaniach stabych. Badano rozpad 3 kobaltu 2"Co na nikiel ?8Ni z emisja
elektronu i antyneutrina. Dwie ostatnie czastki emitowane sa w przeciwnch
kierunkach z uwagi na zachowanie pedu. Stan spinowy jadra kobaltu zostat
ustalony za pomoca silnego pola magnetycznego w niskiej temperaturze.
Okazalo sie, ze preferowany kierunek emisji elektronu byt w kierunku prze-
ciwnym, niz rzut spinu jadra kobaltu. Gdyby parzystos¢ byta zachowana,
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prawdopodobienstwa emisji elektronu w kierunku py, a antyneutrina w kierunku
P2, powninny by¢ takie same jak prawdopodobienstwo emisji elektronu w
kierunku —py, antyneutrina w kierunku —ps.

1.5 Odbicie czasowe
Przy odbiciu czasowym czas zmienia znak
t = —t. (74)

Transformacji tej odpowiada operator U taki, ze U? = UU' = I (U = UY)
oraz

P'(t) = U(t) = () (75)
Jesli funkcja v spemia réwnanie Schrodingera
il — m (76)
a7
czyli
d
UiFL%UUdJ:UHUUw, (77)
lub J
Uih%U'(ﬁ,:UHUQ//. (78)

Roéwnanie powinno mieé postaé
L d / /
—zhaw =UHUY'. (79)

Bedzie ono spelnione, jesli U jest operatorem antyunitarnym, tzn. jest
antyliniowy (UN = X'U), [{UD|U6)] = [(]6)]).

Niezmienniczos¢ wzgledem odbicia czasu oznacza, ze dla danego procesu
mozliwy jest analogiczny proces biegnacy wstecz w czasie.

Dla czastek bezspinowych w nieobecnosci pola elektromagnetycznego w
reprezentacji polozeniowewj za operator U mozna przyjac sprzezenie zespolone
K. Hamiltonian jest rzeczywisty i niezmienniczos$¢ zachodzi bo [K, H] = 0.
Zachodzi UrU =r, UpU = —p.

W obecnodci pola elektromagnetycznego niezmienniczosé hamiltonianu
wzgledem odbicia czasu wymaga, aby operator (p — ¢A)? byl niezmienniczy;
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poniewaz ped zmienia znak, to operator U powinien by¢ iloczynem sprzezenia
zespolonego K i operatora zmieniajacego znak A.

Dla elektronéw (i innych czastek o spinie %) trzeba zagwarantowac, aby
operator U odwracal spin, tzn., aby Uo;U = —o;. Ma t¢ wlasnos¢ operator
Kio,; dla skladowej y spinu (urojonej) zmiane znaku gwarantuje sprzezenie
zespolone K, dla skladowych z i z - reguly antykomutacji macierzy Pauliego.

Dla n elektronéw operator U jest iloczynem operatoréow Kio, dla wszys-
kich elektronéw. Operator U? = (—1)".

Gdy nie ma pola magnetycznego, funkcje ¢ i Uy odpowiadaja tej samej
energii, bo hamiltonian jest niezmienniczy wzgledem odwrdécenia czasu. Po-
jawia sia pytanie, w jakich okolicznosciach moze by¢ degeneracja, tzn. funkcje
Y i Urp 1émig sie tylko o staly czynnik. Niech Uy = Mp. Wtedy U?y) =
UMp = X*Urp = A*\p. Dla nieparzystej liczby elektronéw U? = —1 i mamy
sprzecznos¢. Tak wigec w ukladach o nieparzystej liczbie elektronéw krotnosé
degenracji wynosi przynajmniej 2 (tw. Kramersa).
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