
Andrzej Raczyński
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1 Symetrie

Istota̧ symetrii jest istnienie klasy przekszta lceń, które nie zmieniaja̧ wygla̧du
obiektów lub przebiegu zjawisk. Jeśli istnieje jakís stan realizowalny, to z
symetrii wynika, że istnieje też inny stan realizowalny. Przej́scie od jed-
nego stanu do drugiego opisane jest ścísle matematycznie. Prawa fizyki sa̧
niezmiennicze, równania sa̧ wspó lzmiennicze, tzn. maja̧ taka̧ sama̧ postać
po dokonaniu transformacji symetrii i daja̧ siȩ zapisać za pomoca̧ obiektów,
których w lasności transformacyjne sa̧ dobrze określone (wektorów, tensorów,
spinorów,...).

Symetrie maja̧ znaczenie przy poszukiwaniu praw fizyki: próbuja̧c zgadna̧ć
równania jakiej́s teorii i wiedza̧c, że ma być zachowana symetria, mamy
bardzo ograniczone pole poszukiwań. Z symetriami sa̧ ścísle zwia̧zane prawa
zachowania. Symetrie ograniczaja̧ klasy rozwia̧zań, dostarczaja̧ u latwień
technicznych. Na przyk lad czȩsto można bez wykonywania obliczeń powiedzieć,
że pewne elementy macierzowe sa̧ równe zero i jakieś przej́scie jest niemożliwe.
Kieruja̧c siȩ symetria̧ uk ladu kwantowego, a wiȩc jego hamiltonianu, można
systematyzować jego wektory w lasne, w szczególności w podprzestrzeni stanów
zdegenerowanych.

Symetrie moga̧ być cia̧g le, tzn. daja̧ce siȩ sparametryzować jedna̧ lub
kilkoma liczbami rzeczywistyymi (np. przesuniȩcia lub obroty), lub dyskretne
(np. odbicia, przesuniȩcia o ustalony wektor, obroty o ustalony ka̧t lub per-
mutacje cza̧stek).

Transformacje symetrii tworza̧ grupȩ, w ogólności nieprzermienna̧, o ele-
mentach gα, gβ.... Z lożnie dwóch takich transformacji też jest transformacja̧
symetrii gαgβ = gγ,
sk ladanie transormacji jest  la̧czne (gαgβ)gγ = gα(gβgγ),
istnieje transformacja identycznościowa g0, taka, że gαg0 = gα,
dla każdej transformacji istnieje transformacja odwrotna gαg

−1
α = g0.
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W przypadku grup cia̧g lych przy pewnych dodatkowych za lożeniach matem-
atycznych grupa nosi nazwȩ grupy Liego.

Istnieje izomorfizm, który każdemu elementowi gα grupy przyporza̧dkowuje
operator unitarny U(α), dzia laja̧cy w przestrzeni Hilberta uk ladu kwan-
towego.

Dla grup cia̧g lych można operator U(α) z lożyć z operacji infinitezymal-
nych (nieskończnie ma lych). Dla tych ostatnich można napisać

U(α) = U(0)− iαG ≡ I − iαG, (1)

gdzie sparametryzowano transformacjȩ tak, że dla wartości α = 0 otrzymano
operator jednostkowy I. Operator ma być unitarny, a wiȩc

U(α)U †(α) = (I − iαG)(I + iαG†) = I − i(G−G†)α = I, (2)

ska̧d wynika, że G jest operatorem samosprzȩżonym i może reprezentować
wielkość fizyczna̧.

Operator odpowiadaja̧cy transformacji makroskopowej charakteryzowanej
parametrem α można z lożyć z N operatorów infinitezymalnych charaktery-
zowanych parametrem α

N

U(α) = (I − i α
N
G)N →N→∞ exp(−iαG). (3)

Jeśli grupa jest wieloparametrowa, tzn. g = gα1α2...αn , to transformacja in-
finitezymalna ma postać

U(α1, α2, ...αn) = I − i
∑
j

αjGj, (4)

a dla dowolnych wartości parametrów można napisać

U(α1, α2, ...αn) = exp[−i
∑
j

αjGj]. (5)

Operatory Gj nazywaja̧ siȩ generatorami transformacji symetrii, tworza̧ zbiór
zwany algebra̧ Liego; w szczególności dla każdej pary określony jest komuta-
tor [Gj, Gk].

Dla transformacji dyskretnych istnieje operator U(α), ale oczywíscie nie
istnieja̧ generatory. Zdarza siȩ, że U2 = I, wtedy U † = U−1 = U i sam
operator U reprezentuje wielkość fizyczna̧.
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Niech dany bȩdzie uk lad opisany hamiltonianem H, który może zależeć
od czasu. Operator ewolucji T(t) w obrazie Schrödingera spe lnia równanie
różniczkowe

ih̄
d

dt
T (t) = H(t)T (t), (6)

lub jego ca lkowy odpowiednik

T (t) = I +
1

ih̄

∫ t

0
H(t′)T (t′)dt′. (7)

Amplituda przej́scia z pewnego stanu i do innego stanu f po czasie t ma
postać

〈f |T (t)|i〉. (8)

Niech dany bȩdzie operator symetrii U , który przekszta lca stany i oraz f
odpowiednio w i′ oraz f ′. Amplituda przej́scia miȩdzy tymi stanami wynosi

〈f ′|T (t)|i′〉. (9)

Symetria objawia siȩ jest równościa̧ prawdopodobieństw przjeścia miȩdzy
stanami przetransformowanymi i nieprzetransformowanymi, czyli

〈f ′|T (t)|i′〉 ≡ 〈f |U †T (t)U |i〉, (10)

czyli U †T (t)U = T (t), albo T (t)U = UT (t) (bo U † = U−1). Można dopuścić,
że amplituda przej́scia zmienia siȩ o czynnik fazowy, ale to nie stanowi istot-
nego uogólnienia.

Z równania ca lkowego na operator ewolucji T (t) wynikaja̧ relacje

UT (t) = U +
1

ih̄

∫ t

0
UH(t′)T (t′)dt′,

T (t)U = U +
1

ih̄

∫ t

0
H(t′)T (t′)Udt′. (11)

Jeśli zachodzi symetria, tzn. UT = TU , to

0 = UT (t)− T (t)U =
1

ih̄

∫ t

0
[UH(t′)−HU(t′)]T (t′)dt′, (12)

z czego można wnosić, że UH = HU w w każdej chwili. Jeśli U jest wielkościa̧
fizyczna̧, to jest ona zachowana. Jeśli w przypadku cia̧g lej symetrii U =
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exp(−iαG), oznacza to, że generator G komutuje z hamiltonianem, czyli
jest wielkościa̧ zachowana̧. Symetria implikuje wiȩc zachowanie wielkości
fizycznej.

Odwrotnie, jeśli wielkość fizyczna G jest zachowana, czyli komutuje z
hamiltonianem, to U = exp(−iαG) też z nim komutuje; w przypadku dyskret-
nym z za lożenia U komutuje z hamiltonianem. Wtedy

UT (t)− T (t)U =
1

ih̄

∫ t

0
H(t′)[UT (t′)− T (t′)U ]dt′. (13)

Powyższe równanie na operator UT−TU ma rozwia̧zanie zerowe, czyli UT =
TU . Zachowanie wielkości fizycznej implikuje wiȩc symetriȩ.

Można też mówić o transformacji wielkości fizycznych. Wartość średnia
operatora A w stanie przetransformowanym daje siȩ zapisać jako

〈n′|A|n′〉 = 〈n|U †AU |n〉, (14)

co oznacza, wartość średnia̧ przetransformowanego operatora A′ w stanie
nieprzetransformowanym, jeśli A′ = U †AU .

Jeśli U jest transformacja̧ symetrii i możliwy jest stan uk ladu opisany
funkcja̧ ψ, tzn. spe lnione jest równanie Schrödingera

ih̄
d

dt
ψ = Hψ, (15)

to możliwy jest też stan uk ladu ψ′ = Uψ, gdyż spe lnione jest równanie

ih̄
d

dt
ψ′ = ih̄

d

dt
Uψ = Uih̄

d

dt
ψ = UHψ = HUψ = Hψ′. (16)

Wartość średnia wielkości komutuja̧cej z hamiltonianem, w szczególności
generatora transformacji symetrii, jest zachowana: biora̧c średnia̧ obu stron
równania Heisenberga ih̄ d

dt
G = [G,H] = 0, otrzymuje siȩ d

dt
Ḡ = 0, czyli

Ḡ = const..
Jeśli w chwili t = 0 uk lad by l w stanie w lasnym operatora komutuja̧cego

z hamiltonianem (a wiȩc z operatorem ewolucji T ), w szczególności genera-
tora transformacji symetrii G, to w trakcie ewolucji pozostanie w jego stanie
w lasnym

Gψ(0) = γψ(0),

Gψ(t) = GT (t)ψ(0) = T (t)Gψ(0) = T (t)γψ(0) = γψ(t). (17)
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Wektory w lasne hamiltonianu do tej samej wartosći w lasnej tworza̧ pod-
przestrzeń przestrzeni Hilberta. Spe lnione jest równanie Schrödingera niezależne
od czasu

Hψns = Enψns, (18)

gdzie s = 1, 2, ...kn, a kn jest krotnościa̧ degeneracji. Superpozycja wektorów
z ustalona̧ liczba̧ kwantowa̧ n w postaci

∑
s csψns też jest wektorem w lasnym

hamiltonianu do wartości w lasnej En.

H
∑
s

csψns =
∑
s

csHψns =
∑
s

csEnψns = En
∑
s

csψns. (19)

Niech U bȩdzie operatorem symetrii Wtedy

HUψns = UHψns = UEnψns = EnUψns, (20)

czyli Uψns też jest wektorem w lasnym hamiltonianu do wartoći w lasnej En.
Na ogó l nie jest jednym z wektorów bazowych ψns, ale na pewno jest ich
superpozycja̧

Uψns =
∑
j

Dsjψnj. (21)

Wspó lczynniki zespolone Djs tworza̧ macierz zespolona̧ zwana̧ reprezentacja̧
operatora symetrii. Jeśli dokonać zmiany bazy w podprzestrzeni w lasnej
hamiltonianu

φnj =
∑
k

Ojkψnk, (22)

to

Uφnj = U
∑
k

Ojkψnk =
∑
k

OjkUψnk =
∑
k

Ojk

∑
m

Dkmψnm =∑
k

Ojk

∑
m

Dkm

∑
i

O†miφni =
∑
i

D′jiφni, (23)

gdzie macierz D′ = ODO† stanowi inna̧ reprezentacjȩ operatora U ; reprezen-
tacje te nazywamy równoważnymi.

Ważna jest sytuacja, gdy w podprzestrzeni w lasnej hamiltonianu istnieje
podpodprzestrzeń niezmiennicza wzglȩdem U , tzn. operator U dzia laja̧ na
wektory z tej podpodprzestrzeni przekszta lca̧ je w wektory tylko z tej pod-
podprzestrzeni, a dzia laja̧c na wektory z ortogonalnego dope lnienia tej pod-
podprzestrzeni (ca ly czas wewna̧trz podprzestrzeni w lasnej) daje wektory z
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tego dope lnienia. Wtedy macierz rerezentacji D ma strukturȩ klatkowa̧, a
reprezentacja nazywa siȩ przywiedlna̧. Jeśli nie istnieje podprzestrzeń niezmi-
ennicza, reprezentacja jest nieprzywiedlna.

Jeśli reprezentacja jest nieprzywiedlna, degeneracjȩ nazywa siȩ istotna̧, w
przeciwnym wypadku jest przypadkowa. Na przyk lad dla przypadku atomu
wodoru, ze stanami charakteryzowanymi liczbami kwantowymi nlm, degen-
eracja ze wzglȩdu na l jest przypadkowa, a ze wzglȩdu na m - istotna.

1.1 Przesuniȩcie w przestrzeni

Niech dana bȩdzie transformacja zmiennych przestrzennych w jednym wymi-
arze

x′ = x+ a. (24)

gdzie a jest dowolne. Odpowiednia transformacja dla funkcji falowej ma
postać

ψ′(x′) = ψ(x) = ψ(x′ − a) = U(a)ψ(x′). (25)

Nowa̧ funkcjȩ ψ′(x) (opuszczamy znak ”prim” przy argumencie) można obliczyć
korzystaja̧c z rozwiniȩcia w szereg Taylora

U(a)ψ(x) = ψ(x− a) = ψ(x) +
d

dx
ψ(x)(−a) +

1

2!

d2

dx2
ψ(x)(−a)2 + ... =

I +
∞∑
n=1

1

n!

dn

dxn
ψ(x)(−a)n = exp(−a d

dx
)ψ(x) = exp[− i

h̄
ap]ψ(x),(26)

gdzie p = −ih̄ d
dx

jest operatorem pȩdu. Pȩd jest wiȩc generatorem grupy
przesuniȩć. Niezmienniczość wzglȩdem przesuniȩcia oznacza zachowanie pȩdu.

Dla operatora x prawdziwa jest relacja

U †xU = exp(
i

h̄
ap)x exp(− i

h̄
ap) = x+ a, (27)

gdzie skorzystano z tożsamości Bakera-Hausdorffa

exp(A)B exp(−A) = A+
1

1!
[A,B] +

1

2!
[A, [A,B]] + ... (28)

Dowód tej tożsamości jest nastȩpuja̧cy, Rozważmy operator C(λ) = exp(λA)B exp(−λA).
Różniczkuja̧c ten operator wzglȩdem λ otrzymujemy

d

dλ
C(λ) = AC(λ)− C(λ)A. (29)
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Poszukuja̧c rozwia̧zania w postaci szeregu C(λ) =
∑∞
n=0 λ

nCn, otrzymujemy
relacjȩ rekurencyjna̧ dla operatorowych wspó lczynników Cn

Cn+1 =
1

n+ 1
[A,Cn]. (30)

Ponieważ dla λ = 0 otrzymujemy C0 = B, dalsze wyrazy szeregu sa̧ C1 =
[A,B], C2 = 1

2
[A, [A,B]], itd. Dla λ = 1 otrzymujemy tożsamość Bakera

Hausdorffa.
Uogólnienie dla trzech wymiarów jest proste. Przesuniȩcie o wektor a

oznacza r′ = r + a i zachodzi

ψ′(r′) = ψ(r) = ψ(r′ − a). (31)

Przetransformowana̧ funkcjȩ ψ′(r) można znaleźć

ψ′(r) = ψ(r− a) = exp[− i
h̄

ap]ψ(r), (32)

gdzie p = −ih̄∇ jest operatorem pȩdu i jednocześnie trójka̧ generatorów
grupy przesuniȩć (z dok ladnościa̧ do czynnika-sta lej Plancka). W tym przy-
padku generatory grupy komutuja̧. Można znaleźć wspólne funkcje w lasne
hamiltonianu i generatorów. Hamiltonian jest po prostu energia̧ kinetyczna̧
jednej cza̧stki H = 1

2m
p2, a jego funkcje w lasne ψp(r) = C exp( i

h̄
pr). Po

transformacji ψ′p(r′) = ψp(r) = ψp(r′ − a). Reprezentacja nieprzywiedlna

jest wiȩc jednowymiarowa Uψp = exp(− i
h̄
pa)ψp (tu p jest już liczba̧).

Dodanie potencja lu oddzia lywania V (r) psuje niezmienniczość wzglȩdem
przesuniȩć i równocześnie niszczy zachowanie pȩdu. Jeśli rozważyć dwie
cza̧stki z hamiltonianem

H =
1

2m1

p2
1 +

1

2m2

p2
2 + V (r1 − r2), (33)

to otrzymamy pȩdy p1 i p2 jako w sumie 6 generatorów grupy przesuniȩć.
Nie ma zachowania każdego pȩdu z osobna i niezmienniczości wzglȩem prze-
suniȩć we wspó lrzȩdnych poszczególnych cza̧stek z osobna. Mamy natomiast
niezmienniczość wzglȩdem równoczesnego przesuniȩcia obu cza̧stek o ten sam
wektor, a wiȩc zachowanie wypadkowego pȩdu p1 + p2.

Rozważmy teraz symetriȩ wzglȩdem przesuniȩcia o ustalony wektor (np.
o sta la̧ sieci w krysztale. W jednym wymiarze symetria potencja lu jest
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V (x) = V (x + a). Funkcja powinna spe lniać relacjȩ ψ′(x) = ψ(x − a) =
Uψ(x) = exp(− i

h̄
ap)ψ(x). Jeśli funkcja ma być funkcja̧ w lasna̧ operatora

U = exp(− i
h̄
ap) musi, spe lniać relacjȩ

exp(− i
h̄
ap)ψ(x) = exp[iλ(a)]ψ(x), (34)

gdzie wartość w lasna̧, maja̧ca̧ wartość bezwzglȩdna̧ 1 zapisano w postaci
wyk ladniczej. Przesuniȩcie o wielokrotność ma sta lej a rozważane jako ca lość
da sta la̧ λ(ma), a rozważane jako przesuniȩcie wykonanane na raty - sta la̧
mλ(a). Równość tych sta lych oznacza, że λ(ma) = mλ(a), czyli jest funkcja̧
liniowa̧ −ka, gdzie k jest sta la̧. Podstawmy teraz ψ(x) = exp(ikx)u(x).
Oznacza to, że

ψ′(x) = ψ(x− a) = exp(−ika)ψ(x),

exp[ik(x− a)]u(x− a) = exp(−ika) exp(ikx)u(x), (35)

u(x− a) = u(x),

a wiȩc u jest funkcja̧ okresowa̧ o okresie a. Wspólne funkcje w lasne hamiltoni-
anu i operatora symetrii U maja̧ wiȩc postać iloczynu funkkcji exp(ikx) oraz
funkcji okresowej (tzw. funkcje Blocha). Twierdzenie to ma natychmiastowe
uogólnienie dla trzech wymiarów.

1.2 Przesuniȩcie w czasie

Niech dana bȩdzie transformacja

t′ = t+ τ. (36)

Funkcja transformuje siȩ wed lug zasady

ψ′(t′) = ψ(x) = ψ(t′ − τ) = U(τ)ψ(t′). (37)

Stosuja̧c rozwiniȩcie w szereg Taylora można napisać (opuszczono ”prim”
przy zmiennej t)

U(τ)ψ(t) = ψ(t− τ) = ψ(t) +
d

dt
ψ(t)(−τ) +

1

2!

d2

dt2
ψ(t)(−τ)2 + ... =

I +
∞∑
n=1

1

n!

dn

dtn
ψ(t)(−τ)n = exp(−τ d

dt
)ψ(t). (38)
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Ponieważ funkcja spe lnia równanie Schrödingera ih̄ d
dt
ψ = Hψ, dla hamilto-

nianu niezależnego od czasu można napisać

ψ′(t) = U(t)ψ(t) = exp(−τ d
dt

)ψ(x) = exp(
i

h̄
Hτ)ψ(t). (39)

Spe lnione jest wiȩc równanie

ih̄
d

dt
ψ′(t) = ih̄ exp(

i

h̄
Hτ)

d

dt
ψ(t) = exp(

i

h̄
Hτ)Hψ = Hψ′(t), (40)

czyli jeśli ψ jest możliwym rozwia̧zaniem, to ψ′ też jest możliwym rozwia̧zaniem.
Hamiltonian jest wiȩc generatorem grupy przesuniȩć w czasie (z dok ladnościa̧

do sta lego czynnika h̄. Niezmienniczość wzglȩdem przesuniȩcia w czasie jest
zwia̧zana z zachowaniem energii (jeśli hamiltonian jest operatorem energii).

1.3 Obroty

Rozważmy obrót o ka̧t φ wokó l osi z. Transfoermacja wspoó lrzȩdnych ma
postać  x′

y′

z′

 =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1


 x
y
z

 , (41)

co symbolicznie napiszemy jako r′ = Rr. Transformacja infinitezymalna ma
postać  x′

y′

z′

 =

 1 −φ 0
φ 1 0
0 0 1


 x
y
z

 . (42)

Przy transformacji odwrotnej ulega zmienia znak φ.
Funkcja skalarna f ulega transformacji i przechodzi w funkcjȩ f ′ wed lug

zasady
f ′(r′) = f(r) = f(R−1r′). (43)

Dla transformacji infinitezymalnej oznacza to (opuszczono ”primy” przy zmi-
ennej)

f ′(x, y, z) = f(x+ φy, y − φx, z) = f(x, y, z) +
∂f

∂x
φy +

∂f

∂y
(−φx)

(1 + φ(y
∂

∂x
)− x ∂

∂y
)f(x, y, z) = [1− i

h̄
Lzφ]f(x, y, z), (44)
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gdzie Lz = (xpy − ypx) = −ih̄(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
) jest sk ladowa̧ z orbitalnego mo-

mentu pȩdu.
Obró o ka̧t makroskopowy pφ można traktować jako z lożenie N obrotów

o ka̧t φ
N

Transformacja daje nowa̧ funkcjȩ

f ′(r) = [1− i

h̄
Lz

φ

N
]Nf(r)→n→∞ exp(− i

h̄
Lzφ)f(r). (45)

Dla obrotu o ka̧t φ wokó l dowolnej osi wyznaczonej przez wektor jednostkowy
n otrzymuje siȩ

f ′(r) = exp(− i
h̄

nLφ)ψ(r). (46)

Sk ladowe orbitalnego momentu pȩdu sa̧ wiȩc generatorami grupy obrotów. W
tym przypadku generatory nie sa̧ przemienne, a reprezentacje nieprzywiedlne
nie sa̧ jednowymiarowe.

Funkcje skalarne to tylko najprostszy przyk lad. Weźmy teraz funkcje
wektorowe f(r). Transformacji ulega nie tylko argument funkcji, lecz także
jej sk ladowe. Dla obrotu wokó l osi z zachodzi

f ′x(r
′) = cosφfx(R

−1r′)− sinφfy(R
−1r′),

f ′y(r
′) = sinφfx(R

−1r′) + cosφfy(R
−1r′), (47)

f ′z(r
′) = fz(R

−1r′).

Dla infinitezymalnej transformacji otrzymujemy (opuszczono ”primy” przy
zmiennych) f ′x(r)

f ′y(r)
f ′z(r)

 = [

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

− iφ
 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

][1− i

h̄
Lzφ]

 fx(r)
fy(r)
fz(r)

 . (48)

Dla obrotu o makroskopowy ka̧t φ należy w ostatniej relacji zasta̧pić φ
przez φ

N
i podnieść do potȩgi N . Otrzymuje siȩ przy N →∞

f ′(r) = exp[− i
h̄

(Lz + Sz)φ]f(r), (49)

gdzie

Sz = h̄

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 (50)
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jest sk ladowa̧ z operatora spinu o wartości 1. Dla obrotu wokó l osi o wektorze
jednostkowym n otrzymuje siȩ analogicznie

f ′(r) = exp[− i
h̄

n(L + S)φ]f(r), (51)

gdzie pozosta le sk ladowe spinu sa̧

Sx = h̄

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Sy = h̄

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 . (52)

Macierze te spe lniaja̧ regu ly komutacji typowe dla momentu pȩdu [Sx, Sy] =
ih̄Sz z cykliczna̧ permutacja̧ indeksów. Generatorami grupy obrotów sa̧ teraz
sk ladowe wypadkowego momentu pȩdu. Niezmienniczość wzglȩdem obrotów
jest zwia̧zana z zachowaniem wypadkowego momentu pȩdu.

W ogólności w lasności transformacyjne różnych obiektów przy obrotach
(spinorów, tensorów ...) charakteryzuje siȩ w oparciu o nieprzywiedlne rerezen-
tacje grupy obrotów, o czym niżej.

Sparametryzujmy teraz dowolny obrót, zamiast przez wektor n orien-
tacji osi, przez ka̧ty Eulera α, β i γ: sprowadzamy uk lad pierwotny do
uk ladu obróconego (1) przez obrót o ka̧t α wokó l osi z tak, aby oś y leża la
równocześnie w p laszczyźnie xy i x′y′ (linia wȩz lów), (2) przez obrót o ka̧t
β wokó l nowej osi y i (3) o ka̧t γ wokó l nowej osi z czyli z′ (w niektórych
podrȩcznikach po pierwszym obrocie linia wȩz loẃ jest osia̧ x). Obrót zapisać
można jako

R(α, β, γ) = exp(− i
h̄
αJz) exp(− i

h̄
βJy) exp(− i

h̄
γJz), (53)

gdzie J jest momentem pȩdu.
Wprowadźmy teraz macierze Kx,y,z reprezentuja̧ce moment pȩdu, tzn. sa̧

to macierze samosprzȩżone, spe lniaja̧ce regu ly komutacji [Kx, Ky] = iKz (z
cyklicznym przestawieniem). Wprowadźmy macierze K2 = K2

x + K2
y + K2

z

K± = Kx ± iKy.  Latwo można pokazać, że [K2, Kj] = 0 dla j = x, y, z,
[K2, K±] = 0 , a także [Kz, K±] = ±K±. Istnieja̧ wspólne wektory w lasne
macierzy Kz i K2

Kzu
λ
µ = µuλµ,

K2uλµ = λ2uλµ. (54)
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Badaja̧c elementy macierzowe operatorów K± z wektorami uλµ otrzymujemy

0 = 〈uλ′µ′ |[K±, K2]|uλµ〉 = (λ2 − λ′2)〈uλ′µ′ |K±|uλµ〉,
〈uλ′µ′|[K±, Kz|uλµ〉 = −〈uλ′µ′|K±|uλµ〉 (55)

〈uλ′µ′ |[K±, Kz]|uλµ〉 = (µ− µ′)〈uλ′µ′|K±|uλµ〉.

Oznacza to, że element macierzowy 〈uλ′µ′ |K±|uλµ〉 jest równy zero, chyba że
λ = λ′ i µ′ = µ± 1. Ponieważ wektory uλµ tworza̧ bazȩ, musi zachodzić

K±u
λ
µ = C±u

λ
µ±1. (56)

Sta le C± można obliczyć badaja̧ elementy macierzowe

〈uλµ|K∓K±|uλµ〉. (57)

Z jednej strony maja̧ one wartość 〈uλµ|K∓)K±|uλµ〉 = |C±|2, z drugiej strony
sa̧ równe

〈uλµ|K2 −K2
z ∓Kz|uλµ〉 = λ2 − µ2 ∓ µ. (58)

Zachodzi wiȩc relacja

K±u
λ
µ =

√
λ2 − µ(µ± 1)uλµ±1. (59)

Operatory K± moga̧ s lużyć do generacji wektorów w lasnych o wartościach
w lasnych rosna̧cych lub maleja̧cych nieograniczenie skokami o 1. Ponieważ
rzut momentu pȩdu nie może być nieograniczony przy ustalonym kwadracie
momentu pȩdu, rekurencja musi być przerwana. Istnieja̧ wiȩc µ1 i µ2 jako
minimalna i maksymalna wartość µ

λ2 − µ1(µ1 − 1) = 0,

λ2 − µ2(µ2 + 1) = 0, (60)

a dodatkowo µ2 = µ1 + k, gdzie k jest liczba̧ kroków, po której z minimalnej
wartości µ dojdziemy do maksymalnej. Z powyższych zależności otrzymuje
siȩ, że µ1 = −k

2
, µ2 = k

2
, a λ2 = k

2
(k

2
+ 1). Zmieniaja̧c parametryzacjȩ:

µ→ m, j = k
2
, uλµ → ujm otrzymujemy relacje

Kzu
j
m = mujm,

K2ujm = j(j + 1)ujm, (61)
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gdzie m = −j,−j + 1, ...j, j = 0, 1
2
, 2, 3

2
....

W reprezentacji operatora Kz, czyli w bazie, w której jest on diagonalny
elementy macierzy maja̧ postać

(Kz)m′m = mδm′m, (62)

(Kx)m′m =
1

2
[(K+)m′m + (K−)m′m] =

1

2
[
√
j(j + 1)−m(m+ 1)δm′,m+1 +

√
j(j + 1)−m(m− 1)δm′,m−1],

(Ky)m′m =
1

2i
[(K+)m′m − (K−)m′m] =

1

2i
[
√
j(j + 1)−m(m+ 1)δm′,m+1 −

√
j(j + 1)−m(m− 1)δm,m′−1],

gdzie uogólniono deltȩ Kroneckera, dopuszczaja̧c po lówkowe wartości in-
deksów.

W szczególności dla j = 1
2

otrzymujemy macierze Pauliego (z czynnikiem
1
2
, wiersze i kolumny numerujemy maleja̧co od m = 1

2
do m = −1

2
)

Kx =
1

2

(
0 1
1 0

)
, Ky =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, Kz =

1

2

(
1 0
0 −1

)
, (63)

a dla j = 1

Kx =
1√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Ky =
1√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 , Kz =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (64)

Dka j = 1 macierze sa̧ unitarnie równoważne macierzom podanym wcześniej
jako generatory obrotów dla funkcji wektorowej.

Reprezentacje grupy obrotów otrzymamy zastȩpuja̧c operatory momentu
pȩdu przez ich macierzowe reprezentacje h̄K dla poszczególnych wartości
liczby j, tzn.

D(α, β, γ) = exp(−iαKz) exp(−iβKy) exp(−iγKz), (65)

Można udowodnić, że sa̧ to reprezentacje nieprzywiedlne.
W szczególności dla j = 1

2
 latwo otrzymać postać macierzy. Macierze

zwia̧zane z obrotem wokó l osi z sa̧ diagonalne. Macierz exp(−iβ
2
σy) można
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obliczyć rozwijaja̧c eksponent na szereg i korzystaja̧c z tego. że σ2
y = I

exp(−iβ
2
σy) =

∞∑
n=0

1

n!
(−iβ

2
)nσny = (66)

∞∑
n=0

1

(2n)!
(−iβ

2
)2nI +

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
(−iβ

2
)2n+1σy = cos

β

2
I − i sin

β

2
σy.

Ostatecznie dla j = 1
2

otrzymuje siȩ

D
1
2 =

(
exp(−iα

2
) 0

0 exp(iα
2
)

)(
cos β

2
− sin β

2

sin β
2

cos β
2

)(
exp(−iγ

2
) 0

0 exp(iγ
2
)

)
(67)

Dla przypadku j = 1
2

i ogólnie dla j o wartościach po lówowych obrót o ka̧t
2π daje macierz reprezentacji o zmienionym znaku; dopiero obrót o 4π daje
ten sam wynik co obrót o ka̧t zerowy. Funkcje spinowe elektronu i innych
cza̧stek o spinie 1

2
transformuja̧ siȩ w laśnie wed lug reprezentacji D

1
2 .

Podobnie można otrzymać macierze D1 i nastȩpne. Istnieja̧ ogólne wzory
na elementy macierzy Dj, ale nie bȩda̧ tu omawiane.

Warto dodać, że dla obrotu danego we wspó lrzȩdnych kartezjańskich x′

y′

z′

 =

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1


 cos β 0 sin β

0 1 0
− sin β 0 cos β


 cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0
0 0 1


 x
y
z

 ,(68)

macierz D1 opisuje obrót nie bezpośrednio wektora (x, y, z), lecz wektora
x1, x0, x−1, gdzie x1 = 1√

2
(x+ iy), x0 = z, x−1 = 1√

2
(−x+ iy).

Bardziej skomplikowane obiekty, np. tensory wyższych rzȩdów, iloczyny
zewnȩtrzne wektorów lub tensorów, daja̧ siȩ przedstawić jako sumy obiektów
transformuja̧cych siȩ wed lug nierprzywiedlnych reprezentacji Dj.

Dla ca lkowitych j baza̧ reprezentacji sa̧ funkcje kuliste Yjm(β, α) =
√

2+1
4π
Dj
m0(α, β, γ).

1.4 Odbicie przestrzenne

Odbicie przestrzenne jest operacja̧

r′ = −r. (69)

Operacja zmienia uk lad z prawoskrȩtnego na lewoskrȩtny. Wykonana dwukrot-
nie daje powrót do sytuacji wyj́sciowej. Zwia̧zany z nia̧ operator U ma
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w lasność U = U † = U−1, czyli U2 = I, a jego wartości w lasne sa̧ ±1, co
znaczy, że funkcje w lasne sa̧ parzyste lub nieparzyste. Nie ma on odpowied-
nika klasycznego. Operator U musi zmieniać znak po lożenia i pȩdu, a nie
zmieniać znaku momentu pȩdu ani spinu.

UrU = −r,

UpU = −p,

ULU = L, (70)

UsU = s,

. (71)

(skorzystano z tego, że U † = U). Oprócz zależności od wpó lrzȩdnych przestrzen-
nych cza̧stkom przypisuje siȩ parzystość wewnȩtrzna̧ ξ = ±1; jest to istotne
w kwantowej teorii pola, gdzie opisane sa̧ procesy giniȩcia i powstawania
cza̧stek. Dla jednej cza̧stki o spinie s operator U musi transformować funkcjȩ

ψ′(r,ms) = Uψ(r,ms) = ξψ(−r,ms). (72)

Można pokazać, że taka̧ w lasność ma operator

U = ξ
∑
ms

∫
d3r|r,ms〉〈−rms|. (73)

Cza̧stki o określonym orbitalnym momencie pȩdu, opisane funkcjami kulistymi
Ylm(θ, φ) maja̧ określona̧ pzrzystość (−1)l. Ostatecznie parzystość takiego
stanu wynosi ξ(−1)l. Dla n cza̧stek parzystość jest iloczynem parzystości
poszczególnych cza̧stek ξ1...ξn(−1)L, gdzie L jest liczba̧ kwantowa̧ d lugości
wypadkowego orbitalnego momentu pȩdu.

Parzystość jest zachowana w oddzia lywaniach elektromagnetycznych i sil-
nych. Nie jest zachowana w oddzia lywaniach s labych.

Jednym z ważnych historycznych doświadczeń by lo doświadczenie Lee
i Yanga z 1955 roku; wykazano w nim niezachowanie parzystości w odd-
zia lywaniach s labych. Badano rozpad β kobaltu 27Co na nikiel 28Ni z emisja̧
elektronu i antyneutrina. Dwie ostatnie cza̧stki emitowane sa̧ w przeciwnch
kierunkach z uwagi na zachowanie pȩdu. Stan spinowy ja̧dra kobaltu zosta l
ustalony za pomoca̧ silnego pola magnetycznego w niskiej temperaturze.
Okaza lo siȩ, że preferowany kierunek emisji elektronu by l w kierunku prze-
ciwnym, niż rzut spinu ja̧dra kobaltu. Gdyby parzystość by la zachowana,
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prawdopodobieństwa emisji elektronu w kierunku p1, a antyneutrina w kierunku
p2, powninny być takie same jak prawdopodobieństwo emisji elektronu w
kierunku −p1, antyneutrina w kierunku −p2.

1.5 Odbicie czasowe

Przy odbiciu czasowym czas zmienia znak

t′ = −t. (74)

Transformacji tej odpowiada operator U taki, że U2 = UU † = I (U = U †)
oraz

ψ′(t) = Uψ(t) = ψ(−t) (75)

Jeśli funkcja ψ spe lnia równanie Schrödingera

ih̄
d

dt
ψ = Hψ, (76)

czyli

Uih̄
d

dt
UUψ = UHUUψ, (77)

lub

Uih̄
d

dt
Uψ′ = UHUψ′. (78)

Równanie powinno mieć postać

−ih̄ d
dt
ψ′ = UHUψ′. (79)

Bȩdzie ono spe lnione, jeśli U jest operatorem antyunitarnym, tzn. jest
antyliniowy (Uλψ = λ∗Uψ), |〈Uψ|Uφ〉| = |〈ψ|φ〉|).

Niezmienniczość wzglȩdem odbicia czasu oznacza, że dla danego procesu
możliwy jest analogiczny proces biegna̧cy wstecz w czasie.

Dla cza̧stek bezspinowych w nieobecności pola elektromagnetycznego w
reprezentacji po lożeniowewj za operator U można przyja̧ć sprzȩżenie zespolone
K. Hamiltonian jest rzeczywisty i niezmienniczość zachodzi bo [K,H] = 0.
Zachodzi UrU = r, UpU = −p.

W obecności pola elektromagnetycznego niezmienniczość hamiltonianu
wzglȩdem odbicia czasu wymaga, aby operator (p− qA)2 by l niezmienniczy;
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ponieważ pȩd zmienia znak, to operator U powinien być iloczynem sprzȩżenia
zespolonego K i operatora zmieniaja̧cego znak A.

Dla elektronów (i innych cza̧stek o spinie 1
2
) trzeba zagwarantować, aby

operator U odwraca l spin, tzn., aby UσjU = −σj. Ma tȩ w lasność operator
Kiσy; dla sk ladowej y spinu (urojonej) zmianȩ znaku gwarantuje sprzȩżenie
zespolone K, dla sk ladowych x i z - regu ly antykomutacji macierzy Pauliego.

Dla n elektronów operator U jest iloczynem operatorów Kiσy dla wszys-
kich elektronów. Operator U2 = (−1)n.

Gdy nie ma pola magnetycznego, funkcje ψ i Uψ odpowiadaja̧ tej samej
energii, bo hamiltonian jest niezmienniczy wzglȩdem odwrócenia czasu. Po-
jawia sia̧ pytanie, w jakich okolicznościach może być degeneracja, tzn. funkcje
ψ i Uψ różnia̧ siȩ tylko o sta ly czynnik. Niech Uψ = λψ. Wtedy U2ψ =
Uλψ = λ∗Uψ = λ∗λψ. Dla nieparzystej liczby elektronów U2 = −1 i mamy
sprzeczność. Tak wiȩc w uk ladach o nieparzystej liczbie elektronów krotność
degenracji wynosi przynajmniej 2 (tw. Kramersa).
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