Andrzej Raczynski
Mechanika kwantowa cz. &

1 Zderzenia - ciag dalszy

1.1 Zderzenia - opis zalezny od czasu

Niech hamiltonian ukladu ma posta¢ H = Hy + V, gdzie Hy jest hamil-
tonianem swobodnym, a V' jest potencjalem oddzialywania, ktory moze w
0golnosci zaleze¢ od czasu. W naprostszym przypadku zderzenia potencjal-
nego Hy jest operatorem energii kinetycznej. Niech ¢, (t) bedzie rozwigzaniem
swobodnym, tzn. spelnia réwnanie Schrodingera

Ld
Zh&ﬁba(t) = Hoﬁba(t)- (1>

Niech v,(t) bedzie rozwigzniem pelnego réwnania Schrédingera

L d
i talt) = Hia(t), )

ktére w dalekiej przesztosci, gdy paczki falowe zderzajacych sie obiektéw byty
odlegte od siebie i praktycznie nie oddzialywaly, pokrywalo sie z rozwiazaniem
swobodnym ¢,.

Wprowadzmy operatory ewolucji (inaczej propagatory, operatory Greena)
pelnej i swobodnej w przod w czasie

Ot — t)p(t) = iG(t, t')(t),
Ot —t)e(t) = G (t,t)o(t). (3)
LH (t —

Dla oddzialywania niezaleznego od czasu G(t,t') = —iO(t —t') exp[—+
t')]. Zrézniczkowanie powyzszych relacji definiujacych propagatory wzgledem
czasu i skorzystanie z faktu, ze wektory ¢ i ¢ spelniaja odpowiednio pelne
i swobodne réwnanie Schrodingera, a poza tym sa dowolne, prowadzi do



rownan dla propagatora

d 1 . ,
dtG(t ) = SHG(LY) = 8(t —¥),

. 0 / _l 0 no_ oy

Z*dtG (t,¢) = 5 HGO(t¥) = 8(t —¥). (4)

W reprezentacji potozeniowej dla rozproszenia potencjalnego mozna napisaé

Ot —t)(r, t) = (r[iG(1, 1) /dBr’|r (t)) = z/d3r’G vt ), ).
(5)
Jest to formalny wyraz zasady Huygensa dla ruchu falowego: kazdy punkt r’
jest zrodiem nowej fali, a ztozenie tych fal, dokonane za pomoca propagatora,
tworzy fale w chwili pézniejszej w kazdym punkcie r.
Ewolucja od ¢, w dalekiej przeszlosci ¢ do 1, (t) opisana jest relacja

Yalt) = Jim_iG(t,)6a(t). (6)

W dalekiej przysztosci paczki falowe znéw ewoluuja swobodnie; mozliwe stany
konicowe ¢p stanowia baz¢. Amplituda prawdopodobieristwa przejscia ze
stanu ¢, do stanu ¢g w wyniku zderzenia wynosi
— 11 _ 3 . / /
Saa = Jim (Ga(Oa() =l (Ga(OlGEDNoa(e). (7
Macierz S, zwana taz macierza rozpraszania, stanowi jedno z najwazniejszych
poje¢ mechaniki kwantowej, nie tylko zwiazku z opisem zderzen.
Roéwnanie rézniczkowe dla propagatora mozna przeksztalci¢ w catkowe

Gty =t t) + [ dthO(t,tl);V(tl)G(tl,t’), (8)

co mozna sprawdzi¢ dziatajac na obie strony operatorem i id Ho Z ostat-
niego réwnania mozna otrzymaé¢ réwnanie Llppmanna—Schwmgera dla wek-
tora 1,

Yalt) = lim iG(t,t)p(t) =

. Lunoo [iGO(t,t") + / dt,G(t, t1 V(t1)iG(t1, )] oa(t) = (9)
£) + / dtIGO(t,tl);LV(tl)@z;a(tl). (10)
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Réwnanie calkowe na propagator, zapisane symbolicznie jako G = G° +
GO%VG daje sie iterowac

1

_ 0 0
G=CGCd +Gh

VGo +G°;LVG°;LVGO+ (11)
Oznacza to, ze pelna ewolucje mozna traktowaé jako szereg aktow ewolucji
swobodnej, przeplatanych aktami oddzialywania w okreslonym punkcie i cza-
sie, przy czym nastepuje catkowanie po wszystkich mozliwych miejscach i
chwilach oddzialywania. Na przyktad wyrazy zerowego i pierwszego rzedu
dla zderzenia potencjalnego maja postac

1
G(r,t, v t') = Go(r,t,r’,t’)—i—/ dt1d3r1G0(r,t,rl,tl)ﬁV(rl,tl)GO(rl,tl,r’,t')—i—...
(12)
Wstawienie raz przeiterowanego rownania na propagator do formuty na macierz
rozpraszania daje

Sga = lim  (ds(t)[iG"(t,t)|¢a(t)) +

t—o00,t’ —+—o0

i (0s(0) [dnliG( 0) 3 V)G Dle) = (13)
Jim (9506 (1)) + [ dty Jim (65(0)]C7(t, )1V (1) (1) =
Sia— 1 [ dia{os(0) |V (1)lWha(h)) (14)

gdzie skorzystano z faktu, ze propagator dziatajac na wektor sprzezony propaguje
go wstecz w czasie, tzn. zachodzi dla dowolnego ~

(Dp(0)iG (¢, 11)|6(t1)) = (5(1)| 0y (1)) = dpy = (Pp(t2)|0(t1)),  (1D)

czyli, dzigki temu ze wektory ¢ sa ortonormalne w kazdej chwili, zachodzi

(dp(1)iG°(t,11) = (da(tr)]. (16)

Dla oddzialywania niezaleznego od czasu mozna przejs¢ do granicy i
przyjaé¢ zamiast paczek falowych - rozwiazania stacjonarne (normowalne do
delty Diraca): ¥a(t) = a exp|—1Eat] i ¢u(t) = ¢ exp[—+Eat]. Poniewaz
rozwiazania stacjonarne nie sa zlokalizowane i nie mozna powiedzie¢, ze



czastki sa odlegle od siebie w t — 400, méwi si¢ zamiast tego, ze adia-
batycznie wytaczamy oddzialywanie, zastepujac V' przez V exp(—n|t|), gdzie
7 jest dowolnie mala liczba dodatnia.

Przy catkowaniu pojawiaja sie wyrazenia typu

z+in”
otrzymuje sig, badajac je pod calkg z regularna funkcja F(z) i traktujac
zmienna x jak zespolona

/ininF(ﬂi)d%:/;FS:)da:vL/Cf(jder[o]ii@dx, (17)

Ich interpetacje

gdzie krzywa C' jest tukiem okregu o promieniu € i kacie zmieniajacym si¢ od
m do 0. Sume pierwszego i ostatniego wyrazu nazywa sie cze$cia gtowna catki
i oznacza przez P (jest to pewne uogdlnienie catki niewlasciwej - ta ostatnia
istniataby, gdyby istniala granica przy niezaleznym podchodzeniu do zera z
lewej i prawej strony, a u nas podchodzi sie symetrycznie. Calka po krzywej
C przy ¢ — 0 daje F(0) [? ii:;(;’((fj)’))dgb = —irm [ F(x)d(x)dx. Zachodzi wig
relacja ﬁ = P(1) F imd(x). W wyrazeniu na macierz rozpraszania mozna
wykona¢ catke po ¢; i otrzymac

%0 i
/_ _dtrexpl3 (B — o)t exp(—nfti]) =

0 ) o0 )
[ dty exp[ﬁ(Eﬁ — E, )ty exp(nty) + /0 dty eXp[ﬁ(Eﬁ — E )ty exp(—nty) =
1 —1

- + - = 2mhd(Es — E,). (18)
#(Es — Ea) +n  5(Es— Ea) =1
Macierz S daje sie wiec zapisa¢ jako
S = 50 — 2mi0( By — Eo) (05]V [t). (19)

Macierz T, = (¢5|V|1o) nazywa si¢ macierza przejécia na powloce energii.
Po uwzglednieniu zaleznosci wektoréw ¢, i ¢, od czasu rownanie Lippmanna-
Schwingera przybiera postac

7 7 [t 7 7
—2Bat) - 7 /_OO dty expl— Ho(t — 1)) exp(nfta ) exp(— Bat1)V ¥

(

¢a eXp<_;Eat> - d)oz eXp(



Dla t = 0 otrzymuje sie w szczegdlnosci

Y 7 7
Vo = o — 7 /_ dt, exp[%Hotl] exp(—%Eatl) exp(nt1) Vi, =

¢a+—1 Ve (21)

Ea — H, o+ 1€

(€ jest znéw dowolnie maly liczba dodatnig, proporcjonalng to n). Jest to
réwnanie analogiczne do réwnan stacjonarnej teorii zderzen (takie samo po-
traktowanie osobliwosci przy odwracaniu operatora, ktore tu wynika z adia-
batycznego wylaczenia oddziatywania w t — —o0).

Mozna réwnanie Lippmanna-Schwingera przeksztici¢ nieco inaczej, bez
odwolywania sie do wylaczania oddzialywania, ale dochodzac do tego samego
wyniku. Mamy

— o — f/ dt,0(—t,) exp[h(E Ho)(—t1)][Via =

ba— 7 / arO(r) expl (B, — Ho)r]Viia (22)
Dla liczby x prawdziwa jest relacja
o exp(izT) : :
————dz = 27O 23
/m = = 2miO(r) explia), (23)

gdzie zamknieto kontur catkowania w gornej péiplaszczyznie. Zastosowanie
tej relacji, prawdziwej tez dla operatorow, w przypadku x = %(Ea — Hy)
sprawi, ze pojawi sie calka

i1 explizT] 1
— dzdt 24
7127ri/ — +(E, — Hy) —in = E, — Hy +ihn’ (24)

co po wykonaniu calki po 7, ktéra daje 27 (z), prowadzi do

¢a:¢‘|‘ !

ot V. 25
Ea—Hg—i-ZG 77Z) ( )

Mozna udowodnié¢ kilka waznych tozsamosci.
Réwnanie Lippmanna-Schwingera mozna formalnie rozwiazaé, piszac

1

10—
[ Ea—H0+i€

V]wa = Qa (26)
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i dalej

[Eo — H +i€lthy = [Ey — Hy—V +V +i€]¢a, (27)
czyli
1
a = Pa —V - 2
4 ¢+EQ—H+26 ¢ (28)
Macierz przejscia T mozna napisaé jako
1
Tha = Vita) = V+V—e——"aV|oa)- 29
Ba = (Ds|V[Ya) = (Pp][V + B Hric |Pa) (29)

Propagatorowi w ostatnim rownaniu mozna kaza¢ dziata¢ po sprzezeniu na
lewy wektor, co daje

Tsa = (V5 |V]da), (30)
gdzie

1 1

[Vg) = |og) + mW%) = |¢p) + m‘/hﬁ@ (31)

(Es = E,). Wektor 15 pojawilby si¢ w spos6b naturalny, gdyby od poczatku
wprowadzi¢ propagatory opisujace ewolucje wstecz w czasie i powtorzy¢ rozwazania
z niniejszego podrozdziatu z potrzebnymi zmianami.

Okazuje sig, ze macierz Sg, daje si¢ napisac¢ jako iloczyn skalarny

(05 14e) = (05(1 + Vg ln) =

(@alte) + {051V o) (32)
(@sllon) + gV ¥el) + (@alV e he) =

G+ [ 1051V 1)

EQ—E5+i€+Eﬁ_Ea+i€
= 0o — 2mi0(Eg — E) (| V |1)a).

Daje sie tu rozpoznaé posta¢ macierzy S udowodniona wyzej. Skorzystano
z faktu, ze ¢ i ¢ sa wektorami wlasnymi odpowiednio Hy i H, oraz z relacji

= P(L) Fib(2).




1.2 Rozpraszanie na dwoch potecjalach

Zalézmy, ze potencjat sklada si¢ z dwéch skladnikéw, tzn. V = V14 Vp. Cza-
sem fizyczna sytuacja narzuca taki rozktad. Oprocz rozwiazan swobodnych
¢ 1 pelnych 1, tzn. ”czujacych” potencjat V', wprowadza sie rozwiazania Y,
ktore "odczuwaja tylko potecjal V.

Korzystajac z relacji

X5) = 95+ mVBWE),
1
[Va) = |Pa) + m(VA + Vi)|¢a. (33)
otrzymuje sie
Tsa = (9|Va + Valtha) =
1
x| — <X§’V3m}(VA + VB)|[Ya) = (34)
(X5 |Vala) + (X51VBIYa) — (X5 VB{[¥a) — [#a)} = (35)
(X5 |Valta) + (x5|VB|da), (36)

(skorzystano z faktu ,ze E, = Ejp).

Element macierzy przejscia sklada sie wiec z dwoch wyrazdw:

- pierwszy ma strukture odpowiadajaca rozproszeniu przez potencjat V,, przy
czym swobodny stan koncowy zostatl zastapiony przez fale odksztatcona przez
Vp z warunkiem brzegowym wilasciwym dla ewolucji w tyt w czasie,

- drugi opisuje rozproszenie tylko przez potencjal Vg (takze w wersji z warunk-
iem brzegowym wiasciwym dla ewolucji w tyt w czasie.

1.3 Prawdopodobienstwo przejscia a przekrdj czynny

Rozwazmy zderzenie potencjalne. W tym przypadku stan poczatkowy a jest
tozsamy ze stanem o okreslonym wektorze falowym k, a stan koncowy [ z
k’. Prawdopobienistwo przejscia dla k # k' wynosi

1 1
[Senl? = 47 Tl *8(Bie — Fi) 5~ / exply- (B — Bldt,  (37)

gdzie jedna z delta Diraca przedstawiono w postaci catkowej. Z uwagi na pier-
wszg delte Diraca catka daje w wyniku ¢ (duze). Poréwnanie z doswiadczeniem
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bedzie mozliwe po wysumowaniu po stanach koncowych. Podobnie jak w
rozwazanym juz przypadku, przy kwantyzacji w szesciennym pudle o objetosci
V liczba dozwolonych stanéw koncowych o wektorach falowych k’ o koricach
w objetosci d*k’ wynosi

Vv Vv k'mdEy Vv

Pk —— = K?dk'dQ = ds? .
(2m)3 (2m)3 h? (2m)3 (38)

Wyrazenie | Sy ]2% nalezy wysumowaé po wektorach falowych k’ stanu koncowego,

. : , . , k'mdE
albo, co rownowazne’ wycatkowac po energiach konicowych z waga ";2 = dQ#.
Delta Diraca wykona calkowanie po energiach Fys i otrzymamy

1 2m km m? hk

|Sk’k|2¥ — h3|Tk/k|22;r)3dQ = m’Tk/k|2v2de7v. (39)
Wynik zapisano tak, aby rozpozna¢ w nim rézniczkowy przekrdj czynny do
oraz gestosé pradu czastek padajacych (ostatni ulamek). Nalezy zwrdcié
uwage, ze w niniejszym rozdziale i w rozdziale o stacjonarej teorii zderzen
uzywano réznych normalizacji wektorow falowych. Tu rozwiazanie sa nor-
mowalne do 1, a tam nie byly normowane. Stad |Twk[*V? i 2% 2z tego
rozdzialu odpowiadaja |Tik|* i £ z wezesniejszego rozdziahu.

1.4 Zderzenia czastek jednakowych

Wystepowanie czastek jednakowych, wobec niemoznosci $ledzenia trajek-
torii, oznacza niemoznos¢ identyfikacji czastek. Procesy, w ktorych czastka
rozproszona w danym kierunku jest czastka tozsama z czastka padajaca lub
jest ta druga, musza by¢ traktowane na tych samych prawach. Formal-
nym wyrazem tego jest konieczno$é¢ symetrii lub antysymetrii funcji falowej,
zaleznie od tego, czy mamy do czynienia z bozonami czy fermionami.

Przy przedstawionym tu opisie zderzenia potencjalnego jedna z czastek
zlokalizowana jest w poczatku ukladu, a druga ma wspélrzedna r. Przy fali
padajaej wzdluz osi z fala rozproszona jest fala kulista f(6, qﬁ)w, gdzie
0 i ¢ sa wspolrzednymi kulistymi wektora r. Zamiana czastek odpowiada
zamianie r na—r. Wektorowi —r odpowiadaja katy @ — 0 i ¢ + m, a dlugosé¢
r sie nie zmienia. Dlatego odpowiednie fale rozproszone majca postaé

7(6,6) 22U,

r
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f(m—0,0+m) (40)

exp(ikr)

ma—
Zgodnie z zasadami mechaniki kwantowej taczne prawdopodobienstwo nierozréznialnych
proceséw nalezy okresla¢ dodajac funkcje falowe, a wiec amplitudy praw-
dopodobienstwa. Fala rozproszona musi wiec by¢ napisana jako

exp(ikr
£(6.6) = Fx — 0,6+ 7)) 2T (41)
Roézniczkowy przekrdj czynny na zderzenie jest wiec dany jako
do 9
= 11(0,0) % [~ 0,6+ m)P (42)

Dla czastek bezspinowych funkcja falowa, a wiec tylko przestrzenna, musi
by¢ symetryczna, czyli trzeba wzia¢ znak "plus”. Dla czastek o niezerowym
spinie pelna funkcja, tzn. réwniez z udzialem funkcji spinowej, musi mie¢
odpowiednia symetrie. Na przykiad dla czastek o spinie % (elektronéw, pro-
tonéw...) pela funkcja musi by¢ antysymetryczna. Jesli funkcja spinowa jest
symetryczna, funkcja przestrzenna musi by¢ antysymetryczna i nalezy wziac¢
"minus”. Jedli funkcja spinowa jest antysymetryczna, funkcja przestrzenna
musi by¢ symetryczna i nalezy wzia¢ "plus”. Jesli wszystkie stany spinowe
sa roéwno prawdopodobne, przekdj czynny nalezy obliczy¢ jako

do 1 9 3 9

g = 00+ =00+ m +71f(0,6) — f(r = 0,0+ )", (43)

przy czym wspolczynniki biora sie stad, ze mamy trzy spinowe stany symetryczne

a(1)a(2),
B1)B(2,) (44)
1

\/5[04(1)6(2) +6(M)a(2)];

a tylko jeden spinowy stan antysymetryczny

J510()32) — A1) (45)

gdzie a1  sa stanami spinowymi (1,0) i (0, 1)
Dla bardziej skomplikowanych sytuacji, np. dla zderzenia elektronu z
atomem, opis jest bardziej skomplikowany i nie bedzie tu rozwazany.
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