
Andrzej Raczyński
Mechanika kwantowa cz. 8

1 Zderzenia - cia̧g dalszy

1.1 Zderzenia - opis zależny od czasu

Niech hamiltonian uk ladu ma postać H = H0 + V , gdzie H0 jest hamil-
tonianem swobodnym, a V jest potencja lem oddzia lywania, który może w
ogólności zależeć od czasu. W naprostszym przypadku zderzenia potencjal-
negoH0 jest operatorem energii kinetycznej. Niech φα(t) bȩdzie rozwia̧zaniem
swobodnym, tzn. spe lnia równanie Schrödingera

ih̄
d

dt
φα(t) = H0φα(t). (1)

Niech ψα(t) bȩdzie rozwia̧zniem pe lnego równania Schrödingera

ih̄
d

dt
ψα(t) = Hψα(t), (2)

które w dalekiej przesz lości, gdy paczki falowe zderzaja̧cych siȩ obiektów by ly
odleg le od siebie i praktycznie nie oddzia lywa ly, pokrywa lo siȩ z rozwia̧zaniem
swobodnym φα.

Wprowadźmy operatory ewolucji (inaczej propagatory, operatory Greena)
pe lnej i swobodnej w przód w czasie

Θ(t− t′)ψ(t) = iG(t, t′)ψ(t′),

Θ(t− t′)φ(t) = iG0(t, t′)φ(t′). (3)

Dla oddzia lywania niezależnego od czasu G(t, t′) = −iΘ(t− t′) exp[− i
h̄
H(t−

t′)]. Zróżniczkowanie powyższych relacji definiuja̧cych propagatory wzglȩdem
czasu i skorzystanie z faktu, że wektory ψ i φ spelniaja̧ odpowiednio pe lne
i swobodne równanie Schrödingera, a poza tym sa̧ dowolne, prowadzi do
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równań dla propagatora

i
d

dt
G(t, t′)− 1

h̄
HG(t, t′) = δ(t− t′),

i
d

dt
G0(t, t′)− 1

h̄
H0G

0(t, t′) = δ(t− t′). (4)

W reprezentacji po lożeniowej dla rozproszenia potencjalnego można napisać

Θ(t−t′)ψ(r, t) = 〈r|iG(t, t′)
∫
d3r′|r′〉〈r′|ψ(t′)〉 ≡ i

∫
d3r′G(r, t, r′, t′)ψ(r′, t′).

(5)
Jest to formalny wyraz zasady Huygensa dla ruchu falowego: każdy punkt r′

jest źród lem nowej fali, a z lożenie tych fal, dokonane za pomoca̧ propagatora,
tworzy falȩ w chwili późniejszej w każdym punkcie r.

Ewolucja od φα w dalekiej przesz lości t′ do ψα(t) opisana jest relacja̧

ψα(t) = lim
t′→−∞

iG(t, t′)φα(t′). (6)

W dalekiej przysz lości paczki falowe znów ewoluuja̧ swobodnie; możliwe stany
końcowe φβ stanowia̧ bazȩ. Amplituda prawdopodobieństwa przej́scia ze
stanu φα do stanu φβ w wyniku zderzenia wynosi

Sβα = lim
t→∞
〈φβ(t)|ψα(t)〉 = lim

t→∞,t′→−∞
〈φβ(t)|iG(t, t′)|φα(t′)〉. (7)

Macierz S, zwana taż macierza̧ rozpraszania, stanowi jedno z najważniejszych
pojȩć mechaniki kwantowej, nie tylko zwia̧zku z opisem zderzeń.

Równanie różniczkowe dla propagatora można przekszta lcić w ca lkowe

G(t, t′) = G0(t, t′) +
∫
dt1G

0(t, t1)
1

h̄
V (t1)G(t1, t

′), (8)

co można sprawdzić dzia laja̧c na obie strony operatorem i d
dt
− 1

h̄
H0. Z ostat-

niego równania można otrzymać równanie Lippmanna-Schwingera dla wek-
tora ψα

ψα(t) = lim
t′→−∞

iG(t, t′)φ(t′) =

lim
t′→−∞

[iG0(t, t′) +
∫
dt1G

0(t, t1)
1

h̄
V (t1)iG(t1, t

′)]φα(t′) = (9)

φα(t) +
∫
dt1G

0(t, t1)
1

h̄
V (t1)ψα(t1). (10)
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Równanie ca lkowe na propagator, zapisane symbolicznie jako G = G0 +
G0 1

h̄
V G daje siȩ iterować

G = G0 +G0 1

h̄
V G0 +G0 1

h̄
V G0 1

h̄
V G0 + ... (11)

Oznacza to, że pe lna̧ ewolucjȩ można traktować jako szereg aktów ewolucji
swobodnej, przeplatanych aktami oddzia lywania w określonym punkcie i cza-
sie, przy czym nastȩpuje ca lkowanie po wszystkich możliwych miejscach i
chwilach oddzia lywania. Na przyk lad wyrazy zerowego i pierwszego rzȩdu
dla zderzenia potencjalnego maja̧ postać

G(r, t, r′, t′) = G0(r, t, r′, t′)+
∫
dt1d

3r1G
0(r, t, r1, t1)

1

h̄
V (r1, t1)G0(r1, t1, r

′, t′)+...

(12)
Wstawienie raz przeiterowanego równania na propagator do formu ly na macierz
rozpraszania daje

Sβα = lim
t→∞,t′→−∞

〈φβ(t)|iG0(t, t′)|φα(t′)〉+

lim
t→∞,t′→−∞

〈φβ(t)
∫
dt1|iG0(t, t1)

1

h̄
V (t1)G(t1, t

′)|φα(t′)〉 = (13)

lim
t→∞
〈φβ(t)|φα(t)〉+

∫
dt1 lim

t→∞
〈φβ(t)|G0(t, t1)

1

h̄
V (t1)|ψα(t1)〉 =

δβα − i
∫
dt1〈φβ(t1)|1

h̄
V (t1)|ψα(t1)〉, (14)

gdzie skorzystano z faktu, że propagator dzia laja̧c na wektor sprzȩżony propaguje
go wstecz w czasie, tzn. zachodzi dla dowolnego γ

〈φβ(t)|iG0(t, t1)|φγ(t1)〉 = 〈φβ(t)|φγ(t)〉 = δβγ = 〈φβ(t1)|φγ(t1)〉, (15)

czyli, dziȩki temu że wektory φ sa̧ ortonormalne w każdej chwili, zachodzi

〈φβ(t)|iG0(t, t1) = 〈φβ(t1)|. (16)

Dla oddzia lywania niezależnego od czasu można przej́sć do granicy i
przyja̧ć zamiast paczek falowych - rozwia̧zania stacjonarne (normowalne do
delty Diraca): ψα(t) = ψα exp[− i

h̄
Eαt] i φα(t) = φα exp[− i

h̄
Eαt]. Ponieważ

rozwia̧zania stacjonarne nie sa̧ zlokalizowane i nie można powiedzieć, że
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cza̧stki sa̧ odleg le od siebie w t → ±∞, mówi siȩ zamiast tego, że adia-
batycznie wy la̧czamy oddzia lywanie, zastȩpuja̧c V przez V exp(−η|t|), gdzie
η jest dowolnie ma la̧ liczba̧ dodatnia̧.

Przy ca lkowaniu pojawiaja̧ siȩ wyrażenia typu 1
x+iη

. Ich interpetacjȩ

otrzymuje siȩ, badaja̧c je pod ca lka̧ z regularna̧ funkcja̧ F (x) i traktuja̧c
zmienna̧ x jak zespolona̧∫ ∞

−∞

1

x+ iη
F (x)dx =

∫ −ε
−∞

F (x)

x
dx+

∫
C

f(z)

z
dz +

∫ ∞
ε

F (x)

x
dx, (17)

gdzie krzywa C jest  lukiem okrȩgu o promieniu ε i ka̧cie zmieniaja̧cym siȩ od
π do 0. Sumȩ pierwszego i ostatniego wyrazu nazywa siȩ czȩścia̧ g lówna̧ ca lki
i oznacza przez P (jest to pewne uogólnienie ca lki niew laściwej - ta ostatnia
istnia laby, gdyby istnia la granica przy niezależnym podchodzeniu do zera z
lewej i prawej strony, a u nas podchodzi siȩ symetrycznie. Ca lka po krzywej
C przy ε → 0 daje F (0)

∫ 0
π
εi exp(iφ)
ε exp(iφ)

dφ = −iπ
∫
F (x)δ(x)dx. Zachodzi wiȩ

relacja 1
x±iη = P ( 1

x
)∓ iπδ(x). W wyrażeniu na macierz rozpraszania można

wykonać ca lkȩ po t1 i otrzymać∫ ∞
−∞

dt1 exp[
i

h̄
(Eβ − Eα)t1 exp(−η|t1|) =∫ 0

−∞
dt1 exp[

i

h̄
(Eβ − Eα)t1 exp(ηt1) +

∫ ∞
0

dt1 exp[
i

h̄
(Eβ − Eα)t1 exp(−ηt1) =

1
i
h̄
(Eβ − Eα) + η

+
−1

i
h̄
(Eβ − Eα)− η

= 2πh̄δ(Eβ − Eα). (18)

Macierz S daje siȩ wiȩc zapisać jako

Sβα = δβα − 2πiδ(Eβ − Eα)〈φβ|V |ψα〉. (19)

Macierz Tβα = 〈φβ|V |ψα〉 nazywa siȩ macierza̧ przej́scia na pow loce energii.
Po uwzglȩdnieniu zależności wektorów φα i ψα od czasu równanie Lippmanna-

Schwingera przybiera postać

ψα exp(− i
h̄
Eαt) = φα exp(− i

h̄
Eαt)−

i

h̄

∫ t

−∞
dt1 exp[− i

h̄
H0(t− t1)] exp(η|t1|) exp(− i

h̄
Eαt1)V ψα.

(20)
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Dla t = 0 otrzymuje siȩ w szczególności

ψα = φα −
i

h̄

∫ 0

−∞
dt1 exp[

i

h̄
H0t1] exp(− i

h̄
Eαt1) exp(ηt1)V ψα =

φα +
1

Eα −H0 + iε
V ψα (21)

(ε jest znów dowolnie ma la̧ liczba̧ dodatnia̧, proporcjonalna̧ to η). Jest to
równanie analogiczne do równań stacjonarnej teorii zderzeń (takie samo po-
traktowanie osobliwości przy odwracaniu operatora, które tu wynika z adia-
batycznego wy la̧czenia oddzia lywania w t→ −∞).

Można równanie Lippmanna-Schwingera przekszt lcić nieco inaczej, bez
odwo lywania siȩ do wy la̧czania oddzia lywania, ale dochodza̧c do tego samego
wyniku. Mamy

ψα = φα −
i

h̄

∫ ∞
−∞

dt1Θ(−t1) exp[
i

h̄
(Ea −H0)(−t1)]V ψα =

φα −
i

h̄

∫ ∞
−∞

dτΘ(τ) exp[
i

h̄
(Ea −H0)τ ]V ψα (22)

Dla liczby x prawdziwa jest relacja∫ ∞
−∞

exp(izτ)

z − x− iη
dz = 2πiΘ(τ) exp(ixτ), (23)

gdzie zamkniȩto kontur ca lkowania w górnej pó lp laszczyźnie. Zastosowanie
tej relacji, prawdziwej też dla operatorów, w przypadku x = 1

h̄
(Ea − H0)

sprawi, że pojawi siȩ ca lka

− i
h̄

1

2πi

∫ exp[izτ ]

z − 1
h̄
(Ea −H0)− iη

dzdt1 =
1

Ea −H0 + ih̄η
, (24)

co po wykonaniu ca lki po τ , która daje 2πδ(z), prowadzi do

ψα = φα +
1

Eα −H0 + iε
V ψα. (25)

Można udowodnić kilka ważnych tożsamości.
Równanie Lippmanna-Schwingera można formalnie rozwia̧zać, pisza̧c

[1− 1

Eα −H0 + iε
V ]ψα = φα (26)
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i dalej
[Eα −H + iε]ψα = [Eα −H0 − V + V + iε]φα, (27)

czyli

ψα = φα +
1

Eα −H + iε
V φα. (28)

Macierz przej́scia T można napisać jako

Tβα = 〈φβ|V |ψα〉 = 〈φβ|[V + V
1

Eα −H + iε
V |φα〉. (29)

Propagatorowi w ostatnim równaniu można kazać dzia lać po sprzȩżeniu na
lewy wektor, co daje

Tβα = 〈ψ−β |V |φα〉, (30)

gdzie

|ψ−β 〉 = |φβ〉+
1

Eβ −H − iε
V |φβ〉 = |φβ〉+

1

Eβ −H0 − iε
V |ψ−β 〉 (31)

(Eβ = Eα). Wektor ψ−β pojawi lby siȩ w sposób naturalny, gdyby od pocza̧tku
wprowadzić propagatory opisuja̧ce ewolucjȩ wstecz w czasie i powtórzyć rozważania
z niniejszego podrozdzia lu z potrzebnymi zmianami.

Okazuje siȩ, że macierz Sβα daje siȩ napisać jako iloczyn skalarny

〈ψ−β |ψα〉 = [〈φβ(1 + V
1

Eβ −H − iε
]|ψα〉 =

〈φβ|ψα〉+ 〈φβ|V
1

Eβ −H + iε
|ψα〉 (32)

〈φβ|[|φα〉+
1

Eα −H0 + iε
V |ψα〉] + 〈φβ|V

1

Eβ −H + iε
|ψα〉 =

δβα + [
1

Eα − Eβ + iε
+

1

Eβ − Eα + iε
]〈φβ|V |ψα〉

= δβα − 2πiδ(Eβ − Eα)〈φβ|V |ψα〉.

Daje siȩ tu rozpoznać postać macierzy S udowodniona̧ wyżej. Skorzystano
z faktu, że φ i ψ sa̧ wektorami w lasnymi odpowiednio H0 i H, oraz z relacji

1
x±iη = P ( 1

x
)∓ iδ(x).
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1.2 Rozpraszanie na dwóch potecja lach

Za lóżmy, że potencja l sk lada siȩ z dwóch sk ladników, tzn. V = VA+VB. Cza-
sem fizyczna sytuacja narzuca taki rozk lad. Oprócz rozwia̧zań swobodnych
φ i pe lnych ψ, tzn. ”czuja̧cych” potencja l V , wprowadza siȩ rozwia̧zania χ,
które ”odczuwaja̧ tylko potecja l VB.

Korzystaja̧c z relacji

|χ−β 〉 = φβ +
1

Eβ −H0 − iε
VB|χ−β 〉,

|ψα〉 = |φα〉+
1

Eα −H0 + iε
(VA + VB)|ψα. (33)

otrzymuje siȩ

Tβα = 〈φβ|VA + VB|ψα〉 =

{〈χ−β | − 〈χ−β |VB
1

Eβ −H0 + iε
}(VA + VB)|ψα〉 = (34)

〈χ−β |VA|ψα〉+ 〈χ−β |VB|ψα〉 − 〈χ−β |VB{|ψα〉 − |φα〉} = (35)

〈χ−β |VA|ψα〉+ 〈χ−β |VB|φα〉, (36)

(skorzystano z faktu ,że Eα = Eβ).
Element macierzy przej́scia sk lada siȩ wiȩc z dwóch wyrazów:
- pierwszy ma strukturȩ odpowiadaja̧ca̧ rozproszeniu przez potencja l VA, przy
czym swobodny stan końcowy zosta l zasta̧piony przez falȩ odkszta lcona̧ przez
VB z warunkiem brzegowym w laściwym dla ewolucji w ty l w czasie,
- drugi opisuje rozproszenie tylko przez potencja l VB (także w wersji z warunk-
iem brzegowym w laściwym dla ewolucji w ty l w czasie.

1.3 Prawdopodobieństwo przej́scia a przekrój czynny

Rozważmy zderzenie potencjalne. W tym przypadku stan pocza̧tkowy α jest
tożsamy ze stanem o określonym wektorze falowym k, a stan końcowy β z
k′. Prawdopobieństwo przej́scia dla k 6= k′ wynosi

|Sk′k|2 = 4π2|Tk′k|2δ(Ek′ − Ek)
1

2πh̄

∫
exp[

i

h̄
(Ek′ − Ek)]dt, (37)

gdzie jedna̧ z delta Diraca przedstawiono w postaci ca lkowej. Z uwagi na pier-
wsza̧ deltȩ Diraca ca lka daje w wyniku t (duże). Porównanie z doświadczeniem
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bȩdzie możliwe po wysumowaniu po stanach końcowych. Podobnie jak w
rozważanym już przypadku, przy kwantyzacji w sześciennym pudle o objȩtości
V liczba dozwolonych stanów końcowych o wektorach falowych k′ o końcach
w objȩtości d3k′ wynosi

d3k′
V

(2π)3
= k′2dk′dΩ

V

(2π)3
=
k′mdEk′

h̄2 dΩ
V

(2π)3
. (38)

Wyrażenie |Sk′k|2 1
t

należy wysumować po wektorach falowych k′ stanu końcowego,

albo, co równoważne’ wyca lkować po energiach końcowych z waga̧ k′mdEk′
h̄2

dΩ V
(2π)3

.
Delta Diraca wykona ca lkowanie po energiach Ek′ i otrzymamy

|Sk′k|2
1

t
→ 2π

h̄3 |Tk′k|2
V km

(2π)3
dΩ =

m2

(2πh̄2)2
|Tk′k|2V 2dΩ

h̄k

mV
. (39)

Wynik zapisano tak, aby rozpoznać w nim różniczkowy przekrój czynny dσ
oraz gȩstość pra̧du cza̧stek padaja̧cych (ostatni u lamek). Należy zwrócić
uwagȩ, że w niniejszym rozdziale i w rozdziale o stacjonarej teorii zderzeń
używano różnych normalizacji wektorów falowych. Tu rozwia̧zanie sa̧ nor-
mowalne do 1, a tam nie by ly normowane. Sta̧d |Tk′k|2V 2 i h̄k

mV
z tego

rozdzia lu odpowiadaja̧ |Tk′k|2 i h̄k
m

z wcześniejszego rozdzia lu.

1.4 Zderzenia cza̧stek jednakowych

Wystȩpowanie cza̧stek jednakowych, wobec niemożności śledzenia trajek-
torii, oznacza niemożność identyfikacji cza̧stek. Procesy, w których cza̧stka
rozproszona w danym kierunku jest cza̧stka̧ tożsama̧ z cza̧stka̧ padaja̧ca̧ lub
jest ta̧ druga̧, musza̧ być traktowane na tych samych prawach. Formal-
nym wyrazem tego jest konieczność symetrii lub antysymetrii funcji falowej,
zależnie od tego, czy mamy do czynienia z bozonami czy fermionami.

Przy przedstawionym tu opisie zderzenia potencjalnego jedna z cza̧stek
zlokalizowana jest w pocza̧tku uk ladu, a druga ma wspó lrzȩdna̧ r. Przy fali
padaja̧ej wzd luż osi z fala rozproszona jest fala̧ kulista̧ f(θ, φ) exp(ikr)

r
, gdzie

θ i φ sa̧ wspó lrzȩdnymi kulistymi wektora r. Zamiana cza̧stek odpowiada
zamianie r na−r. Wektorowi −r odpowiadaja̧ ka̧ty π − θ i φ+ π, a d lugość
r siȩ nie zmienia. Dlatego odpowiednie fale rozproszone majca postać

f(θ, φ)
exp(ikr)

r
,
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f(π − θ, φ+ π)
exp(ikr)

r
. (40)

Zgodnie z zasadami mechaniki kwantowej  la̧czne prawdopodobieństwo nierozróżnialnych
procesów należy określać dodaja̧c funkcje falowe, a wiȩc amplitudy praw-
dopodobieństwa. Fala rozproszona musi wiȩc być napisana jako

[f(θ, φ)± f(π − θ, φ+ π)]
exp(ikr)

r
. (41)

Różniczkowy przekrój czynny na zderzenie jest wiȩc dany jako

dσ

dΩ
= |f(θ, φ)± f(π − θ, φ+ π)|2. (42)

Dla cza̧stek bezspinowych funkcja falowa, a wiȩc tylko przestrzenna, musi
być symetryczna, czyli trzeba wzia̧ć znak ”plus”. Dla cza̧stek o niezerowym
spinie pe lna funkcja, tzn. również z udzia lem funkcji spinowej, musi mieć
odpowiednia̧ symetriȩ. Na przyk lad dla cza̧stek o spinie 1

2
(elektronów, pro-

tonów...) pe lna funkcja musi być antysymetryczna. Jeśli funkcja spinowa jest
symetryczna, funkcja przestrzenna musi być antysymetryczna i należy wzia̧ć
”minus”. Jeśli funkcja spinowa jest antysymetryczna, funkcja przestrzenna
musi być symetryczna i należy wzia̧ć ”plus”. Jeśli wszystkie stany spinowe
sa̧ równo prawdopodobne, przekój czynny należy obliczyć jako

dσ

dΩ
=

1

4
|f(θ, φ) + f(π − θ, φ+ π)|2 +

3

4
|f(θ, φ)− f(π − θ, φ+ π)|2, (43)

przy czym wspó lczynniki biora̧ siȩ sta̧d, że mamy trzy spinowe stany symetryczne

α(1)α(2),

β(1)β(2, ) (44)
1√
2

[α(1)β(2) + β(1)α(2)],

a tylko jeden spinowy stan antysymetryczny

1√
2

[α(1)β(2)− β(1)α(2)], (45)

gdzie α i β sa̧ stanami spinowymi (1, 0) i (0, 1)
Dla bardziej skomplikowanych sytuacji, np. dla zderzenia elektronu z

atomem, opis jest bardziej skomplikowany i nie bȩdzie tu rozważany.
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