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1 Zderzenia - cia̧g dalszy

1.1 Zderzenia wielokana lowe

Dota̧d rozważano zderzenia, w których zmienia l siȩ jedynie kierunek pȩdu
cza̧stki rozproszonej w porównaniu z kierunkiem pȩdu cza̧stki padaja̧cej.
Znacznie ogóniejsza jest sytuacja, gdy przynajmniej jeden ze zderzaja̧cych
siȩ obiektów ma strukturȩ wewnȩtrzna̧, a w wyniku zderzenia może zmienić
siȩ stan wewnȩtrzny uk ladu. W takim przypadku mówimy o zderzeniu
niesprȩżystym. Zachowana jest oczywíscie ca lkowita energia uk ladu, ale
energia kinetyczna i energia wewnȩtrzna moga̧ ulec zmianie. Można mieć
na uwadze zderzenie atom-drobina lub dwø’ch drobin z możliwościa̧ zmi-
any stanów oscylacyjnych i rotacyjnych drobiny lub zderzenie atom-atom
albo elektron-atom z możliwościa̧ zmiany stanu elektronowego atomu (choć w
ogólności musza̧ być wziȩte pod uwagȩ efekty nierozróżnialności elektronów).

Formu ly z poprzednich rozdzia lów musza̧ ulec pewnemu uogólnieniu. Hamil-
tonian swobodny sk lada siȩ teraz z energii kinetycznej ruchu wzglȩdnego
Tr = −h̄2

2m
∇2 oraz hamiltonianu wewnȩtrznego - Hwewn. Masa m powinna

być masa̧ zredukowana̧ zderzaja̧cych siȩ poduk lladów; r jest, jak poprzednio
wspó lrzȩdna̧ zderzeniowa̧, a zespó l wspó lrzȩdnych wewnȩtrznych oznaczymy
przez R. Pe lny hamiltonian ma postać

H = Tr +Hwewn + V (r,R) ≡ H0 + V. (1)

Wektory w lasne operatora Hwewn czyli rozwia̧zania równania

HwewnFn(R) = EnFn(R). (2)

musza̧ być znane.
Stan pocza̧tkowy uk ladu ma postać

|φki〉 = |φk〉|Fi〉, (3)
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gdzie 〈r|φk〉 = exp(ikr). Asymptotyczna postać funkcji falowej w reprezen-
tacji po lożeniowej dana jest

ψki(r,R) ∼r→∞ exp(ikr)Fi(R) +
∑
n

fn(θ, φ)
iknr

r
Fn(R). (4)

Pocza̧tkowo pȩd ruchu wzglȩdnego poduk ladów wynosi l h̄k, a stan wewnȩtrzny
by l Fi. Po zderzeniu stan wewnȩtrzny jest opisany która̧ś z funkcji Fn, a ruch
wzglȩdny reprezentowany jest przez funkcje kuliste o wartości liczby falowej

kn, tak że zachowana jest ca lkowita energia h̄2k2

2m
+ Ei = h̄2k2n

2m
+ En = E. W

szczególności dla n = i zderzenie jest sprȩżyste. Liczba n numeruje kana ly
zderzenia. Jeśli z bilansu energii wynika, że kn jest urojone, kana l nazywa
siȩ zamkniȩtym.

Równanie Schrödingera można, jak poprzednio, napisać w postaci

ψki = φki +
1

E −H0 + iε
V ψki, (5)

lub w reprezentacji po lożeniowej

ψki(r,R) = φk(r)Fi(R)+
∫
d3r′dR′〈r|〈R| 1

E − T −Hwewn + iε
|R′〉|r′〉V (r′,R′)ψki(r

′,R′).

(6)
Wstawienie do elementu macierzowego propagatora operatora jednostkowego
w postaci I = 1

(2π)3

∫
d3q|φq〉〈φq|

∑
n |Fn〉〈Fn| pozwala napisać

ψki(r,R) = φk(r)Fi(R) +
∑
n

Fn(R)
1

(2π)3

×
∫
d3qd3r′dR′

exp[iq(r− r′)]
h̄2k2

2m
+ Ei − h̄2q2

2m
− En + iε

F ∗n(R′)V (r′,R′)ψki(r
′,R′). (7)

Ca lkȩ można wykonać ta̧ sama̧ metoda̧, jak w przypadku zderzenia potenc-
jalnego. Wynosi ona

−m
2πh̄2

exp[ikn|r− r′|]
|r− r′|

. (8)

Równanie Lippmanna-Schwingera przyjmujr wiȩc postać

ψki(r,R) = φk(r)Fi(R)

+
−m
2πh̄2

∑
n

Fn(R)
∫
d3r′dR′

exp[ikn|r− r′|]
|r− r′|

F ∗n(R′)V (r′,R′)ψki(r
′,R′).(9)
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Asymptotyczna̧ postać funkcji falowej można otrzymać tak jak poprzednio

ψki(r,R) ∼→∞ φk(r)Fi(R)

+
∑
n

Fn(R)
exp(iknr)

r

−m
2πh̄2

∫
d3r′dR′ exp(−iknr′)F ∗n(R′)V (r′,R′)ψki(r

′,R′),(10)

gdzie wektor kn = kn
r
r
. Amplituda rozproszenia do kana lu n wynosi wiȩc

fn(kn,k) =
−m
2πh̄2

∫
d3r′dR′ exp(−iknr′)F ∗n(R′)V (r′,R′)ψki(r

′,R′), (11)

zaś przekrój czynny
dσn
dΩ

=
kn
k
|fn(kn,k)|2. (12)

Równanie Lippmanna-Schwingera można tu także próbować rozwia̧zywać
przez iteracjȩ, generuja̧c szereg Borna.

1.2 Metoda fal parcjalnych

Rozważmy zderzenie potencjalne, w którym potencja l zderzeniowy V = V (r)
jest funkcja̧ sferycznie symetryczna̧, tzn. zależy tylko do d lugości wektora
r = |r|. W takich warunkach zachowany jest moment pȩdu, bo komu-
tuje z hamiltonianem. Istota metody fal parcjalnych polega na tym, że falȩ
padaja̧ca̧ rozk lada siȩ na fale o danym momencie pȩdu (parcjalne), opisuje
siȩ zderzenie dla każdego momentu pȩdu z osobna, a w końcu zbiera wyniki
w ca lość.

Równanie Schrödingera dla cza̧stki swobodnej we wspó lrzȩdnych sfer-
ycznych ma postać

[
−h̄2

2m
(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
) +

L2

2mr2
− E]ψ(r, θ, φ) = 0, (13)

gdzie L2 jest kwadratem momentu pȩdu. Jeśli zapostulować rozwia̧zanie w
postaci

ψ(r, θ, φ) = jl(kr)Ylm(θ, φ), (14)

gdzie E = h̄2k2

2m
, to korzystaja̧c z faktu, że funkcje kuliste sa̧ funkcjami

w lasnymi L2 do wartości w lasnej h̄2l(l + 1), otrzymuje siȩ, że funkcje jl
spe lniaja̧ równanie (x = kr)

[
d2

dx2
+

2

x

d

dx
− l(l + 1)

x2
+ 1]jl(x)) = 0, (15)
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Rozwia̧zania tego równania znane sa̧ jako po lówkowe funkcje Bessela i wyrażaja̧
siȩ przez funkcje elementarne

jl(x) = (−1)lxl(
1

x

d

dx
)l

sinx

x
, (16)

co można pokazać metoda̧ indukcji.
Drugie niezależne rozwia̧zanie nazywa siȩ funkcja̧ Neumanna i jest dane

jako

nl(x) = (−1)l+1xl(
1

x

d

dx
)l

cosx

x
. (17)

Dominuja̧cym wyrazem dla x ∼ ∞ jest ten, w którym różniczkowano wielokrot-
nie funkcjȩ trygonometryczna̧, a nie różniczkowano potȩgowej. Otrzymamy

jl(x) ∼x→∞
sin(x− lπ

2
)

x
,

nl(x) ∼x→∞ −
cos(x− lπ

2
)

x
. (18)

Na przyk lad

j0(x) =
sinx

x
,

n0(x) = −cosx

x
, (19)

j1(x) =
x cosx− sinx

x2
,

n1(x) =
x sinx− cosx

x2
... (20)

Funkcje Bessela dla ma lych x zachowuja̧ siȩ jak xl, natomiast funkcje Neu-
manna - jak x−l−1 (sa̧ osobliwe w zerze).

Fala p laska exp(ikr) daje siȩ z lożyć z rozwia̧zań powyższego typu

exp(ikr) =
∞∑
l=0

(2l+ 1)iljl(kr)Pl(k̂r̂) ≡
∞∑
l=0

l∑
m=−l

4πiljl(kr)Ylm(r̂)Y ∗lm(k̂), (21)

gdzie Pl(x) = 1
2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l sa̧ wielomianami Legendre’a, daszek na wek-

torem oznacza wektor jednostkowy w kierunku tego wektora; k̂r̂ to kosinus
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ka̧ta miȩdzy tymi wektorami, zapis Ylm(r̂) ≡ Ylm(θ, φ). Faktu, że fala p laska
jako nieosobliwa w r = 0 rozwia̧zanie równania Schrödingera rozk lada siȩ
na funkcje Bessela (nie Neumanna) i że pojawiaja̧ siȩ wielomiany Legen-
dre’a, proporcjonalne do Yl0, należa lo oczekiwać. Wspó lczynnik liczbowy i
zwia̧zek miȩdzy wielomianami Legendre’a a funkcjami kulistymi użyty w os-
tatniej relacji można znaleźć w tablicach funkcji specjalnych i nie bȩda̧ one
tu dowodzone.

Rozwińmy teraz pe lne rozwia̧zanie równania Schrödingera na fale parc-
jalne, analogicznie do rozwiniȩcia dla fali p laskiej

ψk(r) =
∞∑
l=0

(2l + 1)ilfkl(r)Pl(k̂r̂) ≡
∞∑
l=0

l∑
m=−l

4πilfkl(r)Ylm(r̂)Y ∗lm(k̂). (22)

Funkcja fali parcjalnej czuja̧cej oddzia lywanie V spe lnia równanie

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+ k2 − U(r)]fkl(r) = 0, (23)

Jest to równanie analogiczne do tego dla rozwa̧zania swobodnego, z tym
że dodano potencja l oddzia lywania U(r) = 2m

h̄2
V (r). Należy wymusić na

rozwia̧zaniu warunki brzegowe odpowiadaja̧ce zderzeniu. Jeśli potencja l odd-
zia lywania V (r) zmierza do zera szybciej niż 1

r2
, to dla dużych wartości r

rozwia̧zanie zachowuje siȩ jak superpozycja rozwia̧zań swobodnych

fkl(r) ∼r→∞ Aljl(kr)+Blnl(kr) ∼ Al
sin(kr − lπ

2
)

kr
−Bl

cos(kr − lπ
2

)

kr
= Cl

sin(kr − lπ
2

+ δl)

kr
,

(24)
gdzie (Al, Bl) lub (Cl, δl) sa̧ zestawami sta lych, które trzeba wybrać.

Fala rozproszona, jako różnica pe lnej funkcji i fali padaja̧cej zachowuje
siȩ jak

ψk(r)− exp(ikr) =
∞∑
l=0

(2l + 1)il[fkl(r)− jl(kr)]Pl(k̂r̂)

∼
∞∑
l=0

(2l + 1)il[Cl
sin(kr − lπ

2
+ δl)

kr
−

sin(kr − lπ
2

)

kr
]Pl(k̂r̂)

=
1

kr

∞∑
l=0

(2l + 1)il
1

2i
[Cl exp{i(kr − lπ

2
+ δl)} − Cl exp{−i(kr − lπ

2
+ δl)}

− exp{i(kr − lπ

2)
}+ exp{−i(kr − lπ

2
)}]Pl(k̂r̂).(25)
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Powyższe wyrażenie zawiera fale kuliste zarówno rozchodza̧ce siȩ, jak i schodza̧ce
siȩ. Te ostatnie nie powinny siȩ pojawić; można je wyeliminować dobieraa̧c
Cl = exp(iδl).

Fala rozproszona ma wiȩc postać

1

kr

∞∑
l=0

(2l + 1)il
1

2i
exp(i(kr − lπ

2
))[exp(2iδl)− 1]Pl(k̂r̂). (26)

Amplituda rozproszenia daje siȩ wiȩc napisać jako

f(θ) =
1

k

∞∑
l=0

(2l + 1) exp(iδl) sin δlPl(cos θ), (27)

gdzie θ jest ka̧tem, rozproszenia; jest zmienna̧ kulista̧ wektora r dla fali
padaja̧cej wzd luż osi z.

Zysk polega wiȩc na tym, że zamiast rozwia̧zywć równanie różniczkowe
cza̧stkowe, wystarczy rozwia̧zać równania zwyczajne dla każdej wartości l
z osobna. Jeśl energia zderzenia jest ma la i potencja l rozpraszaja̧cy jest
krótkozasiȩgowy, to w praktyce suma po l sprowadza siȩ do niewielkiej liczby
sk ladników, w skrajnym przypadku tylko do l = 0 (rozumuja̧c klasycznie:
duży moment pȩdu to albo duża wartść r, nieważna przy ma lym zasiȩgu, albo
duży pȩd, co oznacza loby znaczna̧ energiȩ. Porównuja̧ wzory na klasyczny
i kwantowy moment pȩdu można stwierdzić, że do przekroju czynnego nie

dadza̧ wk ladu wyrazy z l takim, że kd <
√
l(l + 1), gdzie d jest miara̧ zasiȩgu

potencja lu.
Ca lkowy przekrój czynny, charakteryzuja̧cy  la̧cznie rozproszenie we wszys-

tkich kierunkach, otrzymamy jako

σ =
∫
|f(θ)|2 sin θdθdφ =

4π

k2

∑
l

(2l + 1) sin2 δl, (28)

gdzie skorzystano z ortogonalności wielomianów Legendre’a
∫ 1
−1 Pl(x)Pk(x)dx =

2
2l+1

δlk.
Przesuniȩcie fazowe δl można wyznaczyć zamieniaja̧c równanie różniczkowe

na ca lkowe. Podstawmy fkl(r) = Fkl(r)
kr

. Funkcja Fkl spe lnia równanie

[
d2

dr2
− l(l + 1

r2
+ k2]Fkl(r) = U(r)Fkl(r). (29)
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Funkcjȩ Greena dla operatora po lewej stronie można wybrać w postaci

Gl(r, r
′) =

1

W (ĵl, n̂l)
ĵl(kr<)n̂l(kr>), (30)

gdzie jl(x) = ĵl(x)
x

, nl(x) = n̂l(x)
x

(funkcje ”z daszkiem” sa̧ nazywane funkc-
jami Riccattiego-Bessela). Wyznacznik Wrońskiego, jako sta la, może być
obliczony w dowolnym punkcie, np. dla bardzo dużych argumentów, gdzie
funkcje Bessela i Neumanna przyjmuja̧ postać asmymptotyczna̧: W (sin(kr−
lπ
2

),− cos(kr − lπ
2

)) = k Równanie ca lkowe ma postać

Fkl(r) = ĵl(kr) +
1

k

∫
dr′ĵl(kr<)n̂l(kr>U(r′)Fkl(r

′). (31)

Asymptotyczna postać funkcji Fkl jest

Fkl(r) ∼r→∞ sin(kr − lπ

2
)− cos(kr − lπ

2
)
1

k

∫
dr′ĵl(kr

′)U(r′)Fkl(r
′). (32)

Wstawiaja̧c

tan δl = −1

k

∫
dr′ĵl(kr

′)U(r′)Fkl(r
′). (33)

otrzymamy, że funcja Fkl(r) zachowuje siȩ jak sin(kr − lπ
2

) + tan δl cos(kr −
lπ
2

) = 1
cos δl

sin(kr − lπ
2

+ δl), a wiȩc tak zdefiniowane przesuniȩcie fazowe
okazuje siȩ w laściwe.

Zastȩpuja̧c w ca lce funkcjȩ Fkl(r
′) fala̧ padaja̧ca̧ ĵl(r

′) otrzymamy prze-
suniȩcie fazowe w pierwszym przybliżeniu Borna.

Jako przyk lad rozważmy rozpraszanie niskoenergetycznych cza̧stek na
trójwymiarowej prostoka̧tnej studni lub barierze potencja lu

V (r) = U, dla r < d,

V (r) = 0, dla r ≥ d. (34)

Funkcja Fk0 spe lnia równwanie

[
d2

dr2
+ k2 − U(r)]Fkl(r) = 0. (35)

Dla r ≥ d ogólne rozwia̧zanie można napisać jako

Fk0(r) = C sin(kr + δ0). (36)
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Dla r < d rozwia̧zanie jest podobnego typu

Fk0(r) = D sin(qr + α), (37)

gdzie q2 = k2 − U . Sta le należy wyznaczyć z warunków brzegowych w r = 0
oraz z cia̧g lości funkcji i pochodnej w r = d. Dla potencja lu przycia̧gaja̧cego
U < 0 mamy:

D sinα = 0, czyli α = 0

C sin(kd+ δ0) = D sin qd, (38)

kC cos(kd+ δ0) = qD cos qd.

Dziela̧c równania stronami otrzymuje siȩ tan(kd+ δ0) = k
q

tan qd lub

δ0 = −kd+ arctan
k

q
tan qd. (39)

Ponieważ k jest ma le, można przyja̧ć arctanx ∼ x. Wtedy

δ0 ∼ kd(
tan qd

qd
− 1), (40)

a ca lkowy przekrój czynny wynosi

σ = 4πd2(
tan qd

qd
− 1)2. (41)

Przy pewnych wartościach energii i parametrów studni tan qd
qd

= 1 i przkrój
czynny w tym przybliżeniu siȩ zeruje. Zjawisko to zaobserwowano dla rozprasza-
nia elektronów na atomach i nosi nazwȩ efektu Ramsauera.

Dla potencja lu odpychaja̧cego mamy barierȩ U > 0 i q2 < 0 wtedy
rozwia̧zanie dla r < d ma postać Fk0 = D sinh qr. Warunki cia̧g lości funkcji
i pochodne prowadza̧ do warunku tan(kd + δ0) = k

q
tanh qd. Dla ma lych

warości k otrzymuje siȩ analogicznie jak poprzednio

σ = 4πd2(
tanh qd

qd
− 1)2. (42)

Dla tzw. potecja lu twardych kul, tzn. dla U →∞ q →∞, a σ → 4πd2. Jest
to wartość czterokrotnie wiȩksza, niż klasyczny przekrój bariery.
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