Andrzej Raczynski
Mechanika kwantowa cz. 7

1 Zderzenia - ciag dalszy

1.1 Zderzenia wielokanalowe

Dotad rozwazano zderzenia, w ktorych zmieniat sie jedynie kierunek pedu
czastki rozproszonej w poréwnaniu z kierunkiem pedu czastki padajacej.
Zmacznie ogdniejsza jest sytuacja, gdy przynajmniej jeden ze zderzajacych
sie obiektéw ma strukture wewnetrzna, a w wyniku zderzenia moze zmienié¢
sie stan wewnetrzny ukladu. W takim przypadku moéwimy o zderzeniu
niesprezystym. Zachowana jest oczywiscie calkowita energia ukladu, ale
energia kinetyczna i energia wewnetrzna moga ulec zmianie. Mozna miec
na uwadze zderzenie atom-drobina lub dwg’ch drobin z mozliwoscia zmi-
any standéw oscylacyjnych i rotacyjnych drobiny lub zderzenie atom-atom
albo elektron-atom z mozliwoscia zmiany stanu elektronowego atomu (choé¢ w
ogélnosci musza by¢ wzigte pod uwage efekty nierozréznialnosci elektronéw).
Formuty z poprzednich rozdzialéw musza ulec pewnemu uogélnieniu. Hamil-
tonian swobodny sklada sie teraz z energii kinetycznej ruchu wzglednego
T, = ;—fjw oraz hamiltonianu wewnetrznego - Hyewn. Masa m powinna
by¢ masa zredukowana zderzajacych sie poduktladéw; r jest, jak poprzednio
wspotrzedna zderzeniowa, a zespot wspolrzednych wewnetrznych oznaczymy
przez R. Pelny hamiltonian ma postac

H=T.4+ Hyewn +V(r,R)= Hy+ V. (1)
Wektory wlasne operatora H, ., Czyli rozwiazania rownania
Hweuan(R) — EnFn(R> (2)

musza by¢ znane.
Stan poczatkowy ukltadu ma postac

|01i) = |we) [ F3), (3)
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gdzie (r|¢x) = exp(ikr). Asymptotyczna postaé funkeji falowej w reprezen-
tacji polozeniowej dana jest

V(. R) o explik)F(R)+ 3 £, (0 O E®R). )

Poczatkowo ped ruchu wzglednego podukiadow wynosit hk, a stan wewnetrzny
byl F;. Po zderzeniu stan wewnetrzny jest opisany ktoras z funkceji F},, a ruch

wzgledny reprezentowany jest przez funkcje kuliste o wartosci liczby falowej

k,, tak ze zachowana jest calkowita energia %A= 4B = hQ:L’% + b, =FE W

szczegolnosci dla n = i zderzenie jest Spr@zyste Liczba n numeruje kanaly

zderzenia. Jedli z bilansu energii wynika, ze k,, jest urojone, kanal nazywa

sie¢ zamknigtym.

Réwnanie Schrodingera mozna, jak poprzednio, napisa¢ w postaci

1
wki—¢ki+—E_H0+Z,€

lub w reprezentacji potozeniowe]

Vi, ()

1
E —T — Heun + i€

(1, R) = () F, +/d3r'dR’ r|(R] ROV (', Rty (r', R').

(6)
Wstawienie do elementu macierzowego propagatora operatora jednostkowego
w postaci [ = ﬁ [ @Pqloq)(Pq] Xon |Fn)(Fr| pozwala napisaé

1
(2m)?

. -,
x / dBqd®r'dR’ eXp[quqz Dl R, R R, (7)

¢ki<r7 R) ¢k + ZF

h2k2
2m ?

Calke mozna wykona¢ ta sama metoda, jak w przypadku zderzenia potenc-

jalnego. Wynosi ona
—m explik,|r — r'|]

2mh? lr — /|
Réwnanie Lippmanna-Schwingera przyjmujr wiec postac
(1, R) = ¢u(r) Fi(R)
— ik
+ 2—7;; S F(R / drar SR =l g R RYY9)
m n

v — |

(8)
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Asymptotyczna postaé¢ funkcji falowej mozna otrzymac tak jak poprzednio
Vi (1, R) ~ oo dk(1) Fi(R)

n Z Fn(R) exp(:;k’nr) 2;7;:2 /ClST’,dR/ eXp(—Z'an‘/>F; (R,)V(I'/, R,)I/}ki(I‘/, B‘O)

gdzie wektor k,, = k, 7. Amplituda rozproszenia do kanatu n wynosi wigc

Fulkn, ) = 2_77; / &' dR exp(—iknr) X (R (¢, R (¢, RY),  (11)
v
za$ przekrdj czynny
do, kn
o e a0 (12)

Réwnanie Lippmanna-Schwingera mozna tu takze prébowaé rozwiazywaé
przez iteracje, generujac szereg Borna.

1.2 Metoda fal parcjalnych

Rozwazmy zderzenie potencjalne, w ktérym potencjal zderzeniowy V' = V (r)
jest funkcja sferycznie symetryczna, tzn. zalezy tylko do dlugosci wektora
r = |r|. W takich warunkach zachowany jest moment pedu, bo komu-
tuje z hamiltonianem. Istota metody fal parcjalnych polega na tym, ze fale
padajaca rozklada sie na fale o danym momencie pedu (parcjalne), opisuje
sie zderzenie dla kazdego momentu pedu z osobna, a w koncu zbiera wyniki
w calosc.
Réwnanie Schrodingera dla czastki swobodnej we wspoélrzednych sfer-

ycznych ma postaé

~h?,9* 20 L?

[ 2m (8T2 * r@r) + 2mr? El(r.6,6) =0, (13)
gdzie L? jest kwadratem momentu pedu. Jedli zapostulowaé rozwiazanie w
postaci

QXJ(’I“, 97 ¢) = ]l(k.r)yim(ea qb)? (14)

gdzie F = %, to korzystajac z faktu, ze funkcje kuliste sa funkcjami

wlasnymi L? do wartosci wiasnej h%I(I + 1), otrzymuje sie, ze funkcje j
speliaja rownanie (x = kr)

2 2d I(+1)

[E x dx 2

+ 15(z)) = 0, (15)



Rozwiazania tego réwnania znane sa jako poléwkowe funkcje Bessela i wyrazaja
sie przez funkcje elementarne

i) = (—1)la (L Ly (16)

zdx’ =x

co mozna pokaza¢ metoda indukcji.
Drugie niezalezne rozwiazanie nazywa sie funkcja Neumanna i jest dane

jako
1d cosx

)

me) = (~1)*al (o)

(17)

Dominujacym wyrazem dla x ~ oo jest ten, w ktérym rézniczkowano wielokrot-
nie funkcje trygonometryczna, a nie rézniczkowano potegowej. Otrzymamy

. sin(z — 1)
][(l') T—00 T ;
I
cos(x — £
() ~z oo —M. (18)
x
Na przyktad
) sinx
jO(SE> - T )
COS T
= — 19
no() = =2, (19
. T COoSx —sinx
Jiz) = 2
rsinx — cosx

Funkcje Bessela dla malych  zachowuja sie jak 2!, natomiast funkcje Neu-
manna - jak 2771 (sa osobliwe w zerze).
Fala plaska exp(ikr) daje sie zlozyé z rozwiazan powyzszego typu

exp(ikr) = > (20+ 1)ij;(kr) B ki) Z Z A jy (k) Yim (8) Yo, (K), (21)
1=0

=0 m=—1

: ! : : :
gdzie P(z) = 5i; L5 (2% — 1)! sa wielomianami Legendre’a, daszek na wek-

torem oznacza wektor jednostkowy w kierunku tego wektora; kf to kosinus

4



kata miedzy tymi wektorami, zapis Y, (%) = Y (0, ¢). Faktu, ze fala ptaska
jako nieosobliwa w r = 0 rozwiazanie réwnania Schrodingera rozklada sie
na funkcje Bessela (nie Neumanna) i ze pojawiaja si¢ wielomiany Legen-
dre’a, proporcjonalne do Yjy, nalezalo oczekiwaé. Wspdlczynnik liczbowy i
zwiazek miedzy wielomianami Legendre’a a funkcjami kulistymi uzyty w os-
tatniej relacji mozna znalezé w tablicach funkcji specjalnych i nie beda one
tu dowodzone.

Rozwinmy teraz pelne rozwiazanie rownania Schrodingera na fale parc-
jalne, analogicznie do rozwiniecia dla fali ptaskiej

e(r) = li(zz )i fua(r) Pr() zli > ami furin(®¥is (. (22

Funkcja fali parcjalnej czujacej oddzialywanie V' spelia rownanie

d? 2d l(l+1

— -U =0 23
U ()] fuulr) =0, (23)
Jest to rownanie analogiczne do tego dla rozwazania swobodnego, z tym
ze dodano potencjal oddziatywania U(r) = %—@V(r). Nalezy wymusi¢ na

rozwiazaniu warunki brzegowe odpowiadajace zderzeniu. Jesli potencjat odd-
zialywania V (r) zmierza do zera szybciej niz =, to dla duzych wartosci r
rozwiazanie zachowuje sie jak superpozycja rozwiazan swobodnych
sin(kr — 1= cos(kr — &=
(b —15)  cos(lr =)

2 2

sin(kr — 5 +6;)

Jra(r) ~rsoo Aji(kr)+Bing(kr) ~ Ay o I o
(24)
gdzie (A;, By) lub (C}, ;) sa zestawami stalych, ktore trzeba wybraé.
Fala rozproszona, jako réznica pemej funkcji i fali padajacej zachowuje
sie jak
i (r) — exp(ikr) = Z(zz + )i [ fua(r) — Gi(kr)) Pi(kt)
1=0

s sm(kr — T 4+4) sin(kr—19). <
~ Y (21 - 22 P (k¢
g +1 k‘r kr (k)

> 1 I Im
. Z (20 +1) zl— [Cyexp{i(kr — — —|— 0} — Crexp{—i(kr — 5 + )}
1=0

—exp{i(kr — —)} + exp{—i(kr — l2)}]Pl(lA<f')(25)

kr
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Powyzsze wyrazenie zawiera fale kuliste zaréwno rozchodzace sie, jak i schodzace
sie. Te ostatnie nie powinny sie pojawi¢; mozna je wyeliminowac¢ dobierajac
C) = exp(idy).

Fala rozproszona ma wiec postaé
1 & ! Im . -
p > 20+ 1)d % exp(i(kr — 5))[exp(225;) — 1) P(k#). (26)
1=0
Amplituda rozproszenia daje sie wiec napisac jako

oo

(21 4 1) exp(id;) sin 6, P (cos 0), (27)
—0

:m»a

l

gdzie 0 jest katem, rozproszenia; jest zmienna kulista wektora r dla fali
padajacej wzdtuz osi z.

Zysk polega wiec na tym, ze zamiast rozwiazyw¢ rownanie roézniczkowe
czastkowe, wystarczy rozwiaza¢ réwnania zwyczajne dla kazdej wartosci [
z osobna. Jesl energia zderzenia jest mala i potencjal rozpraszajacy jest
krotkozasiegowy, to w praktyce suma po [ sprowadza sie do niewielkiej liczby
sktadnikéw, w skrajnym przypadku tylko do [ = 0 (rozumujac klasycznie:
duzy moment pedu to albo duza warts¢ r, niewazna przy matym zasiegu, albo
duzy ped, co oznaczaloby znaczna energie. Poréwnuja wzory na klasyczny
i kwantowy moment pedu mozna stwierdzi¢, ze do przekroju czynnego nie
dadza wkladu wyrazy z [ takim, ze kd < /I(l + 1), gdzie d jest miarg zasiegu
potencjatu.

Catkowy przekréj czynny, charakteryzujacy tacznie rozproszenie we wszys-
tkich kierunkach, otrzymamy jako

7= [150) sinbavio = ‘:; S(el+ 1)sin, (28)

gdzie skorzystano z ortogonalno$ci wielomianéw Legendre’a [, P(x) Py (z)dx =

2l+1 70k
Przesuniecie fazowe §; mozna wyznaczy¢ zamieniajac rownanie rézniczkowe

na catkowe. Podstawmy fi(r) = F%Y) Funkcja Fj; spelnia réwnanie
& l(l+1
[W_ (T’2 +]€2]Fkl(7’) :U(T’)Fkl(’/’) (29)



Funkcje Greena dla operatora po lewej stronie mozna wybra¢ w postaci

1 A
Gi(r,r") = ————ji(kr<)u(krs), (30)
W(]l?”l) = g
gdzie j,(z) = jlf), n(z) = # (funkcje "z daszkiem” sg nazywane funke-

jami Riccattiego-Bessela). Wyznacznik Wroniskiego, jako stala, moze by¢
obliczony w dowolnym punkcie, np. dla bardzo duzych argumentow, gdzie
funkcje Bessela i Neumanna przyjmuja postaé¢ asmymptotyczna: W (sin(kr —

5, — cos(kr — )) = k Réwnanie catkowe ma postaé
A 1 5 .
Fr(r) = gi(kr) + %/dr']l(kr<)nl(kr>U(r’)Fkl(r/). (31)
Asymptotyczna postaé¢ funkcji Fy,; jest
] I Ir. 1 R / /
Fri (1) ~p o0 sin(kr — 5) — cos(kr — 5)%/d7“ Ji(krYU(r") F(r").  (32)
Wstawiajac
1 A
tan g = — / dr'5 (ke YU (') Fy (). (33)

otrzymamy, ze funcja Fjy(r) zachowuje si¢ jak sin(kr — &) + tan &, cos(kr —
oy = 5, sin(kr — %+ 4), a wiec tak zdefiniowane przesuniecie fazowe
okazuje sie wlasciwe.

Zastepujac w calce funkcje Fy(r') fala padajaca j;(r') otrzymamy prze-
suniecie fazowe w pierwszym przyblizeniu Borna.

Jako przyklad rozwazmy rozpraszanie niskoenergetycznych czastek na

tréjwymiarowe]j prostokatnej studni lub barierze potencjatu

V(r)="U, dla r <d,
V(r)=0, dla r>d. (34)

Funkcja Fjo spelnia réwnwanie

d2
g2

Dla r > d ogélne rozwiazanie mozna napisaé¢ jako

+ & = U(r)|Fu(r) = 0. (35)

FkO(T) =C sin(k?” + 60) (36)
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Dla r < d rozwigzanie jest podobnego typu
Fro(r) = Dsin(qr + «), (37)

gdzie ¢*> = k* — U. Stale nalezy wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych w r = 0
oraz z ciagtosci funkcji i pochodnej w r = d. Dla potencjalu przyciagajacego
U < 0 mamy:

Dsina =0, czyli a =0

C'sin(kd + 69) = Dsinqd, (38)

kC cos(kd + 60) = qD cos qd.

Dzielac réwnania stronami otrzymuje si¢ tan(kd + dg) = gtan qd lub

0o = —kd + arctan k tan qd. (39)
q

Poniewaz k jest male, mozna przyja¢ arctanx ~ x. Wtedy

tan qd

0o ~ kd —1), 40

o~ kA 1) (10)
a catkowy przekrdj czynny wynosi

tan qd

= 4nd? —1)% 41

7 = dmd (0 1) (41)

, . e . , - tangd __ . .

Przy pewnych wartosciach energii i parametréw studni qu = 11 przkréj

czynny w tym przyblizeniu sie zeruje. Zjawisko to zaobserwowano dla rozprasza-
nia elektronéw na atomach i nosi nazwe efektu Ramsauera.

Dla potencjalu odpychajacego mamy bariere U > 0 i ¢> < 0 wtedy
rozwiazanie dla r < d ma posta¢ Fyo = D sinh gr. Warunki ciaglosci funkcji
i pochodne prowadza do warunku tan(kd + §y) = %tanh qd. Dla malych
warosci k otrzymuje sie analogicznie jak poprzednio

(42)

Dla tzw. potecjatu twardych kul, tzn. dla U — 0o ¢ — o0, a 0 — 4wd?. Jest
to wartos¢ czterokrotnie wieksza, niz klasyczny przekrdj bariery.
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