Andrzej Raczynski
Mechanika kwantowa cz. 6

1 Zderzenia

1.1 Funkcje zmiennej zespolonej

Funkcje zmiennej zespolonej u = f(z) okreslone sa na zbiorze liczb ze-
spolonych i przyjmuja wartosci zespolone. Algebra funkcji zespolonych, pojecie
granicy, ciaglodci, definicja pochodnej, reguly rézniczkowania, rozwiniecie w
szereg Taylora, calka nieoznaczona sa analogiczne, jak dla funkcji rzeczy-
wistych. Dodatkowa funkcja jest sprzezenie zespolone, ktére jest operacja
nieciagla.

Specjalna klasa funkcji zmiennej zespolonej stanowia funkcje analityczne.
Funkcja f(z) jest analityczna w punkcie zp, gdy mozna ja rozwinaé w szereg
Taylora, zbiezny w otoczeniu tego punktu.

Przyktadem funkeji nieanalitycznej w zo jest f(z) = %, gdzie g(z)
jest funkcja analityczna; 2y jest wtedy biegunem n-krotnym.

Inny przklad funkcji nieanalitycznych w pewnym obszarze to funkcje
wieloznaczne. Jesli argument zapiszemy zapiszemy postaci z = 7 exp(i¢),
oczywiscie zachodzi rexpli(¢ + 2m)] = rexp(i¢),ale moze sie¢ zdarzy¢, ze
f(rexpli(¢p + 2m)]) # f(rexp(ig)). Tak jest w przypadku funkcji v/z lub
ogolniej 2. Funkcja ta jest n-znaczna: po n- krotnym dodaniu 27 do argu-
mentu wartos$¢ funkcji wraca do wartosci wyjsciowej. Dla pierwiastka stopnia
n zachodzi

o+ 2km
n

3=

2w = [rexp(iqf))]% = rnexpli l, k=0,1,...,n—1
Innym przyktadem jest logarytm naturalny log z - krotnos¢ jest tu nieskoniczona.
Definiuje sie calke krzywoliniowa. Krzywa C' jest zadana najczesciej przez

parametr rzeczywisty t: x = x(t), y = y(t), gdzie z = x + iy. Calka jest



okreslona jako

5@z = [ sl + i)' ) + i (@)t 1)

Obowiazuje podstawowe twierdzenie rachunku catkowego

/ P 1)z = F(z) — F(z1), 2)

Z1

gdzie F jest funkcja pierwotna dla f, tzn. L F(z) = f(z). W szczegdlnosci

n+1 n+1
%2 29 21
Z2"dz = — 3
/Zl n+1 n+1 (3)

dla n > 0 . Calka po krzywej zamknietej z funkcji analiycznej (jako suma
calek z funkeji potegowych) jest réwna zero, co widaé z powyzszych wzorow
dla zo = z;. Oznacza to, ze krzywa calkowania mozna deformowa¢ dowolnie
pod warunkiem, ze pozostaje sie w obszarze analitycznosci funkcji.

Inaczej wyglada sprawa funkcji <.

22 1
/ —dz = log z3 — log 21, (4)
z1 R

Dla krzywej w postaci okregu o promieniu 7 i srodkuz z = 0 z = rexp(i¢)
dz = irexp(i¢)

1 2 1 . . .
y{;dz = /0 mzr exp(ig)do = 2mi. (5)

W obszarze, w ktorym z # 0 funkcja % jest analityczna, a wiec catka z
funkcji % po dowolnej krzywej otaczajacej punkt z = 0 jest réwna 274, a jesli
z = 0 nie lezy wewnatrz obszaru zamknietego krzywa - catka jest réwna zero.
Jesli rozwazy¢ §. f(z)dz z funkcji, ktéra ma w obszarze zamknigtym krzywa

biegun jednokrotny w punkcie 2y, to mozna napisac

740 F(2)dz = 740 FE==),, (6)

Z— 20

Funkcja w liczniku jest analityczna. Krzywa calkowania mozna Sciagnaé¢ do
okregu o srodku zj i dowolnie matym promieniu. Wtedy liczbe lim,, ., f(2)(z—
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29) = resy(zp), nazywana residuum funkcji f w biegunie zyp mozna wyjac¢ spod
catki, a wynik catkowania jest 2mi. Ostatecznie

j{c f(z)dz = 2mires,—., f(z0) (7)

Jesli orientacja krzywej jest ujemna, tzn. obchodzac obszar mamy go po
prawej stronie, nalezy dodatkowo zmieni’c znak.

Jesli w obszarze zamknietym krzywa znajduje sie wiele biegunow, wartos¢
catki to suma residuéw po wszystkich biegunach (mnozona przez +2mi). To
twierdzenie, zwane twiedzeniem Cauchy’ego ma uogdlnieenie dla biegunéw
wielokrotnnych.

Jako przyklad obliczmy calke

© Sinx
/ dzx.

—oc0o X

Funkcja podcatkowa nie jest osobliwa w x = 0. Jej granica w tym punkcie
wynosi 1. Dodajmy do mianownika liczbe urojona —in, gdzie 1 jest dowolnie
mala liczba dodatnia. Zmienng x potraktujmy jako zespolona z. Calka ma
postaé

/00 sinz 1 /00 exp(zz)dz 1 /00 exp(—zz)dz.

—o0 & — 1M :272'7002—1'77 20w z—1n

Istota metody obliczenia jest zamkniecie konturu catkowania, tak aby nie
zmieni¢ wartosci calki, ale méc zastosowac twierdzenie Cauchyego. Dodajmy
do pierwszej catki kontur w postaci pétokregu o promieniu zmierzajacym
do nieskoriczonosci, polozonego w gérnej polplaszezyznie. Tam exp(iz) =
expli(z’ + i2")] zmierza do zera bo 2" > 0 i wklad do calki od pélokregu
zmierza do zera. Wtedy

1 o exp(iz 1 exp(e

7./ p(i >dz=,j<1{ piz) )
2t J-o z—1in 2t Jo, z—1in

gdzie (' jest zamknietym konturem obejmujacym o$ rzeczywista i wspom-

niany pétokrag. Funkcja podcaltkowa posiada biegun w z = in w gornej

poiplaszezyznie. Zastosowanie twierdzenia Cauchy’ego prowadzi do

1 ' 1 ' '
f{ exp(zz)dz = -2m resz:inexp@Z) =mli xp(iz) (z =) =,
C1

o . . 2= .
21 z—1n 1 zZ—1in T2 —in
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gdzie na koncu wykonano przejscie do granicy n — 0.
Druga z calek
1 o exp(—t
] exp(=iz) ;.

2l )0 z—1n
moze by¢ obliczona podobnie. Kontur calkowania nalezy zamknaé¢ w dolnej
polplaszczyznie, bo exp(—iz) = exp[—i(z’ +iz")], bo tam 2" < 0 i wkiad do
calki od potokregu o promieniu zmierzajacym do nieskonczonosci jest zerowy.

Wtedy

1 [ exp—(iz 1 exp(—1iz

7./ P )dz:./ p(=i2)

2t )0 z—1in 2t Jo, z—1n
gdzie Cy jest zamknietym konturem obejmujacym o$ rzeczywista i i pétokrag
w dolnej polptaszczyznie. Zastosowanie twierdzenia Cauchy’ego w tym przy-
padku staje sie trywialne, bo jedyny biegun lezy na zewnatrz obszaru zamkniego
krzywa (5. Stad ostatnia calka sie zeruje. Ostatecznie

© sinx
/ dr = 7.

-0 X

1.2 Zderzenia potencjalne. Amplituda rozpraszania i
przekrdj czynny

Zderzenie mozna opisywac na dwa sposoby. W wersji zaleznej od czasu pakiet
falowy leci w kierunku centrum rozpraszajacego i w wyniku oddziatywania
dzieli sie na fragmenty o réznej wielkosci, lecace w réznych kierunkach. Celem
jest okreslenie, z jakim prawdopodobienstwem czastka poleci w dana strong, a
narzedziem jest rownanie Schrodingera zalezne od czasu. Zaleta formalna jest
uzycie normowalnych funkcji falowych. W wersji niezaleznej od czasu cen-
trum jest ostrzeliwane stacjonarnym strumieniem czastek padajacych, celem
jest obliczenie strumienia czastek rozproszonych w danym kierunku przez
rozwiazanie réwnania Schrodingera niezaleznego od czasu.

W wersji niezaleznej od czasu fala padajaca jest opisana jako ¢y (r) =
exp(ikr) i reprezentuje czastki o pedzie hk. Fala rozproszona jest opisana
funkcja kulista f(@,qb)w; f(0,¢) nazywa sie amplituda rozproszenia.

T
Réwnanie Schrodingera ma typowa postac

LT (r) + V() (r) = o), (8)



Wymagany warunek brzegowy jest

Dilr) oo explier) + (6, 6) 22U )
Fala padajaca speinia réwnanie Schrodingera w nieobecnosci potencjatu. Fala
rozproszona spelia to réwnanie asymptotycznie (katowa czesé laplasjanu.
ktora rézniczkuje amplitude rozproszenia, wchodzi z czynnikiem %2 i szybko
maleje dla duzych r). Takie zachowanie asymptotyczne wymaga zatozenia, ze
potencjal V' maleje wystarczajaco szybko przy r dazacym do nieskonczonosci.
Warto podkresli¢, ze potencjal kulombowski maleje tylko jak % i dla niego
rozwiazania swobodne dla duzych r nie maja powyzszej postaci.

Gestosé pradu dla czastki opisanej dowolna funkcja v jest dana jako

—ih
j = — W'V — (VY™ )y]. 10
j= o [T — (V7)) (10)
Wstawienie do powyzszego wzoru fali padajacej exp(ikr) daje gestosé pradu
. hk
Jpad = m

Pomiar jest przeprowadzany tak, ze w znacznej odlegtosci od centrum
rozpraszajacego stawia sie detektor o powierzchnmi dS ustawionej prostopa-
dle do wektora wodzacego r. Potrzebna jest wiec sktadowa radialna wektora
gestosci pradu czastek rozproszonych j, = 7j. Mamy

r xrd yd z0 Odrd Oyd 0z0 0
AN AN AR A AR 11
v r8x+r8y+r82 8r8x+87’8y+87“82 or (11)

-
Otrzymujemy wiec

—ilh . exp(—ikr) 0 .exp(ikr) O . exp(—ikr)

f f

i exp(ikr)
2m r or r or r

. hk o
JT = ] = mrz |f‘ N
(12)
Strumien czastek rozproszonych skierowanych na powierzchnie dS wynosi
wiec j,dS = IE|f2dS = E|f|2dQ), gdzie % = dQ jest katem brylowym.
Stosunek strumienia czastek rozproszonych skierowanych na powierzchnie
dS (czyli rozproszonych do kata brylowego d?) do gestosci pradu czasstek

padajacych nazywa si¢ rézniczkowym przekrojem czynnym do

)

do = |f(0, ¢)]2dS). (13)



Jest to wielko$¢ majaca miano powierzchni i charakteryzujaca intensywnosé
rozpraszania. Mozna podejrzewac, ze jest rzedu rozmiaréw czastki rozpraszajacej
(tu bedacej zrédlem potencjatu V'), ale taka intuicja moze by¢ mylaca. W
fizyce czastek elementarnych uzywa sie jednostki 1 barn=10"2% m?.

Celem teorii jest wiec obliczenie amplitudy rozproszenia. Napiszmy rownanie
Schrodingera w postaci

(E — Ho)ty = Vy, (14)
gdzie Hj jest operatorem energii kinetycznej, lub zamiast tego rownania
1
= — V. 15
(" ¢k+E—HO—I—ie (% (15)

Réwnanie to jest znane jako réwnanie Lippmanna-Schwingera.

Aby operator odwrotny w powyzszym réwnaniu istnial, nalezy okresli¢
sposob potraktowania osobliwosci; tu dodano w mianowniku poprawke uro-
jona o dowolnie malej dodatniej czesci urojonej € - uzasadnienie poprawnosci
tego postepowania pojawi sie pézniej. Po prawej stronie pojawil sie wektor
ox- wektor wektor wlasny Hy. ktéry stanowilby peine rozwigzanie dla V' = 0.
W reprezentacji potozeniowej roéwnaie to ma postac

() = (elon) + (el [ @ )@V, (16)
lub po prostu
3,./ 1 ! / /
Yi(r) = ¢ (r) + /d r <r|m|r YWV (") (r'); (17)

¢x(r) = exp(ikr). Operator m lub jego element macierzowy nazywa sie
operatorem (funkcja) Greena albo propagatorem. Pojawila sie ona przy zami-
anie rownania rézniczkowego na catkowe. Odpowiedni dobér funkeji Greena
i rozwiazania swobodnego ¢, gwarantuja spelnienie wlasciwych warunkéow
brzegowych.

Obliczenie funkcji Greena mozna przeprowadzi¢ nastepujaco. Wstawmy
wewnatrz elementu macierzowego operator jednostkowy w postaci ﬁ [ d3q|dq) (24,

biora pod uwagg, ze (r|¢q) = exp(iqr). Otrzymamy

1 , 1 5 expliq(r — )]
ey = d 18
<I" E— H, +i6|r> (271')3 / h;k;Q _ h;qQ —f-Z’E’ ( )



B2k2
2m

w postac1 . Oznaczmy roboczo R =r —r/. Otrzymamy

gdzie podstawiono E= i wartos¢ wlasng operatora Hy dla funkcji ¢q(r)

= 1 ) = 1 —2m 3, expliqR] _
E — Hy + ie (27r)3 h? Q> — k2 — i€

—2m expligRcos O] , .
/ dq/ d@ " 4o 212 _id q°sin O, (19)

gdzie wprowadzono wspéhrzedne kuliste (¢, 0, @), a ¢ formalnie rézni sie od
€ o staly czynnik i tez jest dowolnie mala stala dodatnia. Catke po ® mozna
wykonaé¢ natychmiast (daje 27), a catke po © wykonuje si¢ podstawiajac
cos © = u. Wynik ma postac

1 —2m [ qdq
(2m)2 h%R Jo @2 — k2 —i

w [exp(iqRR) — exp(—iqR)] (20)

Ostatnia calka jest suma dwdch calek, zawierajacych odpowiednio exp(igR) i
exp(—igqR). W drugiej z nich podstawia sie ¢’ = —¢q i calka przyjmuje postaé
taka jak pierwsza, z tym ze granice sa od —oo do zera. Otrzymuje sie wiec

1 —2m o d

2 TR o q_qk;]exp(lqR) (21)
Ostatnia catke mozna obliczy¢ traktujac ¢ jako zmienna zespolona. Poniewaz
R > 0 (poza jednym punktem) funkcja wykltadnicza szybko zmierza do zera
dla ¢ lezacych w gdrnej pdlplaszezy znie gdy |g| — oo. Dlatego wartos$é catki
po tuku promieniu dazacym do nieskonczonosci i kacie zmieniajacym sie od
0 do 7 zmierza do zera i ten tuk mzna bezkarnie dotozy¢ do osi rzeczywistej,
zamykaja kontur catkowania.

Funkcja podcatkowa posiada dwa bieguny: jeden w gérnej pétptaszczyznie
w punkcie ¢ = k411, drugi w dolnej péiptaszczy znie w punkcie —k—in, gdzie
7 jest dowolnie mata liczba dodatnia. Zastosowanie twierdzenia Cauchy’ego
dla wspomnianej krzywej w gornej po6 Iplaszczy,znie daje funkcje Greena

1 1 —2m

- / J—
<r|E—HO—|—ie|r> 2mi lim(q k)

q
@22 hY%R™ 4k — k2 —
—m exp[ik!r —1'[]

2rh?  |r — /|

exp(%qR)

.(22)



Roéwnanie catkowe przyjmuje wie postac

o [P v ene. @)

r—r|

Poniewaz r’, formalnie przebiegajac cala przestrzen, praktycznie wpltywa na
catka tylko w ograniczonym obszarze, gdzie V (r') jest istotnie rézny od zera,
podczas gdy 7 jest znacznie wieksze, Asymptotyczna posta¢ funkcji falowej
dla duzych r mozna napisa¢, przyblizajac [r —r'| = r —r'T w liczniku i przez
r w mianowniku. Stad

exp(ikr) —

¢k(r) ~r—oo ¢k(r) + 9 h2

/ & exp[—ik ]V () (), (24)

gdzie wektor k' = kT jest wektorem falowym stanu po rozproszeniu: ma
dlugosé k i1 kierunek wektora wodzacego r. Amplituda rozproszenia ma
postac

PO K) = g [ @ exp[—ik'¥ ]V (). (25)
Jesli wektor k skierowany jest wzdtuz osi z, amplituda rozproszenia staje sie
funkcja katow 6 i ¢.

Réwnanie Lippmanna Schwingera mozna poddaé iteracji i uzyska¢ przy-
blizone rozwiazania. Istota przyblizenia polega na tym, ze w zerowym przy-
blizeniu (trywialnym) rozwigzaniem jest sama fala padajaca, a rozwigzanie w
przyblizeniu n-tym otrzymuje si¢ wstawiajcac pod catke rozwiazanie uzyskane
w przyblizeniu n — 1-ym. Taki ciag przyblizen daje rozwiazanie w postaci
szeregu, zwanego szeregiem, Borna, a kolejne kroki - pierwszym, drugim ...
przyblizeniem Borna. Postepowanie takie moze przyblizac¢ Sciste wyniki dla
duzych energii zderzenia FE, stabych potencjaéw V' i malych katéw rozprasza-
nia. W pierwszym przyblizeniu Borna otrzymujemy amplitude rozproszenia
W postacci

fBl (k/

= / & exp[—ik'r']V (') exp(ikr). (26)

Jako przykiad wezmy ekranowany potencjal kulombowski, rozwazany wczesnie;j.
Amplituda rozproszenia w przyblizeniu Borna ma postaé

Q102
4megr!

AU k) = —m /d37"’exp[—ik’r’] exp(—yr') exp(ikr’). (27)

orh?
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Calkowanie wykonuje sie w zmiennych sferycznych r’', 8, ¢, przyjmujac kierunek
k — Kk’ jako ¢$ z’. Wynik ma postac

— A
f ( 9 ) 27Th2 47T€[) ,}/2 + (k _ k/)2

(28)

Wylaczajac ekranowanie kladzie sie v = 0. Wektory k i k’ tworza tréjkat
réwnoramienny, a kat pomiedzy nimi wynosi 6, |k — kK’| = 2k sin g. Przekrd;
czynny ma postac

do 11,/ 2 _
PP =

QIQQ 2 m2

4reg ” Aptsin?

7 (29)

gdzie ped p = hk. Wzor ten znany jest jako wzor Rutherforda. Ciekawe,
ze jest to wynik $cisty (uzyskany w bardziej skomplikowanych kwantowych
obliczeniach wlasciwych dla potencjatu kulombowskiego), bedacy réwnoczesnie
identyczny z wynikiem obliczenn mechaniki klasycznej.

2 Zderzenia w jednym wymiarze

Dla zderzen w jednym wymiarze formalizm powyzszy przyjmuje uproszczona
forme, cho¢ z pewnymi modyfikacjami. Réwnanie Lippmanna-Schwingera
przyjmuje postac

Yrp(x) = exp(ikx) +/dm’(x\E _h21 )V (2" )i (2). (30)

2m dx?

Funkcje Greena pod catka mzna obliczy¢ podobnie jak w przypadku tréjwymiarowym.
Wstawmy pod calke operator jednostkowy % [ dq|ég) (1|, pamictajac, ze
(x]1hy) = exp(igr). Otrzymamy

1 o) = 1 -2m p exp(iq(z — ')
21 K2 qq2—k2—ie”

(]

31
—EE <>

gdzie E = h; nkj’ k > 0, a € jest dowolnie malca liczba dodatnia (propor-
cjonalng o epsilon)). Bieguny funkcji podcatkowej leza, jak poprzednio w
pierwszej ¢wiartce, powyzej wartosci k, i w trzeciej ¢wiartce, ponizej wartosci

—Fk. Nalezy teraz zamknac¢ kontur calkowania tak, aby nie zmieni¢ wartosci

9



catki. Jedli x — 2’ > 0, zamykamy kontur w gérnej potplszcezy znie, bo na tuku

funkcja podcatkowa zmierza do zera, i liczymy residuum w biegunie ¢ = k-+in
(1 tez jest dowolnie malca liczba dodatnia); sama catka ma wartosé
. . / 1
2miexplik(x — x )]% (32)

W przypadku x — 2’ < 0 nalezy zamka¢ kontur w dolnej pétplaszczy znie i
(33)

obliczy¢ residuum w g = —k — in, dajawartos$¢ catki
1
-2k

—2miexp|—ik(z — 2')]

Ostatecznie funkcja Greena daje sie zapisaé¢ jako
1 , —im , ,
(ol a') = 5 explikle — /) (34)
~ om do? + 1€
(35)

Réwnanie Lippmanna-Schwingera przybiera postac
. _Zm / . / / /
Yp(x) = exp(ikz) + hzk/dx exp(ik|x — ')V (2") g (2").

We zmy szczegdlny przypadek potecjatu typu delty Diraca V(z) = Ao(z). W
tym przypadku réwnanie przybiera postac

—1im

. (36)

al@) = explika) + i Aexp(ikla])uu(0).

Dla x > 0 funkcja ma postaé
Ule) = caplika) 1+ X 0)) (37)
adlaxr <0 ,
Ui () = exp(ikx) + %)\ exp(—ikx)yy(0). (38)
Zmierzajac z x do zera w dowolnym z powyzszych 2 réwnan, otrzymujemy
0(0) = 1 (3
2k



Rozwigzanie swobodne exp(ikz) jest fala padajaca. Amplituda fali odbitej
Wynosi

—im\
h’k ( 40)
imA’
1+ 53
a amplituda fali przepuszczonej
1
— 41)
imA (
L+ 55

Poniewaz amplituda fali padajacej jest rowna 1, kwadraty wartosci bezwzglednych
powyzszych dwéch amplitud daja odpowiednie prawdopodobienstwa. Oczywiscie
wyniki te mozna takze dosta¢ bez odwotywania sie do teorii funkcji Greena.

3 Ogodblna postaé funkcji Green w przypadku
jednowymiarowym

Otrzymana wyzej posta¢ funkcji Greena, wtasciwa do opisu zderzenia, nalezy
do szerszej klasy funkcji Greena. Warunek definiujacy funkcje Greena dla
operatora energii mozna napisa¢ w postaci

(E— —— —V(2)G(z,2') = 6(x — o), (42)

gdzie dopuszczono obecnos¢ jakiegos potencjtu V' w hamiltonianie. Dla op-
eratora po lewej stronie mozna napisa¢ rownanie

(B~ 5 = V(2)f(x) =0, (43)

Réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu ma dwa niezalezne rozwigzania: f(x)
i g(x). Okazuje sie, caly klase funkcji Greena mozna napisa¢ w postaci

G(z,2") = Cf(as)g(wo), (44)

gdzie C jest stala, ktéra wyznaczymy, a . = min(z,2'), = = max(z,z’)
(odpowiednio mniejsza i wigksza z liczb x,2’. Zapisana inaczej funkcja
Greena ma postaé

G(z,2') = Cl6(x — ) f(x)g(2') + O(" — x)g(x) f(2')]. (45)
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O(z) =1dlaz >0,0dlaz <0ij5 dlax=0. Pochodnej funkcji © mozna
nadac sens badaja ja pod calka z regularna funkcja F

< dO . o0 dF(z)
~ TF(@)dr = 0@)F (@)% - / @(x)Tdm—

O(x) F(x)|*,, — /O ‘“;; )i = F(00) — F(oo /F 2)dz,(46)

a wigc mozna utozsamlc z delta Diraca §(z). Pochodna delty Diraca pod
catka dziala wyrzucajac uJemn@ pochodna funkcji podcalkowej W zerze

[ 8 s, o -0

Wistawiajac postulowana postac¢ funkcji Greena do rownania, jakie ma spelniac,
i korzystaja z faktu, ze f i g sa rozwiazaniami podanego wyzej réwnania,
otrzymujemy

—h? a2

- V@Ol - ) fw)ela!) + O () f ()] =
2O 2 paygtary + L g ) +

2d@(a(;x— ') d];(xx)g(m )+ 2d@(xd/x— x) dil(xx)f(x,) _ (48)
I TN o) — gt 1)) + 20w — D gty — By

2m
Wyraz z pochodn@ delty Diraca mozna zbadaé pod catka z dowolna regularna

funkcja F'(x)
/_OO d5( >{f< )g(z') — g(2) f (&)} F(z)da = —C;ix{f(:c)g(x’) = 9(@) (&)} F (@) oo

—[dﬂi Dote) = LI = [l TR0t ~ G DS 09

Wyraz z pochodnymi funkeji delta daje wiec wklad o polowe mniejszy i z
przeciwnym znakiem niz wyraz z 26(x). Stad

B V@)ICOG — o) f@)al) + O’ — x)g(r) ()] =
2w — (T gty — ) 0y (s0)
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Ostatnie wyrazenie ma by¢ réwne 6(x — z’).Tak bedzie, jesli

dg(z)

T gy~ B 0y =1, (51)

2m - dx

Funkcja w nawiasie klamrowym nosi nazwe wyznacznika Wronskiego.

g(x) f(z
wig.p) = dor ) 43 ). (52)
dx dx
Latwo sprawdzié, ze tu W (g, f) jest stala; Istotnie, napiszmy réwnania
—* 2
(£ — S At V(z))f(z) =0,
—h? d?
(£ — S dn V(z))g(z) = 0. (53)

Pomnézmy pierwsze z réwnan przez g(x), a drugie przez f(x) i odejmijmy
stronami. Otrzymamy

fl9—19"=(f'g—fg) =0, (54)
a wiec wyznacznik Wronskiego jest staly. Stad stala C' = #’E’;ﬁ. Nieze-
rowanie sie wyznacznika Wronskiego jest wyrazem niezaleznosci rozwiazan f

ig.

Funkcja Greena otrzymana do opisu zderzenia jest tej postaci, jesi potozymy
f(x) = exp(ikx), g(x) = exp(—ikx).

Inna klase funkcji Greena otrzymamy, np. odejmuac od otrzymanej wyzej
funkcji Greena rozwigzanie C f(z)g(x)

Ga,a') = Cf(as)g(z<) — Of(2)g(a') = CO(a’ - 2)[g(2) f(2) — f(ﬂ?)g(é)gj
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