Mechanika kwantowa cz. 5

1 Operatory (macierze) gestosci

Operator gestosci (czesto uzywa sie wymiennie nazwy macierz gestosci) opisuje
tzw. mieszany stan uktadu fizycznego. Jest to uogélnienie opisu stanu przez
wektor z przestrzeni Hilberta (stan czysty). Przypadki, w ktérych wektor v
nie wystarcza do opisu, to, np.

1. sytuacja, gdy trzeba opisa¢ poduktad wigkszego uktadu, poza przypadkami
szczegdlnymi. Nie mozna, na przyklad, przypisa¢ funkcji falowej jednemu z
elektronéow w atomie wieloelektronowym;

2. sytuacja, gdy informacja o ukladzie kwantowym nie jest pelna, nie okreslono
warto$ci kompletnego zespolu niekomutujacych operatorow - wielkosci fizy-
cznych. Przyktadem moze by¢ atom wodoru, w ktorym zmierzono energie i
dtugosé orbitalnego momentu pedu, ale nie okreslono rzutu tego ostatniego.

Zamiast mowi¢, ze uklad w stanie czystym jest opisany wektorem 1,
mozna powiedzie¢, ze jest opisany operatorem rzutu P = |[¢)(¢)|na jed-
nowymierowa podprzestrzen. Nie trzeba wtedy dodawaé, ze czynnik fazowy
przy wektorze 1 jest nieistotny.

Uogdlnienie polega na tym ze uklad moze by¢ opisany réznymi opera-
torami P; z prawdopodobietistwami p; (PjP, = 6;xF;, >;p; = 1, p; > 0);
operatory P; rzutuja na ortogonalne podprzestrzenie). W ten sposéb po-
jawia sie opis probabilistyczny na dodatkowym poziomie, analogicznym do
sytuacji w fizyce klasycznej.

Wartos¢ érednia wielkosci fizycznej A w takim stanie wynika z podwéjnego
usrednienia i dana jest jako

A= pi(vilAly). (1)
J
Wartos$é¢ te mozna napisac jako

A=) (Wil Aply = TrAp, (2)
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gdzie
p=2_piP =D i)Wyl (3)

Operacja Sladu Tr jest sladem operatora (macierzy): TrX = 3;X;; =
> (;| X];). Nalezy pamiegtac, ze $lad mozna obliczaé w dowolneJ bazie.
Jedli zmienimy baze, na ¢, = Y- Uy;1; za pomoca unitarnej transformacji U,
to $lad w nowej bazie jest réwny sladowi obliczonemu w starej bazie

Z ¢J|X|¢J Z ¢k|X|¢)s Z @DleWs
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Operator p jest hermitowski, nieujemnie okreslony, tzn. jego wartosci
wilasne p; sa nieujemne, a jego $lad wynosi 1. Kwadrat operatora p ma
postac

P = ij|l/)j><¢j| > elve) (W] = ZP?W;‘)(%’\- (5)

Liczba p? = p; dla p; = 0,1. To znaczy ze p* = p jedynie w sytuacji,
gdy jeden z wspélczynnikéw p; jest réwny 1, a pozostale - 0. Wtedy p jest
operatorem rzutu na jednowymiarowa podprzestrzen i opisuje stan czysty.

Waznym przykladem opratora gestosci jest operator dla rozkladu kanon-
icznego, opisujacego uklad w réwnowadze termodynamicznej, charaktery-
zowanej temperatura bezwzgledna T'. ma on postaé

p=z""exp(—fH), (6)

gdzie H jest hamiltonianem, g = T T, kg jest stala Boltzmanna, z =
Trexp(—FH) jest czynnikiem normallzacyjnym. W bazie wektoréow wiasnych
hamiltonianu (¢, |p|t,) = 2z~ exp(—BE,) jest prawdopodobienstwem, ze en-
ergia wynisu FE,.

Réwnanie ewolucji dla operatora gestosci wynika z réwnania Schrodingera
dla wektoréw [v;(t)) 1 wektoréw sprzezonych (1);(t)]

hiwj(t» = Hlw;(t),
—in <wj< )| = (3, (t)| H. (7)



Obliczmy
d d d
(1) = S p s O ()] + 3 pyly () (0 (0)] =
LS IO 0]+ SOOI (®)

Ostatecznie mozna napisaé, uzywajac komutatora.

ih % p(t) = [H, p(1)]. (9)

Réwnanie to zwane jest rownaniem von Neumanna. Dla hamitonianu niezaleznego
od czasu mozna napisaé jego formalne rozwiazanie

plt) = expl— HHlp(0) expl - H1] (10)

(znaki w wykladnikach sa przeciwne niz w przypadku obrazu Heisenberga).
Operator gestosci mozna napisaé takze w obrazie Heisenberga (dla hamilto-
nianu niezaleznego od czasu)

pu(t) = expl Hilp(t) expl—+ HE) = p(0), (11)

a takze w obrazie oddziatywania, dla H = Hy + V()

i ?
pr(t) = expl - Hoflp(t) expl— Hof] (12)
Réwnanie ruchu w obrazie oddzialywania daje sie¢ napisa¢ jako
d d i 1
501 = 7 &Pl Hotlp(t) exp[—— Hot]
7 1 1 1 1
ﬁHOPI - ﬁpIHO + exp[ﬁHot]%[Hﬂ — pH] exp[—ﬁHoﬂ =
1 1 1
ﬁHO/)I — %/%'Ho + %[HIPI — prHjpl. (13)
Jesli skorzysta¢ z faktu ze Hy = Ho; + V; = Hy + V;, otrzymuje sie
L d
Zhapl(t) = [Vi(t), p1(1)]. (14)



Réwnanie to ma posta¢ rownania von Neumanna, z tym, ze za ewolucje
odpowiada tylko operator oddzatywania V.

Kluczowe jest dostrzezenie réznicy pomiedzy (1) stanem mieszanym p =
> pil) (4], a (2) stanem czystym ¢ = 3, ¢;|1p;), czyli migdzy niespdjna a
spéjna superpozycja stanéw.

Wartosci $rednie operatora A w obu stanach wynosza

A=TrpA=Tr ZP;‘W;‘H%M = ij<¢j|A|¢j>,
A=W A aln) =D ey Alvg). (15)
j % ik

Wida¢ zasadnicza roznice, jaka stanowi obecnos¢ wyrazow z j # k w drugiej
sumie. Prawdopodobnie te wyrazy przy pomiarze szybko usredniaja sie do
zera pod wplywem oddzialywania w otoczeniem, co ttumaczy czes¢ zagadki
pomiaru.

Niech uktad fizyczny sktada sie z dwoch podukladéw. Odpowiadaja im
przestrzenie Hilberta odpowiednio o bazach ¢; oraz x;. Iloczyny tensorowe
funkcji bazowych tworza baze przestrzeni Hilberta dla calego uktadu. Niech
caly uktad znajduje sie w stanie czystym, ktéry rozlozy¢ mozna w tej bazie
Y =37k CirPi Xk Wartos¢ srednia wielkosci fizycznej odnoszacej sig tylko do
pierwszego podukiadu wynosi

A= WIARp) =D G {xal(851 Al D lemn|dm) Xn) =
ik mn

> Crlmn (@il Aldm) (XelXn) = X GrCmi(dil Aldm) = TrpA, (16)
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gdzie pmj = >op CirCmk-

Wynik pokazuje, ze Srednig wartos¢ mozna zapisaé jako slad iloczynu op-
eratora A i operatora gestosci p, dziatajacego tylko w pierwszej przestrzeni
Hilberta. O przestrzeni drugiej mozna zapomnie¢, ale poduktadowi w przestrzeni
1 nie mozna przypisa¢ wektora stanu.

1.1 Dwuwymiarowa przestrzen Hilberta

Rozwazmy przyktad dwuwymiarowe] przestrzeni Hilberta, wiasciwej na przyktad

dla spinu %



Niech jednostkowy wektor kierunkowy ma sktadowe n = (sin € cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6).
Operator rzutu spinu na kierunek n ma posta¢ Hamiltonian ma wiec postaé

h cos 6 sin 0 exp(—i¢)
2 \ sinfexp(io) —cosf

h
5 [sin 0 cos ¢po,+sin 0 sin po,+cos o, | =

(17)
Wektory wlasne odpowiadajace odpowiednio wartosciom wiasnym :I:% maja

postac
o = < cosgexpe(—igzﬁ) ) = ( —singexlg(—iéf)) ) ‘ (18)

Sin 9 COSs 5

Dla pierwszego z nich operator gestosci stanu czystego [11)(1)1] jest reprezen-
towany przez macierz
20 0 i 0 ~
cos” 5 cos 5 sin 5 exp(—1i¢
(i i)
2

cos & sin £ exp(i¢) sin

Dowolna macierz gestosci wymiaru 2 X 2 ma posé

( cos? a TeXp(—i5)>7 (20)

rexp(if3) sin? o
gdzie o, r 1 [ sa parametrami. Réwnanie dla wartosci witasnych A ma postaé
A — A+ P11P22 — r? =0. (21)

Obie wartosci wlasne musza by¢ nieujemne, ich suma ma by¢ réwna 1, a
iloczyn nieujemny. Implikuje to, ze elementy diagonalne sa nieujemne i
sa kwadratami sinusa i kosinusa jakiegos kata «, ktory mozna wybraé¢ z
przedzialu [0, 7]. Parametr r musi spelnia¢ warunek r < |sinacosal. W
przypadku réwnosci ta ostatnia macierz gestosci pokrywa sie z macierza
gestosci stanu czystego. Istnieje wtedy kierunek (6 = 2a,¢ = f, taki, ze
rzut spinu na ten kierunek wynosi % z pewnoscia. W ogélnym przypadku
warto$¢ srednia rzutu spinu na kierunek n wynosi

_h ( cos 0 sin 0 exp(—i¢) ) ( cosa  rexp(—if) )

n = §Tr sin 0 exp(i¢) —cos rexp(if) sin” o

Z[COS 6 cos 2a + 2rsin 6 cos(B — ¢)].(22)

Ta ostatnia wartos¢ lezy w przedziale (5%, %). W szczegélnosci dla r = 0

wynosi % cos 6 cos 2a 1 nie ma kierunku, na ktéry rzut wynositby z pewnoscia
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1.2 Ewolucja ukitadu dwupoziomowego

Rozwazmy znow uklad kwantowy opisany przez hamiltonian H = Hy + V.
Dwa stany, w ktérych uktad moze sie znalezé, to wektory wiasne Hy: 91 1 9
o wartosciach wlasnych F; i Fy. Réwnanie von Neumanna ma postaé

ilip = [Ho, p) + [V, p]. (23)

Wezmy teraz elementy macierzowe obu stron réwnania wektorami (1;| i [¢y),
J k=12,

i plvr) = (Wi[Hop — pHolbr) + (;[Vp — pV|tr). (24)

Wstawmy teraz miedzy operatory energii oraz p operator jednostkowy I =

|1) (¥1|+|12) (1|, skorzystajmy z faktu, ze wektory ¢; sa wektorami wlasnymi
Hy i sa ortogonalne. Zalézy dodatkowo, ze (1;|V|¢;) = 0. Wprowadzajac

oznaczenie pj = (Y;|p|g) oraz U = (¢1|V|1)2) mozna napisa¢ réwnania

ruchu

thpir = Upay — U*Pu»
ihpra = (E1 — Eq)p1a + U(paa — p11), (25)
p11+ p2 =1

W odréznieniu od opisu z uzyciem funkcji falowych, dopuéémy, ze stan 2
moze ulec opréznieniu z predkoscia I', np. w drodze emisji spontanicznej, ale
tym razem populacja moze przejsé¢ tylko do stanu 1. Element niediagonalny
p12 tez moze ulec rozpadowi z predkoscia v; czesto v = %F. Wprowadzajac
oznaczenia A = %, W = % mozna napisac
ip11 = Wpa — Wp1z + il pas
ipog = —Wpar + W¥p1a — il'pag

ip12 = Ap1a + W (=14 2pa2) — iyp1a. (26)

W przypadku braku relaksacji (I' = v = 0) rozwiazania odtwarzaja oscylacje
Rabiego. W innym przypadku pojawiaja sie oscylacje gasnace, a zasad-
nicza nowoscia jest, ze ustala sia stan stacjonarny; rozwiazania stacjonarne
mozna dostaé¢ ktadac pochodne po lewej stronie réwne zero. Wyznaczajac



p12 7 ostatniego z rownan, bioraac pa; = pi; 1 wstawiajac do pierwszego (lub

drugiego) z réwnan dostajemy miedzy innymi
2y|W?

LW+ (A% +97)

p22 = (27)

Prawdopodobienstwo pss obsadzenia stanu 2 jest mniejsze od % Jesli stan
1 jest stanem podstawowym atomu w towarzystwie jednego fotonu, stan 2
jest stanem wzbudzonym atomu, a V' oddzialywaniem z polem laserowym,
oznacza to, ze nawet najsilniejszym polem V' w rezonansie (A = 0) nie mozna
osiagna¢ inwersji obsadzen - do tego potrzebny jest udzial trzeciego stanu.

1.3 Funkcja Wignera

Funkcja Wignera dla czastki w jednym wymiarze zdefiniowana jest jako

“7]7 _n ﬂ
W) =5 [ el Pl ~ Dok + D (28)

Wartoséé érednia polozenia wynosi

v =Trap= [(elepla)ds = [ wlalpla)d, (29)

a wiec (x|p|r) jest gestoscia rozkladu potozen. W przypadku stanu czys-
tego (z|plz) = (z|v)(Y|r) = |¢(x)|* Podobnie (p|p|p) jest ggstoscia rozktadu
pedow.

Calka

/_O:o W(z,p)dp = o h/ dp exp| ZL [z — f|p|$_|_ 2>d7]dp—
/5(77 T — §|p|x + §>d7] = (x|p|z) (30)

daje gestosé¢ rozktadu potozen.
Podobnie calka

> T npy, M n
| W pyde = o / dzexp[ ) ( = 2lple + 2)dn
o [ dudvexplL (v~ w)(ulplv) =

/ dudv(plu)(ulp|o)(v]p) = (plolp),  (31)
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gdzie dokonano zamiany zmiennych: z — 2 = u, z + § = v, dvdn = dudv.
Otrzymano wiec gestos¢ rozkladu peddw.

Przez klasyczna analogie mozna by oczekiwaé, ze funkcja Wignera jest
lacznym rozkladem potozen i pedéw. Niestety zasada nieoznaczonosci wyk-
lucza istnienie takiego rozktadu. Wyrazem tego jest fakt, ze funkcja Wignera
ma prawo przyjmowac¢ wartosci ujemne. W obszarach zmiennych z i p, gdzie
W (z,p) < 0 uklad nie zachowuje sie analogicznie do klasycznego.

Jako przyktad funkxcje Wignera mozna tatwo obliczy¢ dla stanu czystego
. . 22
opisanego funkcja gaussowska 1(x) = \/al—% exp(—2z), p = [V) (V|

11 ipn (z— 1) (x+2)?
= ———— d _— B Es— —_—— | —
W(x,p) 27%0\/%/ nexp( 7 ) exp] 12 ] exp] P ]
1 22 p?20?
%GXP[—ﬁ] eXP[—T]- (32)

Roztady potozen i rozktad pedéw sa gaussowskie. Ta funkcja Wignera jest
wszedzie dodatnia - jest to jednak przypadek wyjatkowy.

Znajac funkcje Wignera dla stanu czystego, mozna odtworzy¢ fukcje falowa
z dokladnoscia do czynnika fazowego. Jesli w takim przypadku dana jest
funkcja W (x, p) mozna obliczy¢ dla kazdego x i ustalonego xg

JWEEE ) expl o )l =

2 h
e [ (R expl B el o — o)ty =

Analogicznie dla z = xg

/W(l‘mp)dp = Y(20)Y" (20). (34)

lloraz dwéch ostatnich catek daje w(x)/v(xo).
Funkcja Wignera daje sie uogdlni¢ dla wiekszej liczby wymiaréow. W
trzech wymiarach ma postaé

W(r,p) = (27;) [l ZP) = Tiolr + Tyau. (35)



