
Mechanika kwantowa cz. 5

1 Operatory (macierze) gȩstości

Operator gȩstości (czȩsto używa siȩ wymiennie nazwy macierz gȩstości) opisuje
tzw. mieszany stan uk ladu fizycznego. Jest to uogólnienie opisu stanu przez
wektor z przestrzeni Hilberta (stan czysty). Przypadki, w których wektor ψ
nie wystarcza do opisu, to, np.
1. sytuacja, gdy trzeba opisać poduk lad wiȩkszego uk ladu, poza przypadkami
szczególnymi. Nie można, na przyk lad, przypisać funkcji falowej jednemu z
elektronów w atomie wieloelektronowym;
2. sytuacja, gdy informacja o uk ladzie kwantowym nie jest pe lna, nie określono
wartości kompletnego zespo lu niekomutuja̧cych operatorów - wielkości fizy-
cznych. Przyk ladem może być atom wodoru, w którym zmierzono energiȩ i
d lugość orbitalnego momentu pȩdu, ale nie określono rzutu tego ostatniego.

Zamiast mówić, że uk lad w stanie czystym jest opisany wektorem ψ,
można powiedzieć, że jest opisany operatorem rzutu P = |ψ〉〈ψ|na jed-
nowymierowa̧ podprzestrzeń. Nie trzeba wtedy dodawać, że czynnik fazowy
przy wektorze ψ jest nieistotny.

Uogólnienie polega na tym że uk lad może być opisany różnymi opera-
torami Pj z prawdopodobieństwami pj (PjPk = δjkPj,

∑
j pj = 1, pj ≥ 0);

operatory Pj rzutuja̧ na ortogonalne podprzestrzenie). W ten sposób po-
jawia siȩ opis probabilistyczny na dodatkowym poziomie, analogicznym do
sytuacji w fizyce klasycznej.

Wartość średnia wielkości fizycznejA w takim stanie wynika z podwójnego
uśrednienia i dana jest jako

Ā =
∑
j

pj〈ψj|A|ψj〉. (1)

Wartość tȩ można napisać jako

Ā =
∑
j

〈ψj|Aρ|ψ〉 ≡ TrAρ, (2)
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gdzie
ρ =

∑
j

pjPj ≡
∑
j

pj|ψj〉〈ψj|. (3)

Operacja śladu Tr jest śladem operatora (macierzy): TrX =
∑
j Xjj ≡∑

j〈ψj|X|ψj〉. Należy pamiȩtać, że ślad można obliczać w dowolnej bazie.
Jeśli zmienimy bazȩ, na φk =

∑
Ukjψj za pomoca̧ unitarnej transformacji U ,

to ślad w nowej bazie jest równy śladowi obliczonemu w starej bazie∑
j

〈φj|X|φj〉 =
∑
jks

U∗jk〈ψk|X|ψs〉Ujs =
∑
jks

U∗jk〈ψk|X|ψs〉Ujs =

∑
jks

〈ψk|X|ψs〉U †kjUjs =
∑
ks

〈ψk|X|ψs〉δks =
∑
k

〈ψk|X|ψk〉 (4)

Operator ρ jest hermitowski, nieujemnie określony, tzn. jego wartości
w lasne pj sa̧ nieujemne, a jego ślad wynosi 1. Kwadrat operatora ρ ma
postać

ρ2 =
∑
j

pj|ψj〉〈ψj|
∑
k

pk|ψk〉〈ψk| =
∑
j

p2
j |ψj〉〈ψj|. (5)

Liczba p2
j = pj dla pj = 0, 1. To znaczy że ρ2 = ρ jedynie w sytuacji,

gdy jeden z wspó lczynników pj jest równy 1, a pozosta le - 0. Wtedy ρ jest
operatorem rzutu na jednowymiarowa̧ podprzestrzeń i opisuje stan czysty.

Ważnym przyk ladem opratora gȩstości jest operator dla rozk ladu kanon-
icznego, opisuja̧cego uk lad w równowadze termodynamicznej, charaktery-
zowanej temperatura̧ bezwzglȩdna̧ T . ma on postać

ρ = z−1 exp(−βH), (6)

gdzie H jest hamiltonianem, β = 1
kBT

, kB jest sta la̧ Boltzmanna, z =
Tr exp(−βH) jest czynnikiem normalizacyjnym. W bazie wektorów w lasnych
hamiltonianu 〈ψn|ρ|ψn〉 = z−1 exp(−βEn) jest prawdopodobieństwem, że en-
ergia wynisu En.

Równanie ewolucji dla operatora gȩstości wynika z równania Schrödingera
dla wektorów |ψj(t)〉 i wektorów sprzȩżonych 〈ψj(t)|

ih̄
d

dt
|ψj(t)〉 = H|ψj(t)〉,

−ih̄ d
dt
〈ψj(t)| = 〈ψj(t)|H. (7)
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Obliczmy

d

dt
ρ(t) =

∑
j

pj[
d

dt
|ψj(t)〉]〈ψj(t)|+

∑
j

pj|ψj(t)〉[
d

dt
〈ψj(t)] =

1

ih̄

∑
j

pjH|ψj(t)〉〈ψj(t)|+
1

−ih̄
∑
j

|ψj(t)〉〈ψj(t)|H. (8)

Ostatecznie można napisać, używaja̧c komutatora.

ih̄
d

dt
ρ(t) = [H, ρ(t)]. (9)

Równanie to zwane jest równaniem von Neumanna. Dla hamitonianu niezależnego
od czasu można napisać jego formalne rozwia̧zanie

ρ(t) = exp[− i
h̄
Ht]ρ(0) exp[

i

h̄
Ht] (10)

(znaki w wyk ladnikach sa̧ przeciwne niż w przypadku obrazu Heisenberga).
Operator gȩstości można napisać także w obrazie Heisenberga (dla hamilto-
nianu niezależnego od czasu)

ρH(t) = exp[
i

h̄
Ht]ρ(t) exp[− i

h̄
Ht] = ρ(0), (11)

a także w obrazie oddzia lywania, dla H = H0 + V (t)

ρI(t) = exp[
i

h̄
H0t]ρ(t) exp[− i

h̄
H0t]. (12)

Równanie ruchu w obrazie oddzia lywania daje siȩ napisać jako

d

dt
ρI =

d

dt
exp[

i

h̄
H0t]ρ(t) exp[− i

h̄
H0t] =

i

h̄
H0ρI −

i

h̄
ρIH0 + exp[

i

h̄
H0t]

1

ih̄
[Hρ− ρH] exp[− i

h̄
H0t] =

i

h̄
H0ρI −

i

h̄
ρiH0 +

1

ih̄
[HIρI − ρIHI ]. (13)

Jeśli skorzystać z faktu że HI = H0I + VI = H0 + VI , otrzymuje siȩ

ih̄
d

dt
ρI(t) = [VI(t), ρI(t)]. (14)
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Równanie to ma postać równania von Neumanna, z tym, że za ewolucjȩ
odpowiada tylko operator oddza lywania V .

Kluczowe jest dostrzeżenie różnicy pomiȩdzy (1) stanem mieszanym ρ =∑
j pj|ψj〉〈ψj|, a (2) stanem czystym ψ =

∑
j cj|ψj〉, czyli miȩdzy niespójna̧ a

spójna̧ superpozycja̧ stanów.
Wartości średnie operatora A w obu stanach wynosza̧

Ā = TrρA = Tr
∑
j

pj|ψj〉〈ψj|A =
∑
j

pj〈ψj|A|ψj〉,

Ā =
∑
j

c∗j〈ψj|A
∑
k

ck|ψk〉 =
∑
jk

c∗jck〈ψj|A|ψk〉. (15)

Widać zasadnicza̧ różnicȩ, jaka̧ stanowi obecność wyrazów z j 6= k w drugiej
sumie. Prawdopodobnie te wyrazy przy pomiarze szybko uśredniaja̧ siȩ do
zera pod wp lywem oddzia lywania w otoczeniem, co t lumaczy czȩść zagadki
pomiaru.

Niech uk lad fizyczny sk lada siȩ z dwóch poduk ladów. Odpowiadaja̧ im
przestrzenie Hilberta odpowiednio o bazach φj oraz χk. Iloczyny tensorowe
funkcji bazowych tworza̧ bazȩ przestrzeni Hilberta dla ca lego uk ladu. Niech
ca ly uk lad znajduje siȩ w stanie czystym, który roz lożyć można w tej bazie
ψ =

∑
jk cjkφjχk. Wartość średnia wielkości fizycznej odnosza̧cej siȩ tylko do

pierwszego poduk ladu wynosi

Ā = 〈ψ|A|ψ〉 =
∑
jk

c∗jk〈χk|〈φj|A|
∑
mn

|cmn|φm〉|χn〉 =

∑
jkmn

c∗jkcmn〈φj|A|φm〉〈χk|χn〉 =
∑
jkm

c∗jkcmk〈φj|A|φm〉 = TrρA, (16)

gdzie ρmj =
∑
k c
∗
jkcmk.

Wynik pokazuje, że średnia̧ wartość można zapisać jako ślad iloczynu op-
eratora A i operatora gȩstości ρ, dzia laja̧cego tylko w pierwszej przestrzeni
Hilberta. O przestrzeni drugiej można zapomnieć, ale poduk ladowi w przestrzeni
1 nie można przypisać wektora stanu.

1.1 Dwuwymiarowa przestrzeń Hilberta

Rozważmy przyk lad dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta, w laściwej na przyk lad
dla spinu 1

2
.
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Niech jednostkowy wektor kierunkowy ma sk ladowe n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).
Operator rzutu spinu na kierunek n ma postać Hamiltonian ma wiȩc postać

h̄

2
[sin θ cosφσx+sin θ sinφσy+cos θσz] =

h̄

2

(
cos θ sin θ exp(−iφ)

sin θ exp(iφ) − cos θ

)
.

(17)
Wektory w lasne odpowiadaja̧ce odpowiednio wartościom w lasnym ± h̄

2
maja̧

postać

ψ1 =

(
cos θ

2
exp(−iφ)
sin θ

2

)
, ψ−1 =

(
− sin θ

2
exp(−iφ)

cos θ
2

)
. (18)

Dla pierwszego z nich operator gȩstości stanu czystego |ψ1〉〈ψ1| jest reprezen-
towany przez macierz(

cos2 θ
2

cos θ
2

sin θ
2

exp(−iφ)
cos θ

2
sin θ

2
exp(iφ) sin2 θ

2

)
. (19)

Dowolna macierz gȩstości wymiaru 2× 2 ma posć(
cos2 α r exp(−iβ)

r exp(iβ) sin2 α

)
, (20)

gdzie α, r i β sa̧ parametrami. Równanie dla wartości w lasnych λ ma postać

λ2 − λ+ ρ11ρ22 − r2 = 0. (21)

Obie wartości w lasne musza̧ być nieujemne, ich suma ma być równa 1, a
iloczyn nieujemny. Implikuje to, że elementy diagonalne sa̧ nieujemne i
sa̧ kwadratami sinusa i kosinusa jakiegoś ka̧ta α, który można wybrać z
przedzia lu [0, π

2
]. Parametr r musi spe lniać warunek r ≤ | sinα cosα|. W

przypadku równości ta ostatnia macierz gȩstości pokrywa siȩ z macierza̧
gȩstości stanu czystego. Istnieje wtedy kierunek (θ = 2α, φ = β, taki, że
rzut spinu na ten kierunek wynosi h̄

2
z pewnościa̧. W ogólnym przypadku

wartość średnia rzutu spinu na kierunek n wynosi

s̄n =
h̄

2
Tr

(
cos θ sin θ exp(−iφ)

sin θ exp(iφ) − cos θ

)(
cos2 α r exp(−iβ)

r exp(iβ) sin2 α

)
=

h̄

2
[cos θ cos 2α + 2r sin θ cos(β − φ)].(22)

Ta ostatnia wartość leży w przedziale (−h̄
2
, h̄

2
). W szczególności dla r = 0

wynosi h̄
2

cos θ cos 2α i nie ma kierunku, na który rzut wynosi lby z pewnościa̧
h̄
2
.
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1.2 Ewolucja uk ladu dwupoziomowego

Rozważmy znów uk lad kwantowy opisany przez hamiltonian H = H0 + V .
Dwa stany, w których uk lad może siȩ znaleźć, to wektory w lasne H0: ψ1 i ψ2

o wartościach w lasnych E1 i E2. Równanie von Neumanna ma postać

ih̄ρ̇ = [H0, ρ] + [V, ρ]. (23)

Weźmy teraz elementy macierzowe obu stron równania wektorami 〈ψj| i |ψk〉,
j, k = 1, 2,

ih̄〈ψj|ρ̇|ψk〉 = 〈ψj[H0ρ− ρH0|ψk〉+ 〈ψj[V ρ− ρV |ψk〉. (24)

Wstawmy teraz miȩdzy operatory energii oraz ρ operator jednostkowy I =
|ψ1〉〈ψ1|+|ψ2〉〈ψ2|, skorzystajmy z faktu, że wektory ψj sa̧ wektorami w lasnymi
H0 i sa̧ ortogonalne. Za lóży dodatkowo, że 〈ψj|V |ψj〉 = 0. Wprowadzaja̧c
oznaczenie ρjk = 〈ψj|ρ|ψk〉 oraz U = 〈ψ1|V |ψ2〉 można napisać równania
ruchu

ih̄ρ̇11 = Uρ21 − U∗ρ12,

ih̄ρ̇12 = (E1 − E2)ρ12 + U(ρ22 − ρ11), (25)

ρ11 + ρ22 = 1.

W odróżnieniu od opisu z użyciem funkcji falowych, dopuśćmy, że stan 2
może ulec opróżnieniu z prȩdkościa̧ Γ, np. w drodze emisji spontanicznej, ale
tym razem populacja może przej́sć tylko do stanu 1. Element niediagonalny
ρ12 też może ulec rozpadowi z prȩdkościa̧ γ; czȩsto γ = 1

2
Γ. Wprowadzaja̧c

oznaczenia ∆ = E1−E2

h̄
, W = U

h̄
można napisać

iρ̇11 = Wρ21 −W ∗ρ12 + iΓρ22

iρ̇22 = −Wρ21 +W ∗ρ12 − iΓρ22

iρ̇12 = ∆ρ12 +W (−1 + 2ρ22)− iγρ12. (26)

W przypadku braku relaksacji (Γ = γ = 0) rozwia̧zania odtwarzaja̧ oscylacje
Rabiego. W innym przypadku pojawiaja̧ siȩ oscylacje gasna̧ce, a zasad-
nicza̧ nowościa̧ jest, że ustala sia̧ stan stacjonarny; rozwia̧zania stacjonarne
można dostać k lada̧c pochodne po lewej stronie równe zero. Wyznaczaja̧c

6



ρ12 z ostatniego z równań, bioraa̧c ρ21 = ρ∗21 i wstawiaja̧c do pierwszego (lub
drugiego) z równań dostajemy miȩdzy innymi

ρ22 =
2γ|W |2

4γ|W |2 + Γ(∆2 + γ2)
. (27)

Prawdopodobieństwo ρ22 obsadzenia stanu 2 jest mniejsze od 1
2
. Jeśli stan

1 jest stanem podstawowym atomu w towarzystwie jednego fotonu, stan 2
jest stanem wzbudzonym atomu, a V oddzia lywaniem z polem laserowym,
oznacza to, że nawet najsilniejszym polem V w rezonansie (∆ = 0) nie można
osia̧gna̧ć inwersji obsadzeń - do tego potrzebny jest udzia l trzeciego stanu.

1.3 Funkcja Wignera

Funkcja Wignera dla cza̧stki w jednym wymiarze zdefiniowana jest jako

W (x, p) =
1

2πh̄

∫ ∞
−∞

exp[
iηp

h̄
]〈x− η

2
|ρ|x+

η

2
〉dη. (28)

Wartość średnia po lożenia wynosi

x̄ = Trxρ =
∫
〈x|xρ|x〉dx =

∫
x〈x|ρ|x〉dx, (29)

a wiȩc 〈x|ρ|x〉 jest gȩstościa̧ rozk ladu po lożeń. W przypadku stanu czys-
tego 〈x|ρ|x〉 = 〈x|ψ〉〈ψ|x〉 = |ψ(x)|2 Podobnie 〈p|ρ|p〉 jest gȩstościa̧ rozk ladu
pȩdów.

Ca lka∫ ∞
−∞

W (x, p)dp =
1

2πh̄

∫ ∞
−∞

dp exp[
iηp

h̄
]〈x− η

2
|ρ|x+

η

2
〉dηdp =∫

δ(η)〈x− η

2
|ρ|x+

η

2
〉dη = 〈x|ρ|x〉 (30)

daje gȩstość rozk ladu po lożeń.
Podobnie ca lka∫ ∞

−∞
W (x, p)dx =

1

2πh̄

∫ ∞
−∞

dx exp[
iηp

h̄
]〈x− η

2
|ρ|x+

η

2
〉dη =

1

2πh̄

∫
dudv exp[

ip

h̄
(v − u)]〈u|ρ|v〉 =∫

dudv〈p|u〉〈u|ρ|v〉〈v|p〉 = 〈p|ρ|p〉, (31)
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gdzie dokonano zamiany zmiennych: x − η
2

= u, x + η
2

= v, dxdη = dudv.
Otrzymano wiȩc gȩstość rozk ladu pȩdów.

Przez klasyczna̧ analogiȩ można by oczekiwać, że funkcja Wignera jest
 la̧cznym rozk ladem po lożeń i pȩdów. Niestety zasada nieoznaczoności wyk-
lucza istnienie takiego rozk ladu. Wyrazem tego jest fakt, że funkcja Wignera
ma prawo przyjmować wartości ujemne. W obszarach zmiennych x i p, gdzie
W (x, p) < 0 uk lad nie zachowuje siȩ analogicznie do klasycznego.

Jako przyk lad funkxcjȩ Wignera można  latwo obliczyć dla stanu czystego
opisanego funkcja̧ gaussowska̧ ψ(x) = 1√

σ
√

2π
exp(− x2

4σ2 ), ρ = |ψ〉〈ψ|

W (x, p) =
1

2πh̄

1

σ
√

2π

∫
dη exp(

ipη

h̄
) exp[−

(x− η
2
)2

4σ2
] exp[−

(x+ η
2
)2

4σ2
] =

1

πh̄
exp[− x2

2σ2
] exp[−p

22σ2

h̄2 ]. (32)

Roz lady po lożeń i rozk lad pȩdów sa̧ gaussowskie. Ta funkcja Wignera jest
wszȩdzie dodatnia - jest to jednak przypadek wyja̧tkowy.

Znaja̧c funkcjȩ Wignera dla stanu czystego, można odtworzyć fukcjȩ falowa̧
z dok ladnościa̧ do czynnika fazowego. Jeśli w takim przypadku dana jest
funkcja W (x, p) można obliczyć dla każdego x i ustalonego x0∫

W (
x+ x0

2
, p) exp[

ip

h̄
(x− x0)]dp =

1

2πh̄

∫
ψ(
x+ x0 − η

2
)ψ∗(

x+ x0 + η

2
) exp[

ipη

h̄
] exp[

ip

h̄
(x− x0)]dpdη =∫

ψ(
x+ x0 − η

2
)ψ∗(

x+ x0 + η

2
)δ(η − x0 + x)dη = ψ(x)ψ∗(x0). (33)

Analogicznie dla x = x0∫
W (x0, p)dp = ψ(x0)ψ∗(x0). (34)

Iloraz dwóch ostatnich ca lek daje ψ(x)/ψ(x0).
Funkcja Wignera daje siȩ uogólnić dla wiȩkszej liczby wymiarów. W

trzech wymiarach ma postać

W (r,p) =
1

(2πh̄)3

∫
exp[

iwp

h̄
]〈r− w

2
|ρ|r +

w

2
〉d3w. (35)
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