Andrzej Raczynski
Mechanika kwantowa cz. 4

0.1 Czas zycia atomu w stanie wzbudzonym

Jesli rozpatrywaé¢ atom opisany tylko przez hamiltonian atomowy H,;, tzn.
jako uktad izolowany, to jego stany stacjonarne sa maja nieskonczony czas
zycia. Lepszym przyblizeniem jest opisanie atomu w oddzialywaniu z polem
promieniowania, nawet jesli nie padaja na atom zadne fotony. Opisany jest
wtedy przez hamiltonian w przyblizeniu dipolowym z oddzialywaniem eEr
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gdzie " h.c” oznacza sprzezenie hermitowskie poprzedzajacej czesci. Dwa pier-
wsze sktadniki tworza hamiltonian niezaburzony H,. Stany, miedzy ktorymi
zachodzi przejscie, to [1;)]|0) czyli stan stan atomowy o wyzszej energii i
proznia fotonowa oraz —)y) k), czyli stan atomowy o nizszej energii i
jeden foton o liczbach kwantowych kA. Stan poczatkowy nie jest stanem
wlasnym pelego hamiltonianu (lecz hamiltonianu Hy), nie jest wiec stanem
stacjonarnym i mozliwe jest przejscie do innego stanu. Element macierzowy
opisujacy przejscie to
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gdzie skorzystano z tego, ze (kA|ajy/|0) = Owdan. Prawdopodobieristwo
przejscia na jednostke czasu wynosi wigc
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W doswiadczeniu zbiera sie sygnal z pewnego zbioru stanéw koncowych; tu
licza sie fotony z pewnego przedziatu energii i pewnego kata brylowego i o



pewnej polaryzacji. Gestosé stanow fotonowych obliczy¢ mozna nastepujaco.
Z regut kwantyzacji wektora falowego k = l T (ng, ny,n,) wynika, ze jeden

dozwolony wektor przypada na szescian o objetosci (Qf )3 w przestrzeni wek-

toréw falowych. W elementarnej objetoéci d*k = k?dkdQ =

wdw
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dS$2 znajduje

dQ V o stanow i z taka waga nalezy scatkowac prawdopodoblenstwo
przejsc1a na Jednostkg czasu. Delta Diraca wykona caltkowanie, wyrzucajac
czynnik % oraz funkcje podcatkowa o wartosci czestosci BBy Otrzymamy
wiec
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Sume po polaryzacjach mozna wykonad¢, biorac pod uwage, ze dowolny wek-

tor b mozna roztozy¢ w bazie 3 protopadlych wektoréw ey, exs oraz %
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Stad prawdopodobienstwo na jednostke czasu emisji fotonu do kata brytowego

d$) wynosi
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Jesli do catkowania po kierunkach k wybra¢ o$ z réwnolegla do elementu
macierzowego, otrzymamy
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a catkowite prawdopodobienistwo przejscia na jednostke czasu wynosi
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gdzie skorzystano z faktu, ze catka ™ d¢ [ sin® 0df = &



Jako przykiad wezmy atom wodoru i przejécie spontaniczne ze stanu o
liczbach kwantowych (nlm)=(210) do stanu podstawowego (100). Odpowied-
nie funkcje falowe maja postac

by(r) = —— exp(—), (10)
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gdzie ag jest promieniem Bohra. Element macierzowy r z tymi funkcjami
falowymi jest rézny od zera tylko dla sktadowej z i wynosi
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Wstawienie tej wartosci daje prawdopodobienstwo emisji spontanicznej na
jednostke czasu 6.33 - 10® 1/s. Prawdopodobienistwo P obsadzenia stanu
poczatkowego zmienia si¢ zgodnie z réwnaniem
dpP
dt

l/@%wcosﬁwﬂjdr$n0d0d¢::ao

~TP, (11)

a wiec P(t) = exp(—I't). Sredni czas zycia w stanie wzbudzonym mozna
obliczy¢ jako .
__ foootP(t)dt _1 12)
oo P(t)ydt T
Dla badanego przejscia w atomie wodoru 7 = 1.58 ns. Tyle samo wynosi dla
stanéw poczatkowych (nlm) = (211) i (21 — 1).

Czasy zycia roznych stanéw wzbudzonych w réznych atomach moga by¢
roznych rzedéw wielkosci. Jesli stan moze rozpadaé¢ sie do réznych standéw
koncowych, efektywny czas zycia jest odwrotnoscia sumy odwrotnosci czasow
zycia dla poszczegdlnych przej$é (dodaja sie prawdopodobienstwa, czyli odwrotnosci
czaséw zycia). Jesli przejscie dipolowe z jakiego$ stanu jest niemozliwe, moze
zachodzi¢ przejscie kwadrupolowe elektryczne i dipolowe magnetyczne, ale
sa on o kilka rzedow wielkosci mniej prawdpodobne. Ciekawostke stanowia
stany, z ktorych zadne przejscie z emisja jednego fotonu nie jest mozliwe,
np. stan 2s w atomie wodoru (200). Ten stan rozpada siee z réwnoczesng
emisja dwéch fotondéw z czasem zycia % S, co wymaga opisu w drugim rzedzie
rachunku zaburzen.



0.2 Przesuniecie Lamba

Istota efektu Lamba jest poprawka do energii stanu atomowego, wynikajaca
z oddzialywania z wirtualnymi fotonami, tzn. atom nie jest traktowany jako
izolowany, lecz znajduje sie w kapieli fotonéw wirtualnych, ktore ustawicznie
emituje i absorbuje. Rozwazamy hamiltonian postaci, tym razem w postaci
zawierajacej ped

H= Hat + Z hw ak)\ak,\ + + Z
kA

2€va ak,\ek,\p + h.c. ] (13)

Nalezy obliczy¢ poprawke do energii whasnej stanu niezaburzonego [i,,)|0),
w ktorym atom jest w stanie 1, i nie ma fotonéw. Poprawka do energii
obliczona bedzie w drugim rzedzie rachunku zaburzen niezaleznego od czasu.
Ogdélny wzér na taka poprawke do energii stanu o ma postaé

E(Q) — Z ‘Va6|2 : (14)
° = 2 E,- E;

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich stanach uktadu niezaburzonego (z
wyjatkiem stanu «). Stany posrednie § beda w tym przypadku stanami
|1s) k), w ktérych atom jest w stanie 1), 1 jest jeden foton o liczbach kwan-
towych kX. Poprawka do energii przyjmie postac
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Suma po k jest zamieniona na calke po w, suma po A wykonywana jest jak
w poprzednim przyktadzie, dajac wynik
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Calka powyzsza jest rozbiezna i poprawka wydaje sie nieskonczona. Zasad-
niczym powodem jest to, ze oddzialywanie z wirtualnymi fotonami wzigto
pod uwage dwukrotnie: nie istnieje elektron pozbawiony takiego oddziatywania,
a jego mase wzicto z doswiadczenia i w niej tkwi juz to oddzialtywanie.
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Gdyby wykonaé obliczenia analogiczne do powyzszych dla elektronu swo-
bodnego, trzeba by zamiast funkcji wodorowych wstawi¢ rozwiazania swo-
bodne v, = \Fexp[hpr] a zamiast energii F,, -energie swobodne ﬁpQ.
Poniewaz 1), sa funcjami wlasnymi p i sa one ortonormalne, poprawka wynosi

B — / dw 17
P 67r2m2eoc3 (17)
i tez jest nieskonczona. Zaktadajac, ze hipotetyczny elektron nieubrany w
pole fotonowe ma mase ”gota” myq.., mozna napisac, rozumiejac, jak dotad,
ze masa obserwowana m jest masa ubran@, czyli ta wzigta z doswiadczenia
2 2 2
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Zatem masa gota powinna by¢ zerowa, a masa obserwowana wyraza sie przez
roznicag dwoch nieskonczonych wielkosci. Taka operacja nazywa si¢ renor-
malizacja, w tym wypadku masy, i jest nieunikniona w kwantowej teorii pola.
Tak wiec hamiltonian H,; powinien mie¢ postaé
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LA S A /dw (20)
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czyli do pelnego hamiltonianu z poczatku tego podrozdzialu nalezy dodaé
ostatni sktadnik ostatniego wzoru. Poprawka do energii pochodzaca od niego
w pierwszym rzedzie rachumku zaburzen ma postac

e2

B = (gl | dlin). (21)
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Zapisuac (Ym|p?[m) jako o, (tm|P[s) (¥s|pP[thm) mozna caly poprawke do
energii zapisac jako

dw

E,—E, —hw’ (22)
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Calka dalej jest rozbiezna, ale jest to rozbieznosé¢ tylko logarytmiczna. Nie
powinny dawac istotnego wktadu czestosci wicksze od tej odpowiadajace;j



masie spoczynkowej elektronu, tzn. mTCQ Przyjmujac taka granice catkowania
otrzymuje sie

’ 2 En_ES_mCQ
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(23)
Wyrazenie powyzsze mozna oszacowac, robac nastepujace kroki:

1. pominiecie energii F,- E w liczniku pod logarytmem,

2. zastapienie roznicy energii w mianowniku pod logarytmem przez wartosé
srednia tej rézmicy,

3. skorzystanie z relacji dla podwéjnych komutatoréw

<¢m|[p7[pa at ¢m _22 |<¢m|p|¢s>|a

ktora mozna udowodnié¢ wstawiajac operator jednostkowy miedzy operatory
w rozpisanym podwdéjnym komutatorze,

4. skorzystanie z relacji

—e? _,1  eh?

V= = —(—4m)i(r).

dmeg 1T 4dme

p, [p, Hat]] = —H*

Ostateczna poprawka dla atomou wodoru ma postac

e? 1 Log mc? h2e?
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EQ +EY = AT (0)2 (24)
<> oznacza tu Srednia. Poprawka jest wiec istotna dla stanéw z zerowym
momentem pedu (1=0), tylko dla nich funkcja falowa nie znika w zerze. Na-
jbardziej spektakularnym efektem jest rozsuniecie podpoziomdéw 231 i 2p1
Efekt struktury subtelnej przewiduje tu degeneracje, bo przesuniecie subtelne
zalezy od liczby kwantowej j, ale nie od [. Oddzialywanie z wirtualnymi fo-
tonami podnosi poziom 2s1 o 4.4 ueV.

Oddzialywanie z wirtualnym pojedynczymi fotonami jest jednym z wielu,
cho¢ najprostszym efektem radiacyjnym. Istnieja tez inne, np. oddzialtywanie
z wirtualna para elektron-pozyton, emisja i absorpcja wieckszej liczby fo-
tonéw.... Efekty te sa badane w z wielka doktadnoscia metodami elektro-
dynamiki kwantowe;.



0.3 Rozpraszanie swiatla

Elementarny akt rozpraszania $wiatta polega na tym, ze na atom w stanie 1;
pada foton o liczbach kwantowych kA, a w wyniku rozproszenia atom zostaje
w stanie s i opuszcza atom foton o liczbach kwantowych k’'\'. Kierunki obu
fotonéw sa rézne (w praktyce najczesciej prostopadle). Stan koricowy atomu
moze by¢ tozsamy ze stanem poczatkowym (rozpraszanie Rayleigha) lub
rézny od niego (rozpraszanie Ramana). Proces wymaga wiec anihilacji jed-
nego fotonu i kreacji drugiego, jest wiec w najprostszym przypadku opisany
rachunkiem zaburzen drugiego rzedu. Hamiltonian ma posta¢ w przyblizeniu
dipolowym (w wersji z natezeniem pola elektrycznego)

H=Hy+V =H, + Z hw| akkakx —i— ]+ Z e/ e zwak,\emr + h.c.),
ow
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(25)
Prawdopodobienstwo przejécia na jednostke czasu w drugim rzedzie rachunku
zaburzen zawiera sume (po wszystkich stanach posrednich) wyrazéw opisujacych
przjscie przez jeden stan posredni. Startujac ze stanu [¢;)|k\) i koriczac w
stanie |¢;)|k’) nalezy przes¢ przez stan [¢),)|0) lub |¢5)|kAK'N), s # 1, f.
W pierwszej grupie stanéw mamy najpierw anihilacje fotonu padajacego, a
potem kreacje wychodzacego, a w drugiej grupie kolejnosé¢ jest odwrotna.
Prawdopodobienstwo przej$cia na jednostke czasu

|Z (sl k’X\V|0>|1/Js><¢SI<OIV!kA>!%)
E, 4+ hw—FE,
(W | (K NV kXK A1) |10) (0| (RAKL AL [V [KA) [2)5)
E;+hw— E; — hw — hw

(26)

2.2,

s ki

?0(E; + ho' — E; — hw).

Wstawienie oddzialywania V' do powyzszego wzoru daje prawdopodobienstwo
rozproszenia na jednostke czasu

21 hPww'e? wflek’)\/r|¢s><¢S|ek>\r|wz>
27
h (2¢9V)? ‘Z E; + hw— E, (27)

Z <¢f|ek,\1‘|¢s><¢s|ekwr|¢i>

oA - ?0(E; + ho' — E; — hw).

s

Na przyklad, gdyby foton padat z kierunku osi x i mial polaryzacje wzdtuz
osi z, a badano by rozproszenie w kierunku osi y fotonu z polaryzacja x
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otrzymano by

27r hww' (Vp|z|hs) (o] 2[10s)
(260V)? |Z E,+hw— E, + (28)
ZWZ;’Z‘_w%szS'xwr 5(Ey + ' — Ey — ).

s

0.4 Modelowa fotojonizacja

Opis Einsteina efektu fotoelektrycznego zewnetrznego przewiduje skwantowanie
energii fotonéw, ale nie pozwala na ilosciowe przewidywanie natezenia fo-
toelektronow ani kierunku ich fotoemisji. Mozna takie przewidywania uzyskaé
w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen, nawet biorac klasyczne pole monochro-
matyczne. Niech hamiltonian ma postac

H = Hy + eEor2 cos(wt). (29)

Prawdopodobienstwo fotojonizacji na jednostke czasu mozna obliczy¢ wedtug
WZzoru

27;T\<¢p’€E0rWi>\25(Ep — E; — hw), (30)

gdzie 1; 11, sa wektorami wiasnymi hamiltonianu atomowego H,, do wartosci
wilasnych F; i Ep. Element macierzowy w powyzszym réwnaniu trudno jest
policzy¢, gdyz nawet dla atomu wodoru funkcje wlasne widma ciaglego nie
wyrazaja sie przez funkcje elementarne. Mozna zrobi¢ przyblizenie, zastepujac
je przez rozwiazania swobodne \Fexp(hpr) ktore nie ”"czuja” potencjatu
kulombowskiego. Niech stan poczatkowy jest stanem podstawowym atomu
wodoru. Wtedy catkowanie mozna wykonac

! ! exp(—i)d:gr =

1
/V\/VeXp(_hpr)rm ao
\/_\/EZTLV/ 2dr/ sm@d@/ d(bexp[——o—ﬁprcosﬁ]

0 r 1 @
—hV 27r/ r2dr exp(—— / exp(—=pru)du =
\/_\/E p(= ) | expl=gpru)
1 1

V7 et

h 00
ihVPQWPZ/O r eXp(—;O) sin %




1 h o0 -1
— 1hV,2m—2(—h §R/ exp|(— + —=p)r|dr =
T e 2R R [ el o
1 1 h d 1
— ihVp2r—2(—h) —R4+———7F— =
4 ﬂag p dp a0 — wP
-2 1
4mh3 — =
\/_\/Wao P agh? (%—F%)Z
—32mi 9] (31)
\/_ \/Wag hag % + %)3
Prawdopodobienstwo jonizacji na jednostke czasu wynosi
2 1 10247%e?  (Egp)?
" 3 27T e | 0P)2 6(Ex — Ei — hw). (32)
h Vmad  hoa? ((% + 556
a0

Sumowanie po stanach koncowych wykonuje sie wedlug podobnej filozofii,
jak dla emisji spontanicznej. Na jeden dozwolony wektor falowy w stanie

3
koncowym przypada obj@tos’é @ w przestrzeni wektorow falowych. Na
objetosé¢ d*k przypada C{ o d3k wektoréw i z taka waga nalezy scalkowaé

prawdopodobienstwo na jednostke czasu. Po zamianie zmiennych, pamietajac,
2

ze By = 2 otrzymujemy wagg
v v v
&l = 2dpd) = ———pmd EydS
(27)3 @rhyt P (2rhyst e (33)

Delta Diraca wykona catkowanie po energiach dajac posta¢ prawdopodobienstwa
fotojonizacji na jednstke czasu do kata brylowego df) wynosi

1 2w1024n%2 (Eop)> V
1

V7ra0 h h2a0 ( + %)6 (QWh)gpmdQ, (34)

(ag

gdzie za energi¢ konicowa nalezy wstawi¢ E; + hw. Objetos¢ kwantyzacji V'
skraca sie. Prawdopodobienstwo na jednostke czasu proporcjonalne jest do
kwadratu natezenia pola elektrycznego fali. Kierunek wyrzucenia fotoelek-
tronu okeslony jest przez kwadrat kosinusa kata miedzy tym kierunkiem a
kierunkiem wektora polaryzacji fali. Ponizej progu. tzn. dla E; + hw < 0
efektu nie ma (argument delty Diraca si¢ nie zeruje).
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Przyblizony opis stanu konicowego zawodzi dla malyych energii fotoelek-
tronu. Z wyprowadzonego wzoru wynika, ze w poblizu progu czyli dla matych
energii prawdopodobienstwo zachowuje sie jak p%, podczas gdy w rzeczy-
wistosci zmierza ono do stalej. Gdyby hamiltonian napisa¢ w wersji ~ Ap,
Scisty wynik powinien by¢ taki sam, ale dla przyblizonych funkcji tak nie jest.

W bardzo silnych polach laserowych mozliwe jest fotojonizacja z absorpcja
wielu fotonéw, co wymaga opisu w wyzszych rzedach rachunku zaburzen lub
metod nieperturbacyjnych.

0.5 Efekt Aharonova-Bohma

Efekt Aharonova-Bohma z udzialem pola magnetycznego polega na mody-
fikacji obrazu interferencji fal czastki naladowanej przez wlaczenie pola mag-
netycznego w obszarze, do ktérego czastka nie wchodzi. 7 jednej strony
jest uznawany za dowdd fizycznego sensu potencjaléw (cho¢ w fizyce klasy-
cznej uwaza sig, ze potencjaly maja charakter pomocniczy, natomiast pomi-
arowi podlegaja natazenia i indukcje pola elektrycznego i magnetycznego).
7, drugiej strony widzi sie nim potwierdzenie nielokalno$ci mechaniki kwan-
towej, tzn. faktu, ze na zachowanie czastki ma wplyw nie tylko to, co dzieje
sie w jej najblizszym sasiedztwie, lecz takze oddzialywania w odleglych nawet
obszarach.

WeZzmy wiazke elektronéw obiegajaca z dwdch stron nieskonczenie diuga
zwojnice, w ktorej ptynie prad elektryczny. Wewnatrz zwojnicy powstaje pole
magnetyczne o indukeji B, natomiast na zewnatrz zwojnicy B = 0. Potencjat
wektorowy A na zewnatrz zwojnicy nie jest rowny zero - tam Vx A = B = 0,
tzn. pole A jest potencjalne i mozna napisa¢ A = Vy, gdzie

x(r) = /r: Adr, (35)

gdzie krzywa calkowania mozna zmienia¢ dowolnie, byle wszystkie krzywe
przebiegaly z tej samej strony zwojnicy.

Jesli znane sa rozwiazania dla elektronow biegnacych z obu stron zwojnicy
w nieobecno$ci pola magnetycznego, tzn. rozwiazania rownania

p2

z'h;)twj(r,t) = %wj(r,t) + U(r)1,(r, 1), (36)
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J = 1,2, to w obecnosci tego pola réwnanie jest spelione dla 1

[p+eA(r)]?

o
it ) = P B 1) + U0 1), (37)
gdzie .
W (r,t) = 1 (r, 1) exp[—% A (38)

Krzywa C; biegnie z j-tej strony zwojnicy. Rdznica faz miedzy dwiema
wiazkami wynosi wiec

e [T r e

A +S [ A@)d = - ](A(r’)dr’ =% [ UxAd' = o,

h ro,C1 n ro,Co h

gdzie ®p jest strumieniem indukcji B przez przkrdj zwojnicy. Zmieniajac

natezenie pradu plynacego przez zwojnice mozna zatem przesuwaé prazki
intereferencyjne, co zaobserwowano doswiadczalnie.
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