
Andrzej Raczyński
Mechanika kwantowa cz. 4

0.1 Czas życia atomu w stanie wzbudzonym

Jeśli rozpatrywać atom opisany tylko przez hamiltonian atomowy Hat, tzn.
jako uk lad izolowany, to jego stany stacjonarne sa̧ maja̧ nieskończony czas
życia. Lepszym przybliżeniem jest opisanie atomu w oddzia lywaniu z polem
promieniowania, nawet jeśli nie padaja̧ na atom żadne fotony. Opisany jest
wtedy przez hamiltonian w przybliżeniu dipolowym z oddzia lywaniem eEr

H = Hat +
∑
kλ

h̄ω[a†kλakλ +
1

2
] +

∑
kλ

[e

√
h̄

2ε0ωV
(iωakλekλr + h.c.], (1)

gdzie ”h.c” oznacza sprzȩżenie hermitowskie poprzedzaja̧cej czȩści. Dwa pier-
wsze sk ladniki tworza̧ hamiltonian niezaburzony H0. Stany, miȩdzy którymi
zachodzi przej́scie, to |ψi〉|0〉 czyli stan stan atomowy o wyższej energii i
próżnia fotonowa oraz —ψf〉|kλ〉, czyli stan atomowy o niższej energii i
jeden foton o liczbach kwantowych kλ. Stan pocza̧tkowy nie jest stanem
w lasnym pe lnego hamiltonianu (lecz hamiltonianu H0), nie jest wiȩc stanem
stacjonarnym i możliwe jest przej́scie do innego stanu. Element macierzowy
opisuja̧cy przej́scie to

〈ψf |〈kλ|
∑
k′λ′

√
h̄

2ε0ω′V
(−iω′)a†k′λ′e

∗
k′λ′er|0〉|ψi〉 = −i

√
h̄ω

2ε0V
e〈ψf |e∗kλr|ψi〉,

(2)
gdzie skorzystano z tego, że 〈kλ|a†k′λ′ |0〉 = δkk′δλλ′ . Prawdopodobieństwo
przej́scia na jednostkȩ czasu wynosi wiȩc

2π

h̄

h̄e2ω

2ε0V
|〈ψf |e∗kλr|ψi〉|2δ(Ef + h̄ω − Ei). (3)

W doświadczeniu zbiera siȩ sygna l z pewnego zbioru stanów końcowych; tu
licza siȩ fotony z pewnego przedzia lu energii i pewnego ka̧ta bry lowego i o
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pewnej polaryzacji. Gȩstość stanów fotonowych obliczyć można nastȩpuja̧co.
Z regu l kwantyzacji wektora falowego k = 2π

l
(nx, ny, nz) wynika, że jeden

dozwolony wektor przypada na sześcian o objȩtości (2π
l

)3 w przestrzeni wek-

torów falowych. W elementarnej objȩtości d3k = k2dkdΩ = ω2dω
c3
dΩ znajduje

siȩ ω2dω
c3
dΩ V

(2π)3
stanów i z taka̧ waga̧ należy sca lkować prawdopodobieństwo

przej́scia na jednostkȩ czasu. Delta Diraca wykona ca lkowanie, wyrzucaja̧c
czynnik 1

h̄
oraz funkcjȩ podca lkowa̧ o wartości czȩstości

Ei−Ef

h̄
. Otrzymamy

wiȩc
2π

h̄

h̄ωe2

2ε0V

ω2

h̄c3

V

(2π)3
dΩ

∑
λ

|〈ψf |e∗kλr|ψi〉|2 (4)

Sumȩ po polaryzacjach można wykonać, biora̧c pod uwagȩ, że dowolny wek-
tor b można roz lożyć w bazie 3 protopad lych wektorów ek1, ek2 oraz k

k

b = (e∗k1b)ek1 + (e∗k2b)ek2 + (b
k

k
)
k

k
(5)

Czyli zachodzi

|bek1|2 + |bek2|2 = |b|2 − |bk

k
|2 (6)

Sta̧d prawdopodobieństwo na jednostkȩ czasu emisji fotonu do ka̧ta bry lowego
dΩ wynosi

ω3e2

8π2ε0h̄c3
dΩ[|〈ψf |r|ψi〉|2 − |〈ψf |r|ψi〉

k

k
|2] (7)

Jeśli do ca lkowania po kierunkach k wybrać oś z równoleg la̧ do elementu
macierzowego, otrzymamy

ω3e2

8π2ε0c3
dΩ[|〈ψf |r|ψi〉|2(1− cos2 θ) sin θdθdφ, (8)

a ca lkowite prawdopodobieństwo przej́scia na jednostkȩ czasu wynosi

Γ =
ω3e2

3πh̄ε0c3
|〈ψf |r|ψi〉|2, (9)

gdzie skorzystano z faktu, że ca lka
∫ 2π

0 dφ
∫ π

0 sin3 θdθ = 8π
3

.
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Jako przyk lad weźmy atom wodoru i przej́scie spontaniczne ze stanu o
liczbach kwantowych (nlm)=(210) do stanu podstawowego (100). Odpowied-
nie funkcje falowe maja̧ postać

ψf (r) =
1√
πa3

0

exp(− r

a0

), (10)

ψi(r) =
1√
a3

0

1

2
√

6

r

a0

exp(− r

2a0

)

√
3

4π
cos θ,

gdzie a0 jest promieniem Bohra. Element macierzowy r z tymi funkcjami
falowymi jest różny od zera tylko dla sk ladowej z i wynosi∫

ψfr cos θψir
2dr sin θdθdφ = a0

28

35
√

2
.

Wstawienie tej wartości daje prawdopodobieństwo emisji spontanicznej na
jednostkȩ czasu 6.33 · 108 1/s. Prawdopodobieństwo P obsadzenia stanu
pocza̧tkowego zmienia siȩ zgodnie z równaniem

dP

dt
= −ΓP, (11)

a wiȩc P (t) = exp(−Γt). Średni czas życia w stanie wzbudzonym można
obliczyć jako

τ =

∫∞
0 tP (t)dt∫∞
0 P (t)dt

=
1

Γ
. (12)

Dla badanego przej́scia w atomie wodoru τ = 1.58 ns. Tyle samo wynosi dla
stanów pocza̧tkowych (nlm) = (211) i (21− 1).

Czasy życia różnych stanów wzbudzonych w różnych atomach moga̧ być
różnych rzȩdów wielkości. Jeśli stan może rozpadać siȩ do różnych stanów
końcowych, efektywny czas życia jest odwrotnościa̧ sumy odwrotności czasów
życia dla poszczególnych przej́sć (dodaja̧ siȩ prawdopodobieństwa, czyli odwrotności
czasów życia). Jeśli przej́scie dipolowe z jakiegoś stanu jest niemożliwe, może
zachodzić przej́scie kwadrupolowe elektryczne i dipolowe magnetyczne, ale
sa̧ on o kilka rzȩdów wielkości mniej prawdpodobne. Ciekawostkȩ stanowia̧
stany, z których żadne przej́scie z emisa̧ jednego fotonu nie jest możliwe,
np. stan 2s w atomie wodoru (200). Ten stan rozpada sieȩ z równoczesna̧
emisja̧ dwóch fotonów z czasem życia 1

7
s, co wymaga opisu w drugim rzȩdzie

rachunku zaburzeń.
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0.2 Przesuniȩcie Lamba

Istota̧ efektu Lamba jest poprawka do energii stanu atomowego, wynikaja̧ca
z oddzia lywania z wirtualnymi fotonami, tzn. atom nie jest traktowany jako
izolowany, lecz znajduje siȩ w ka̧pieli fotonów wirtualnych, które ustawicznie
emituje i absorbuje. Rozważamy hamiltonian postaci, tym razem w postaci
zawieraja̧cej pȩd

H = Hat +
∑
kλ

h̄ω[a†kλakλ +
1

2
] +

∑
kλ

√
h̄

2ε0ωV

e

m
[akλekλp + h.c.]. (13)

Należy obliczyć poprawkȩ do energii w lasnej stanu niezaburzonego |ψm〉|0〉,
w którym atom jest w stanie ψm i nie ma fotonów. Poprawka do energii
obliczona bȩdzie w drugim rzȩdzie rachunku zaburzeń niezależnego od czasu.
Ogólny wzór na taka̧ poprawkȩ do energii stanu α ma postać

E(2)
α =

∑
β 6=α

|Vαβ|2

Eα − Eβ
, (14)

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich stanach uk ladu niezaburzonego (z
wyja̧tkiem stanu α). Stany pośrednie β bȩda̧ w tym przypadku stanami
|ψs〉|kλ〉, w których atom jest w stanie ψs i jest jeden foton o liczbach kwan-
towych kλ. Poprawka do energii przyjmie postać

E(2)
m =

∑
s

∑
kλ

|〈ψm|〈0|
∑
k′λ′

√
h̄

2ε0ω′V

e

m
ak′λ′ek′λ′p|kλ〉|ψs〉|2

1

Em − Es − h̄ω
=

∑
s

∑
kλ

h̄

2ε0ωV

e2

m2
|〈ψm|ekλp|ψs〉|2

1

Em − Es − h̄ω
.(15)

Suma po k jest zamieniona na ca lkȩ po ω, suma po λ wykonywana jest jak
w poprzednim przyk ladzie, daja̧c wynik

E(2)
m =

e2h̄

6π2m2ε0c3

∑
s

∫ ∞
0
|〈ψm|p|ψs〉|2

ωdω

Em − Es − h̄ω
. (16)

Ca lka powyższa jest rozbieżna i poprawka wydaje siȩ nieskończona. Zasad-
niczym powodem jest to, że oddzia lywanie z wirtualnymi fotonami wziȩto
pod uwagȩ dwukrotnie: nie istnieje elektron pozbawiony takiego oddzia lywania,
a jego masȩ wziȩto z doświadczenia i w niej tkwi już to oddzia lywanie.
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Gdyby wykonać obliczenia analogiczne do powyższych dla elektronu swo-
bodnego, trzeba by zamiast funkcji wodorowych wstawić rozwia̧zania swo-
bodne ψp = 1√

V
exp[ i

h̄
pr], a zamiast energii Em -energie swobodne 1

2m
p2.

Ponieważ ψp sa̧ funcjami w lasnymi p i sa̧ one ortonormalne, poprawka wynosi

E(2)
p =

e2h̄

6π2m2ε0c3

p2

−h̄

∫ ∞
0

dω (17)

i też jest nieskończona. Zak ladaja̧c, że hipotetyczny elektron nieubrany w
pole fotonowe ma masȩ ”go la̧” mbare, można napisać, rozumieja̧c, jak dota̧d,
że masa obserwowana m jest masa̧ ubrana̧, czyli ta̧ wziȩta̧ z doświadczenia

p2

2m
=

p2

2mbare

− p2

2

e2h̄

3π2m2ε0c3

1

h̄

∫ ∞
0

dω, (18)

lub
1

m
=

1

mbare

− e2h̄

3π2m2ε0c3

1

h̄

∫ ∞
0

dω. (19)

Zatem masa go la powinna być zerowa, a masa obserwowana wyraża siȩ przez
różnicaȩ dwóch nieskończonych wielkości. Taka operacja nazywa siȩ renor-
malizacja̧, w tym wypadku masy, i jest nieunikniona w kwantowej teorii pola.

Tak wiȩc hamiltonian Hat powinien mieć postać

Hat =
p2

2mbare

+ U =
p2

2m
+ U +

p2

2

e2

3π2m2ε0c3

∫ ∞
0

dω (20)

czyli do pe lnego hamiltonianu z pocza̧tku tego podrozdzia lu należy dodać
ostatni sk ladnik ostatniego wzoru. Poprawka do energii pochodza̧ca od niego
w pierwszym rzȩdzie rachumku zaburzeń ma postać

E(2)′

m = 〈ψm|
p2

2

e2

3π2m2ε0c3

∫ ∞
0

dω|ψm〉. (21)

Zapisua̧c 〈ψm|p2|ψm〉 jako
∑
s〈ψm|p|ψs〉〈ψs|p|ψm〉 można ca la̧ poprawkȩ do

energii zapisać jako

E(2)
m + E(2)′

m =
e2

6π2m2ε0c3

∑
s

|〈ψm|p|ψs〉|2(Em − Es)
∫ dω

En − Es − h̄ω
. (22)

Ca lka dalej jest rozbieżna, ale jest to rozbieżność tylko logarytmiczna. Nie
powinny dawać istotnego wk ladu czȩstości wiȩksze od tej odpowiadaja̧cej
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masie spoczynkowej elektronu, tzn. mc2

h̄
. Przyjmuja̧c taka̧ granicȩ ca lkowania

otrzymuje siȩ

E(2)
m + E(2)′

m =
e2

6π2m2ε0c3h̄

∑
s

|〈ψm|p|ψs〉|2(Es − En) log
|En − Es −mc2|
|En − Es|

.

(23)
Wyrażenie powyższe można oszacować, roba̧c nastȩpuja̧ce kroki:
1. pominiȩcie energii En- Es w liczniku pod logarytmem,
2. zasta̧pienie różnicy energii w mianowniku pod logarytmem przez wartość
średnia̧ tej różmicy,
3. skorzystanie z relacji dla podwójnych komutatorów

〈ψm|[p, [p, Hat]]]ψm〉 = 2
∑
s

(Em − Es)|〈ψm|p|ψs〉|2,

która̧ można udowodnić wstawiaja̧c operator jednostkowy miȩdzy operatory
w rozpisanym podwójnym komutatorze,
4. skorzystanie z relacji

[p, [p, Hat]] = −h̄2 −e2

4πε0
∇2 1

r
=
e2h̄2

4πε0
(−4π)δ(r).

Ostateczna poprawka dla atomou wodoru ma postać

E(2)
m + E(2)′

m =
e2

6π2ε0m2c3

1

2
log

mc2

< |Em − Es| >
h̄2e2

4πε0
4π|ψm(0)|2. (24)

<> oznacza tu średnia̧. Poprawka jest wiȩc istotna dla stanów z zerowym
momentem pȩdu (l=0), tylko dla nich funkcja falowa nie znika w zerze. Na-
jbardziej spektakularnym efektem jest rozsuniȩcie podpoziomów 2s 1

2
i 2p 1

2
.

Efekt struktury subtelnej przewiduje tu degeneracjȩ, bo przesuniȩcie subtelne
zależy od liczby kwantowej j, ale nie od l. Oddzia lywanie z wirtualnymi fo-
tonami podnosi poziom 2s 1

2
o 4.4 µeV.

Oddzia lywanie z wirtualnym pojedynczymi fotonami jest jednym z wielu,
choć najprostszym efektem radiacyjnym. Istnieja̧ też inne, np. oddzia lywanie
z wirtualna̧ para̧ elektron-pozyton, emisja̧ i absorpcja̧ wiȩkszej liczby fo-
tonów.... Efekty te sa̧ badane w z wielka̧ dok ladnościa̧ metodami elektro-
dynamiki kwantowej.
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0.3 Rozpraszanie świat la

Elementarny akt rozpraszania świat la polega na tym, że na atom w stanie ψi
pada foton o liczbach kwantowych kλ, a w wyniku rozproszenia atom zostaje
w stanie ψf i opuszcza atom foton o liczbach kwantowych k′λ′. Kierunki obu
fotonów sa̧ różne (w praktyce najczȩściej prostopad le). Stan końcowy atomu
może być tożsamy ze stanem pocza̧tkowym (rozpraszanie Rayleigha) lub
różny od niego (rozpraszanie Ramana). Proces wymaga wiȩc anihilacji jed-
nego fotonu i kreacji drugiego, jest wiȩc w najprostszym przypadku opisany
rachunkiem zaburzeń drugiego rzȩdu. Hamiltonian ma postać w przybliżeniu
dipolowym (w wersji z natȩżeniem pola elektrycznego)

H = H0 + V = Hat +
∑
kλ

h̄ω[a†kλakλ +
1

2
] +

∑
kλ

e

√
h̄

2ε0ωV
(iωakλekλr + h.c.),

(25)
Prawdopodobieństwo przej́scia na jednostkȩ czasu w drugim rzȩdzie rachunku
zaburzeń zawiera sumȩ (po wszystkich stanach pośrednich) wyrazów opisuja̧cych
przj́scie przez jeden stan pośredni. Startuja̧c ze stanu |ψi〉|kλ〉 i kończa̧c w
stanie |ψf〉|k′〉 należy prześć przez stan |ψs〉|0〉 lub |ψs〉|kλk′λ′〉, s 6= i, f .
W pierwszej grupie stanów mamy najpierw anihilacjȩ fotonu padaja̧cego, a
potem kreacjȩ wychodza̧cego, a w drugiej grupie kolejność jest odwrotna.
Prawdopodobieństwo przej́scia na jednostkȩ czasu

2π

h̄
|
∑
s

〈ψf |〈k′λ′|V |0〉|ψs〉〈ψs|〈0|V |kλ〉|ψi〉
Ei + h̄ω − Es

+ (26)

∑
s

∑
k1λ1

〈ψf |〈k′λ′|V |kλk1λ1〉|ψs〉〈ψs|〈kλk1λ1|V |kλ〉|ψi〉
Ei + h̄ω − Es − h̄ω − h̄ω1

|2δ(Ef + h̄ω′ − Ei − h̄ω).

Wstawienie oddzia lywania V do powyższego wzoru daje prawdopodobieństwo
rozproszenia na jednostkȩ czasu

2π

h̄

h̄2ωω′e2

(2ε0V )2
|
∑
s

〈ψf |e∗k′λ′r|ψs〉〈ψs|ekλr|ψi〉
Ei + h̄ω − Es

+ (27)

∑
s

〈ψf |ekλr|ψs〉〈ψs|e∗k′λ′r|ψi〉
Ei − h̄ω′ − Es

|2δ(Ef + h̄ω′ − Ei − h̄ω).

Na przyk lad, gdyby foton pada l z kierunku osi x i mia l polaryzacjȩ wzd luż
osi z, a badano by rozproszenie w kierunku osi y fotonu z polaryzacja̧ x
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otrzymano by

2π

h̄

h̄2ωω′

(2ε0V )2
|
∑
s

〈ψf |x|ψs〉〈ψs|z|ψi〉
Ei + h̄ω − Es

+ (28)

∑
s

〈ψf |z|ψs〉〈ψs|x|ψi〉
Ei − h̄ω′ − Es

|2δ(Ef + h̄ω′ − Ei − h̄ω).

0.4 Modelowa fotojonizacja

Opis Einsteina efektu fotoelektrycznego zewnȩtrznego przewiduje skwantowanie
energii fotonów, ale nie pozwala na ilościowe przewidywanie natȩżenia fo-
toelektronów ani kierunku ich fotoemisji. Można takie przewidywania uzyskać
w pierwszym rzȩdzie rachunku zaburzeń, nawet biora̧c klasyczne pole monochro-
matyczne. Niech hamiltonian ma postać

H = Hat + eE0r2 cos(ωt). (29)

Prawdopodobieństwo fotojonizacji na jednostkȩ czasu można obliczyć wed lug
wzoru

2π

h̄
|〈ψp|eE0r|ψi〉|2δ(Ep − Ei − h̄ω), (30)

gdzie ψi i ψp sa̧ wektorami w lasnymi hamiltonianu atomowegoHat do wartości
w lasnych Ei i Ep. Element macierzowy w powyższym równaniu trudno jest
policzyć, gdyż nawet dla atomu wodoru funkcje w lasne widma cia̧g lego nie
wyrażaja̧ siȩ przez funkcje elementarne. Można zrobić przybliżenie, zastȩpuja̧c
je przez rozwia̧zania swobodne 1√

V
exp( i

h̄
pr), które nie ”czuja̧” potencja lu

kulombowskiego. Niech stan pocza̧tkowy jest stanem podstawowym atomu
wodoru. Wtedy ca lkowanie można wykonać∫

V

1√
V

exp(− i
h̄

pr)r
1√
πa3

0

exp(− r

a0

)d3r =

1√
V

1√
πa3

0

ih̄∇p

∫ ∞
0

r2dr
∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dφ exp[− r

a0

− i

h̄
pr cos θ] =

1√
V

1√
πa3

0

ih̄∇p2π
∫ ∞

0
r2dr exp(− r

a0

)
∫ 1

−1
exp(− i

h̄
pru)du =

1√
V

1√
πa3

0

ih̄∇p2π
h̄

p
2
∫ ∞

0
r exp(− r

a0

) sin
pr

h̄
=
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1√
V

1√
πa3

0

ih̄∇p2π
h̄

p
2(−h̄)

d

dp
<

∫ ∞
0

exp[(
−1

a0

+
i

h̄
p)r]dr =

1√
V

1√
πa3

0

ih̄∇p2π
h̄

p
2(−h̄)

d

dp
< 1

1
a0
− i

h̄
p

=

1√
V

1√
πa3

0

(−4πih̄3)∇p
−2

a0h̄
2

1

( 1
a20

+ p2

h̄2
)2

=

1√
V

1√
πa3

0

−32πi

h̄a0

p

( 1
a20

+ p2

h̄2
)3
. (31)

Prawdopodobieństwo jonizacji na jednostkȩ czasu wynosi

2π

h̄

1

V πa3
0

1024π2e2

h̄2a2
0

(E0p)2

( 1
(a20

+ p2

h̄2
)6
δ(Ek − Ei − h̄ω). (32)

Sumowanie po stanach końcowych wykonuje siȩ wed lug podobnej filozofii,
jak dla emisji spontanicznej. Na jeden dozwolony wektor falowy w stanie

końcowym przypada objȩtość (2π)3

V
w przestrzeni wektorów falowych. Na

objȩtość d3k przypada V
(2π)3

d3k wektorów i z taka̧ waga̧ należy sca lkować
prawdopodobieństwo na jednostkȩ czasu. Po zamianie zmiennych, pamiȩtaja̧c,
że Ep = p2

2m
otrzymujemy wagȩ

V

(2π)3
d3k =

V

(2πh̄)3
p2dpdΩ =

V

(2πh̄)3
pmdEpdΩ (33)

Delta Diraca wykona ca lkowanie po energiach daja̧c postać prawdopodobieństwa
fotojonizacji na jednstkȩ czasu do ka̧ta bry lowego dΩ wynosi

1

V πa3
0

2π

h̄

1024π2e2

h̄2a2
0

(E0p)2

( 1
(a20

+ p2

h̄2
)6

V

(2πh̄)3
pmdΩ, (34)

gdzie za energiȩ końcowa̧ należy wstawić Ei + h̄ω. Objȩtość kwantyzacji V
skraca siȩ. Prawdopodobieństwo na jednostkȩ czasu proporcjonalne jest do
kwadratu natȩżenia pola elektrycznego fali. Kierunek wyrzucenia fotoelek-
tronu okeślony jest przez kwadrat kosinusa ka̧ta miȩdzy tym kierunkiem a
kierunkiem wektora polaryzacji fali. Poniżej progu. tzn. dla Ei + h̄ω < 0
efektu nie ma (argument delty Diraca siȩ nie zeruje).
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Przybliżony opis stanu końcowego zawodzi dla ma lyych energii fotoelek-
tronu. Z wyprowadzonego wzoru wynika, że w pobliżu progu czyli dla ma lych
energii prawdopodobieństwo zachowuje siȩ jak p

3
2 , podczas gdy w rzeczy-

wistości zmierza ono do sta lej. Gdyby hamiltonian napisać w wersji ≈ Ap,
ścis ly wynik powinien być taki sam, ale dla przybliżonych funkcji tak nie jest.

W bardzo silnych polach laserowych możliwe jest fotojonizacja z absorpcja̧
wielu fotonów, co wymaga opisu w wyższych rzȩdach rachunku zaburzeń lub
metod nieperturbacyjnych.

0.5 Efekt Aharonova-Bohma

Efekt Aharonova-Bohma z udzia lem pola magnetycznego polega na mody-
fikacji obrazu interferencji fal cza̧stki na ladowanej przez w la̧czenie pola mag-
netycznego w obszarze, do którego cza̧stka nie wchodzi. Z jednej strony
jest uznawany za dowód fizycznego sensu potencja lów (choć w fizyce klasy-
cznej uważa siȩ, że potencja ly maja̧ charakter pomocniczy, natomiast pomi-
arowi podlegaja̧ nata̧żenia i indukcje pola elektrycznego i magnetycznego).
Z drugiej strony widzi siȩ nim potwierdzenie nielokalności mechaniki kwan-
towej, tzn. faktu, że na zachowanie cza̧stki ma wp lyw nie tylko to, co dzieje
siȩ w jej najbliższym sa̧siedztwie, lecz także oddzia lywania w odleg lych nawet
obszarach.

Weźmy wia̧zkȩ elektronów obiegaja̧ca̧ z dwóch stron nieskończenie d luga̧
zwojnicȩ, w której p lynie pra̧d elektryczny. Wewna̧trz zwojnicy powstaje pole
magnetyczne o indukcji B, natomiast na zewna̧trz zwojnicy B = 0. Potencja l
wektorowy A na zewna̧trz zwojnicy nie jest równy zero - tam∇×A = B = 0,
tzn. pole A jest potencjalne i można napisać A = ∇χ, gdzie

χ(r) =
∫ r

r0
Adr, (35)

gdzie krzywa̧ ca lkowania można zmieniać dowolnie, byle wszystkie krzywe
przebiega ly z tej samej strony zwojnicy.

Jeśli znane sa̧ rozwia̧zania dla elektronów biegna̧cych z obu stron zwojnicy
w nieobecności pola magnetycznego, tzn. rozwia̧zania równania

ih̄
∂

∂t
ψj(r, t) =

p2

2m
ψj(r, t) + U(r)ψj(r, t), (36)
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j = 1, 2, to w obecności tego pola równanie jest spe lnione dla ψ′j

ih̄
∂

∂t
ψ′j(r, t) =

[p + eA(r)]2

2m
ψ′j(r, t) + U(r)ψ′j(r, t), (37)

gdzie

ψ′j(r, t) = ψj(r, t) exp[−ie
h̄

∫ r

r0,Cj

A(r′)dr′] (38)

Krzywa Cj biegnie z j-tej strony zwojnicy. Różnica faz miȩdzy dwiema
wia̧zkami wynosi wiȩc

− e
h̄

∫ r

r0,C1

A(r′)dr′+
e

h̄

∫ r

r0,C2

A(r′)dr′ = − e
h̄

∮
A(r′)dr′ = − e

h̄

∫
S
∇×Adr′ = − e

h̄
ΦB,

(39)
gdzie ΦB jest strumieniem indukcji B przez przkrój zwojnicy. Zmieniaja̧c
natȩżenie pra̧du p lyna̧cego przez zwojnicȩ można zatem przesuwać pra̧żki
intereferencyjne, co zaobserwowano doświadczalnie.
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