Andrzej Raczynski
Mechanika kwantowa cz. 3

1 Oddzialywanie uktadéw atomowych z polem
elektromagnetycznym

Rozwazmy jednoelektronowy atom, wspolrzedna elektronu jest r, tadunek
q = —e, a potencjal oddzialywania z jadrem jest U(r). Wtaczone jst pole
elektromagnetczne o potencjatach wektorowym A(r, ¢) i skalarnym ¢(r,t) (U
jest osobno wydzielony z pola EM). Hamiltonian otrzymuje si¢ biorac klasy-
czna funkcje Hamiltona i zaminiejac potozenie i ped na operatory. Rownanie
Schrodingera ma postaé

o0 1) = 5[ — gA (e 120(e, 1) + Ule, (e, 1) + ao(e, (e, 1), (1)
gdzie p = —ihV jest pedem kanonicznym (nie kinetycznym).

Potencjaly nie sa wyznaczone jednoznacznie: zastapienie A przez A’ =
A+ Vyxio¢przez ¢ = ¢ — %X, gdzie x = x(r,t) jest dowolnym polem
skalarnym, prowadzi do tego samego natezenia pola elektrycznego E i in-
dukcji magnetycznej B; jest to transformacja cechowania. Zachodzi wiec

B=VxA=VxA
Ee-Vo-2A——vy—n 2)
B ot ot

Przy zmianie cechowania nalezy poddaé¢ odpowieniej transformacji funkcje

—iq
w<r>t) = eXp[?X(r,t)W’(r,t). (3)
Réwnanie Schrodingera ma postaé¢ analogiczna do podanej wyzej
0 1
i (e, 0) = o[ — g A/ (e, 2 (r, 1) + Ul 00 (r,2) + 06/ (v, 00 (r, ),

(4)



Hamiltonian moznapisa¢ w postaci

L, q N @ o
H= 5, P +U—2m[Ap+pA]+2mA + q¢. (5)
Postaé ta sugeruje, zeby pierwsze dwa wyrazy potraktowac jako hamiltonian
niezaburzony Hj, reszte jako zaburzenie. (Wymaga to jednak specjalnej
uwagi: p nie jest pedem kinetycznym, %f)2 nie jest energia kinetyczna,
wektory wlasne nie reprezentuja stanéw o okreslonej energii). W praktyce
czesto sie tak robi, ale nie jest to Sciste.

1.1 Przyblizenie dipolowe

Przyblizenie dipolowe opiera sie na zatozeniu, ze rozmiary uktadu atomowego
sa znacznie mniejsze niz skala, w jakiej zmienia sie przestrzennie pole elek-
tromagnetyczne. W przypadku pola laserowego skale te wyznacza dlugosé
fali: przy rozmiarach uktadéw mniejszych niz 10719 — 107 m i dlugosci fali
1077 — 107% m przyblizenie to jest czesto wystarczajace. W hamiltonianie
podstawia sie zatem A(r,t) = A(0,t) i
# (1) = or.8) — 2~ 6(0,8) + V(0 1r — 2X,
ot ot

(¢(0,t) mozna czesto przyjac réwne 0). Wybierajac x(r,t) = —A(t)r sprowadzamy
rownanie Schrodingera do postaci

., 0 1 .
zh&d/(r,t) = %p%//(r,t) + U(r, t)Y' (v, t) — ¢E(0, t)ry’(r,t),  (6)
gdzie skorzystano z relacji £ = —V¢—%A‘ Teraz %}32 reprezentuje energice

kinetyczna i nie ma juz trudnosci interpretacyjnych. W ostatnim wyrazie
pojawia sie operator momentu dipolowego gr i stad nazwa przyblizenia. Taki
hamiltonian pojawitby sie w sposéb naturalny w polu elekrostatycznym.

1.2 Fale elektromagnetyczne

Réwnania Maxwella implikuja réwnanie falowe dla potencjatu. W proézni
maja one postaé
0

E=—B
V x prict
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B=—-—FE

V x eEn (7)
V-E=0,

V-B=0.

Wyrazajac pola E i B przez potencjaly, przy zalozeniu, ze ¢ =01 V- A =
(cechowanie kulombowskie) otrzymuje si¢ réwnanie falowe

1 9?
2 _
V2 = SoplAlt) =0, (8)
Szczegdlnym rozwigzaniem tego rownania jest funkcja
A(r,t) = eexpli(kr — wt)], 9)

gdzie fala rozchodzi sie w kierunku k, k? = ‘g—j, a e jest stalym wektorem
polaryzacji. Warunek V - A = 0 implikuje ke = 0, czyli poprzecznos¢ fali
elektromagnetycznej, zgodnie z doswiadczeniem. Istnieja dwa prostopadte do
siebie wektory, prostopadte jednoczesnie do k. Na przyktad dla k skierowanego
wzdtuz osi z moga to by¢ i1i j czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi z i y
(polaryzacja liniowa) lub wektory %(1 + ij) - polaryzacja kotowa lewo- lub
prawoskretna.

Wektory k w nieskoniczonej przestrzeni moga by¢ dowolne i fale sa wtedy
normowalne do delty Diraca. Mona natomiast zatozy¢, ze wszystko odbywa
sie¢ w skonczonej, dowolniej wielkiej przestrzeni, np. o ksztalcie szescianu o
krawedzi [ i objetoéci V = [3. Funkcjom narzuca sie periodyczne warunki
brzegowe exp(ik,l) = exp(ik,0)) = 1, co implikuje kwantyzacje k, = 2*n,,
gdzie n, = 0,%1,%+2.... Przy duzej wartosci | réznica miedzy sasiednimi
dozwolonymi wartosciami liczby falowej k, moze by¢ tak mala, ze praktycznie
sytuacja nie rézni sie od przypadku ciaglego. To samo dotyczy kierunkow y

i z. Rozwiazanie rownania stanowia baze ortonormalna w sensie Kroneckera

/V \/17 exp(—ikr)\/lv exp(ik'r)d*r = Oy, (10)

gdzie k = #%(n,, ny, n.), a symbol Kroneckera uogélniono: delta jest rowna
1, gdy wektory k i k’ sa identyczne, a 0 w pozostalych przypadkach.
Rozwiazanie ogélne mozna napisac¢ jako superpozycje

h
A(r,t) = — i(kr — wt)] + c.c. 11
(r,1) %: ZEvaak)\ek)\ expli(kr — wt)] + c.c., (11)
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A przybiera 2 wartosci dla kazdego k, ay jest wspélczynnikiem rozwiniecia,
’ . . FL . . ;. .

z ktorego wydzielono czynnik Teaov €0 jest stata dielektryczna prézni, a c.c.

oznacza wyraz sprzezony do poprzedzajacego, co gwarantuje rzeczywistos$¢

funkcji A.

1.3 Kwantyzacja pola elektromagnetycznego

Natezenie pola elektrycznego wynosi

9] h . :
E(r,t) = —&A(r,t) = %: mcxmek)\zw expli(kr —wt)] + c.c., (12)

a indukcja magnetyczna

B(r,t) = VXA(r,t)=> 4 26h Vakk(ik) X ey expli(kr —wt)]+c.c., (13)
5 ow

Enerrgia pola elektromagnetycznego jest dana jako

1 1
H == [ [eoB(r ) + —B(r, )], (14)
2Jv Ho
gdzie pg jest przenikalnoscia magnetyczna prézni. Wstawienie powyzszych
wzorow na E i B daje ostatecznie

1
H = 5 Z hw[abak,\ + Oék)\al*{)\]. (15)
kA

Wyrazenie to otrzymano korzystajac z ortonarmalnosci fal plaskich, ortogo-
nalnosci wektoréw polaryzacji exyey,, = d v, oraz mniej oczywistych relacji
typu (iloczyny mieszane i podwdjne iloczyny wektorowe)

[ek,\ X k] . [ek/,\/ X k/] = ek,\[ekw(k . k/) — (k . ek/)\/)k/] (16)

Podobnie mozna policzy¢ ped pola elektromagnetycznego wyrazony przez
wektor Poyntinga E x H

1 f 1 ,
P— [ —ExHd% = / — E x Bd'r. (17)
Ve v g



W wyniku otrzymuje si¢

P= Z hk[ai’i)\am + Oék,\OéltA]. (18)
kX

Kwantowanie dokonuje si¢ przez zastapienie wspolczynnkow ayy i oy, przez
operatory anihilacji i kreacji wzbudzenia pola, czyli fotonu, odpowiednio ayy
i ab, z regutami komutacji
[ak,\, CLL/X] = 5kk’5)\)\’7 (19)
przy czym inne komutatory sa réwne zero.
Energia wyraza sie wiec jako
H =3 hold] =3 hwla) 1 20
5 2 hlaian + aoag] = 3 helagan + 5. (20)
K\ K\
Podobnie ped pola wynosi

1
P = fik[af @i + ) (21)
kA

Fotony pojawiaja sie jako czastki o energii hiw i pedzie hk, a ny, = aL\ak,\
jest operatorem liczby fotondéw o wektorze falowym k i polaryzacji A.

1.4 Przejscia kwantowe

Mamy do czynienia z dwiema wersjami opisu przesc:

1. Uktadem kwantowym jest atom poddany dziataniu klasycznego pola elekt-
gromagnetycznego, ktore sie nie zmienia. Przejscie zachodzi miedzy stanami
wilasnymi hamiltonianu atomowego Hy = H, = % +U.

2. Ukladem kwantowym jest atom wlacznie z polem elektromagnetycznym.
Hamiltonian niezaburzony sktada si¢ z sumy Hy = Hyt + Hpore, gdzie Hppe =
S iwlal e + 5. Przjscie zachodzi migdz stanami wlasnym H, postaci

’¢m>|nk1/\17 nkz)\2"'>a (22)
(m =1, f) o energii

E,, + h(nkl,\lwl + Ny, W + )
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Tu zmienia si¢ takze stan pola. Drugi wariant jest konieczny, gdy liczba
fotonéw jest niewielka i absorpcja lub emisja fotonu zmienia istotnie stan
pola.

Przejscie zachodzi pod wplywem zaburzenia

q ¢
V=—-2Ap+_-—A*— /B, (23)
m 2m

gdzie skorzystano z poprzecznosei fali (wtedy A i p komutuja) i dodano.
nieobecne w teorii nierelatywistycznej oddzialywanie momentu magnetycznego
spinu z polem elektromagnetycznym; wektor p = —£s, gdzie s jest spinem
elektronu. Od tej pory beda opuszczone daszki nad operatorami. W przy-
blizeniu dipolowym A nie zalezy od zmiennych przestrzennych, a stad ele-
ment macierzowy (1, |A|¢x) = 0 dla n # k; operator ten nie powoduje wiec
przejscia.

Rozwazmy przejécie ze stanu atomowego ¢ do f zwiazane z emisja fo-
tonu, przy czym w stanie poczatkowym jest n fotonéw z jednego tylko modu
(ustalone k i \), indeksy modu beda opuszczone. W przyblizeniu dipolowoym
exp(—ikr) ~ 1. Element macierzowy rzadzacy przejSciem ma postaé

h 1
deplmlv = SN lerpiv, (20

€
11—
(gl + 115 [ 5

gdzie obliczono iloczyn skalarny w przestrzeni fotonéw (n+1|a’|n)(= v/n + 1.
lloczyn skalarny w przestrzeni stanéw atomowych mozna wyrazi¢ inaczej,

korzystajcac z relacji komutacji [Hy, r] = ;%ﬁp
e [h(n+1) e [h(n+1) m
o\ o 1 : i) = —A\ —————=— “[Hyy, ) =
o\ 2oy WolePIv) = S g (e [Hues rle)

e |h(n+1) m
o Q(EOIV)_M(EJ‘ — E;){(Yyle"ry;)  (25)
Amplituda przejscia w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen jest proporcjon-
alna do elementu macierzowego operatora momentu dipolowego —er. Jest
tez propocjonalna do czynnika y/n + 1. Dla n = 0 oznacza to, ze zachodzi
emisja spontaniczna: nie o$wietlamy atomu polem zewnetrznym, a jednak
przjscie zachodzi. Dla n > 0 zachodzi emisja wymuszona: pojawia sie do-
datkowy foton o tym samym pedzie i polaryzaji, co fotony padajace. Gdy
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element macierzowy momentu dipolowego jest réwny zero, nie ma przjsé
w przyblizeniu dipolowym. Nalezy uwzgledni¢ kolejny wyraz rozwiniecia
exp(—ikr), tzn. wyraz —ikr oraz wyraz zwiazany ze spinem.

W nastepnym przyblizeniu przejsciem rzadzi element macierzowy

e h e h
1|— f(—ikr)e*p + — f(—i)k x e ) =
Wil + 1y 5ol (ikn)ep 4+ s [ al (< x e ) )

hlnt+1) e (—i)(¥y(kr)(e*p) + s(k x €*)[t;).(26)

2¢qwV m

Pierwszy z elementéw macierzowych mozna przeksztalcié¢ korzystajac z tego,
ze kr i e*p komutuja, bo zawieraja rzuty operatorow potozenia i pedu na

prostopadte kierunki, oraz wyrazajac ped przez komutator potozenia i H,
* m *
(Wyl(kr)(e"p)vi) = (¢y|(kr)—r[Har, €'r][thi) =
m
— 7 (rl(kr) Ho(e7r) — (kr)(e"r) Hay + Ha(kr)(e'r) — Hay(kr)(e"r)[ti) =

%(Ef — E){y[(kr)(er)[1s) + %Wfl(kr)Hat(e*r) — Hy(kr)(e"r)|1h;) =
(= ) gl (@ )) — (| (kp) ) ) (27)

gdzie dodano i odjeto ten sam operator wewnatrz elementu macierzowego,
skorzystano z tego, ze H,; dziala na swoje wektory wilasne i powtérnie sko-
rzystano z komutatora. Skorzystajmy teraz z relacji zawierajcej orbitalny
moment pedu L

e" - [(k x L] = e"{k x [r x p|} = (e'r)(kp) — (kr)e"p). (28)
Kombinujac dwie ostatnie relacje otrzymuje sie

m

o (Vyrle*(k x L)|v)

(29)

(] (kr)(e"p) i) = — = (By — i)yl (kr)(e"r) i) — ;

Element macierzowy rzadzcacy przejsciem ma wiec postac

h(n+1)

e m
2¢qwV m

(=) e (= I5) (k) () )+ 3| (e (L4 25) i)

(30)



W powyzszym wyrazeniu wyodrebnione sa dwa wyrazy. Operator w pier-
wszym z nich mozna napisaé¢ jako

—e(kr)(e'r) =— > ekjerzizn = > kienQim, (31)

J,M=x,Y,z J,M=x,Y,z

gdzie operator () - moment kwadrupolowy elektryczny jest iloczynem tadunku
oraz iloczynow par wspotrzednych. Jest reprezentowany przez macierz 3 x 3.
Drugi wyraz zawiera operator wektora dipola momentu magnetycznego

—e€

5 (L +29). (32)

i
Pojawiaja sie bedace tego samego rzedu wkiady opisujace promieniowanie
kwndrupolowe elektryczne i dipolowe magntyczne.

Postepowanie mozna kontynuowaé¢, uwzgledniajac w nastepnym kroku
promieniowanie oktupolowe elektryczne i kwadrupolowe magnetyczne.

Dla uktadow atomowych ztozonych z wiekszej liczby naladowanych czastek
operatory momentow elektrycznych i magnetycznych: dipolowych, kwadrupolowych
itd., zawieraja sumy po wszystkich tadunkach z odpowiednimi wspoélrzednymi.



