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1 Oddzia lywanie uk ladów atomowych z polem

elektromagnetycznym

Rozważmy jednoelektronowy atom, wspó lrzȩdna elektronu jest r,  ladunek
q = −e, a potencja l oddzia lywania z ja̧drem jest U(r). W la̧czone jst pole
elektromagnetczne o potencja lach wektorowym A(r, t) i skalarnym φ(r, t) (U
jest osobno wydzielony z pola EM). Hamiltonian otrzymuje siȩ biora̧c klasy-
czna̧ funkcjȩ Hamiltona i zaminieja̧c po lożenie i pȩd na operatory. Równanie
Schrödingera ma postać

ih̄
∂

∂t
ψ(r, t) =

1

2m
[p̂− qA(r, t)]2ψ(r, t) + U(r, t)ψ(r, t) + qφ(r, t)ψ(r, t), (1)

gdzie p̂ = −ih̄∇ jest pȩdem kanonicznym (nie kinetycznym).
Potencja ly nie sa̧ wyznaczone jednoznacznie: zasta̧pienie A przez A′ =

A + ∇χ i φ przez φ′ = φ − ∂
∂t
χ, gdzie χ = χ(r, t) jest dowolnym polem

skalarnym, prowadzi do tego samego natȩżenia pola elektrycznego E i in-
dukcji magnetycznej B; jest to transformacja cechowania. Zachodzi wiȩc

B = ∇×A = ∇×A′,

E = −∇φ− ∂

∂t
A = −∇φ′ − ∂

∂t
A′ (2)

Przy zmianie cechowania należy poddać odpowieniej transformacji funkcjȩ

ψ(r, t) = exp[
−iq
h̄
χ(r, t)]ψ′(r, t). (3)

Równanie Schrödingera ma postać analogiczna̧ do podanej wyżej

ih̄
∂

∂t
ψ′(r, t) =

1

2m
[p̂− qA′(r, t)]2ψ′(r, t) + U(r, t)ψ′(r, t) + qφ′(r, t)ψ′(r, t),

(4)
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Hamiltonian możnapisać w postaci

H =
1

2m
p̂2 + U − q

2m
[Ap̂ + p̂A] +

q2

2m
A2 + qφ. (5)

Postać ta sugeruje, żeby pierwsze dwa wyrazy potraktować jako hamiltonian
niezaburzony H0, resztȩ jako zaburzenie. (Wymaga to jednak specjalnej
uwagi: p̂ nie jest pȩdem kinetycznym, 1

2m
p̂2 nie jest energia̧ kinetyczna̧,

wektory w lasne nie reprezentuja̧ stanów o określonej energii). W praktyce
czȩsto siȩ tak robi, ale nie jest to ścis le.

1.1 Przybliżenie dipolowe

Przybliżenie dipolowe opiera siȩ na za lożeniu, że rozmiary uk ladu atomowego
sa̧ znacznie mniejsze niż skala, w jakiej zmienia siȩ przestrzennie pole elek-
tromagnetyczne. W przypadku pola laserowego skalȩ tȩ wyznacza d lugość
fali: przy rozmiarach uk ladów mniejszych niż 10−10 − 10−9 m i d lugości fali
10−7 − 10−6 m przybliżenie to jest czȩsto wystarczaja̧ce. W hamiltonianie
podstawia siȩ zatem A(r, t) = A(0, t) i

φ′(r, t) = φ(r, t)− ∂χ

∂t
≈ φ(0, t) +∇φ(0, t)r− ∂χ

∂t
.

(φ(0, t) można czȩsto przyja̧ć równe 0). Wybieraja̧c χ(r, t) = −A(t)r sprowadzamy
równanie Schrödingera do postaci

ih̄
∂

∂t
ψ′(r, t) =

1

2m
p̂2ψ′(r, t) + U(r, t)ψ′(r, t)− qE(0, t)rψ′(r, t), (6)

gdzie skorzystano z relacji E = −∇φ− ∂
∂t

A. Teraz 1
2m

p̂2 reprezentuje energice
kinetyczna̧ i nie ma już trudności interpretacyjnych. W ostatnim wyrazie
pojawia siȩ operator momentu dipolowego qr i sta̧d nazwa przybliżenia. Taki
hamiltonian pojawi lby siȩ w sposób naturalny w polu elekrostatycznym.

1.2 Fale elektromagnetyczne

Równania Maxwella implikuja̧ równanie falowe dla potencja lu. W próżni
maja̧ one postać

∇× E = − ∂

∂t
B,
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∇×B =
1

c2

∂

∂t
E, (7)

∇ · E = 0,

∇ ·B = 0.

Wyrażaja̧c pola E i B przez potencja ly, przy za lożeniu, że φ = 0 i ∇ ·A =
(cechowanie kulombowskie) otrzymuje siȩ równanie falowe

[∇2 − 1

c2

∂2

∂t2
]A(r, t) = 0. (8)

Szczególnym rozwia̧zaniem tego równania jest funkcja

A(r, t) = e exp[i(kr− ωt)], (9)

gdzie fala rozchodzi siȩ w kierunku k, k2 = ω2

c2
, a e jest sta lym wektorem

polaryzacji. Warunek ∇ · A = 0 implikuje ke = 0, czyli poprzeczność fali
elektromagnetycznej, zgodnie z doświadczeniem. Istnieja̧ dwa prostopad le do
siebie wektory, prostopad le jednocześnie do k. Na przyk lad dla k skierowanego
wzd luż osi z moga̧ to być i i j czyli wektory jednostkowe wzd luż osi x i y
(polaryzacja liniowa) lub wektory 1√

2
(i ± ij) - polaryzacja ko lowa lewo- lub

prawoskrȩtna.
Wektory k w nieskończonej przestrzeni moga̧ być dowolne i fale sa̧ wtedy

normowalne do delty Diraca. Moṅa natomiast za lożyć, że wszystko odbywa
siȩ w skończonej, dowolniej wielkiej przestrzeni, np. o kszta lcie sześcianu o
krawȩdzi l i objȩtości V = l3. Funkcjom narzuca siȩ periodyczne warunki
brzegowe exp(ikxl) = exp(ikx0)) = 1, co implikuje kwantyzacjȩ kx = 2π

l
nx,

gdzie nx = 0,±1,±2.... Przy dużej wartości l różnica miȩdzy sa̧siednimi
dozwolonymi wartościami liczby falowej kx może być tak ma la, że praktycznie
sytuacja nie różni siȩ od przypadku cia̧g lego. To samo dotyczy kierunków y
i z. Rozwia̧zanie równania stanowia̧ bazȩ ortonormalna̧ w sensie Kroneckera∫

V

1√
V

exp(−ikr)
1√
V

exp(ik′r)d3r = δkk′ , (10)

gdzie k = 2π
l

(nx, ny, nz), a symbol Kroneckera uogólniono: delta jest równa
1, gdy wektory k i k′ sa̧ identyczne, a 0 w pozosta lych przypadkach.

Rozwia̧zanie ogólne można napisać jako superpozycjȩ

A(r, t) =
∑
kλ

√
h̄

2ε0ωV
αkλekλ exp[i(kr− ωt)] + c.c., (11)
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λ przybiera 2 wartości dla każdego k, αkλ jest wspó lczynnikiem rozwiniȩcia,

z którego wydzielono czynnik
√

h̄
2ε0ωV

, ε0 jest sta la̧ dielektryczna̧ próżni, a c.c.
oznacza wyraz sprzȩżony do poprzedzaja̧cego, co gwarantuje rzeczywistość
funkcji A.

1.3 Kwantyzacja pola elektromagnetycznego

Natȩżenie pola elektrycznego wynosi

E(r, t) = − ∂

∂t
A(r, t) =

∑
kλ

√
h̄

2ε0ωV
αkλekλiω exp[i(kr− ωt)] + c.c., (12)

a indukcja magnetyczna

B(r, t) = ∇×A(r, t) =
∑
kλ

√
h̄

2ε0ωV
αkλ(ik)×ekλ exp[i(kr−ωt)]+c.c., (13)

Enerrgia pola elektromagnetycznego jest dana jako

H =
1

2

∫
V

[ε0E(r, t)2 +
1

µ0

B(r, t)2]d3r, (14)

gdzie µ0 jest przenikalnościa̧ magnetyczna̧ próżni. Wstawienie powyższych
wzorów na E i B daje ostatecznie

H =
1

2

∑
kλ

h̄ω[α∗kλαkλ + αkλα
∗
kλ]. (15)

Wyrażenie to otrzymano korzystaja̧c z ortonarmalności fal p laskich, ortogo-
nalności wektorów polaryzacji ekλe

∗
kλ′ = δλλ′ , oraz mniej oczywistych relacji

typu (iloczyny mieszane i podwójne iloczyny wektorowe)

[ekλ × k] · [ek′λ′ × k′] = ekλ[ek′λ′(k · k′)− (k · ek′λ′)k
′] (16)

Podobnie można policzyć pȩd pola elektromagnetycznego wyrażony przez
wektor Poyntinga E×H

P =
∫
V

1

c2
E×Hd3r =

∫
V

1

c2µ0

E×Bd3r. (17)
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W wyniku otrzymuje siȩ

P =
∑
kλ

h̄k[α∗kλαkλ + αkλα
∗
kλ]. (18)

Kwantowanie dokonuje siȩ przez zasta̧pienie wspó lczynnków αkλ i α∗kλ przez
operatory anihilacji i kreacji wzbudzenia pola, czyli fotonu, odpowiednio akλ
i a†kλ, z regu lami komutacji

[akλ, a
†
k′λ′ ] = δkk′δλλ′ , (19)

przy czym inne komutatory sa̧ równe zero.
Energia wyraża siȩ wiȩc jako

H =
1

2

∑
kλ

h̄ω[a†kλakλ + akλa
†
kλ] =

∑
kλ

h̄ω[a†kλakλ +
1

2
]. (20)

Podobnie pȩd pola wynosi

P =
∑
kλ

h̄k[a†kλakλ +
1

2
]. (21)

Fotony pojawiaja̧ siȩ jako cza̧stki o energii h̄ω i pȩdzie h̄k, a n̂kλ = a†kλakλ
jest operatorem liczby fotonów o wektorze falowym k i polaryzacji λ.

1.4 Przej́scia kwantowe

Mamy do czynienia z dwiema wersjami opisu prześć:
1. Uk ladem kwantowym jest atom poddany dzia laniu klasycznego pola elekt-
gromagnetycznego, które siȩ nie zmienia. Przej́scie zachodzi miȩdzy stanami
w lasnymi hamiltonianu atomowego H0 = Hat = p2

2m
+ U .

2. Uk ladem kwantowym jest atom w la̧cznie z polem elektromagnetycznym.
Hamiltonian niezaburzony sk lada siȩ z sumy H0 = Hat +Hpole, gdzie Hpole =∑

kλ h̄ω[a†kλakλ + 1
2
]. Przj́scie zachodzi miȩdz stanami w lasnym H0 postaci

|ψm〉|nk1λ1 , nk2λ2 ...〉, (22)

(m = i, f) o energii

Em + h̄(nk1λ1ω1 + nk2λ2ω2 + ...).
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Tu zmienia siȩ także stan pola. Drugi wariant jest konieczny, gdy liczba
fotonów jest niewielka i absorpcja lub emisja fotonu zmienia istotnie stan
pola.

Przej́scie zachodzi pod wp lywem zaburzenia

V = − q

m
Ap +

q2

2m
A2 − µB, (23)

gdzie skorzystano z poprzeczności fali (wtedy A i p komutuja̧) i dodano.
nieobecne w teorii nierelatywistycznej oddzia lywanie momentu magnetycznego
spinu z polem elektromagnetycznym; wektor µ = −e

m
s, gdzie s jest spinem

elektronu. Od tej pory bȩda̧ opuszczone daszki nad operatorami. W przy-
bliżeniu dipolowym A nie zależy od zmiennych przestrzennych, a sta̧d ele-
ment macierzowy 〈ψn|A|ψk〉 = 0 dla n 6= k; operator ten nie powoduje wiȩc
przej́scia.

Rozważmy przej́scie ze stanu atomowego i do f zwia̧zane z emisja̧ fo-
tonu, przy czym w stanie pocza̧tkowym jest n fotonów z jednego tylko modu
(ustalone k i λ), indeksy modu bȩda̧ opuszczone. W przybliżeniu dipolowoym
exp(−ikr) ≈ 1. Element macierzowy rza̧dza̧cy przej́sciem ma postać

〈ψf |〈n+ 1| e
m

√
h̄

2ε0ωV
a†e∗p|n〉|ψi〉 =

e

m

√
h̄(n+ 1)

2ε0ωV
〈ψf |e∗p|ψi〉, (24)

gdzie obliczono iloczyn skalarny w przestrzeni fotonów 〈n+1|a†|n〉〈=
√
n+ 1.

Iloczyn skalarny w przestrzeni stanów atomowych można wyrazić inaczej,
korzystajcac z relacji komutacji [Hat, r] = −ih̄

m
p

e

m

√
h̄(n+ 1)

2ε0ωV
〈ψf |e∗p|ψi〉 =

e

m

√
h̄(n+ 1)

2ε0ωV

m

−ih̄
〈ψf |e∗[Hat, r]ψi〉 =

e

m

√
h̄(n+ 1)

2ε0ωV

m

−ih̄
(Ef − Ei)〈ψf |e∗rψi〉 (25)

Amplituda przej́scia w pierwszym rzȩdzie rachunku zaburzeń jest proporcjon-
alna do elementu macierzowego operatora momentu dipolowego −er. Jest
też propocjonalna do czynnika

√
n+ 1. Dla n = 0 oznacza to, że zachodzi

emisja spontaniczna: nie oświetlamy atomu polem zewnȩtrznym, a jednak
przj́scie zachodzi. Dla n > 0 zachodzi emisja wymuszona: pojawia siȩ do-
datkowy foton o tym samym pȩdzie i polaryzaji, co fotony padaja̧ce. Gdy
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element macierzowy momentu dipolowego jest równy zero, nie ma przj́sć
w przybliżeniu dipolowym. Należy uwzglȩdnić kolejny wyraz rozwiniȩcia
exp(−ikr), tzn. wyraz −ikr oraz wyraz zwia̧zany ze spinem.

W nastȩpnym przybliżeniu przej́sciem rza̧dzi element macierzowy

〈ψf |〈n+ 1| e
m

√
h̄

2ε0ωV
a†(−ikr)e∗p +

e

m
s

√
h̄

2ε0ωV
a†(−i)k× e∗|n〉|ψi〉 =√

h̄(n+ 1)

2ε0ωV

e

m
(−i)〈ψf (kr)(e∗p) + s(k× e∗)|ψi〉.(26)

Pierwszy z elementów macierzowych można przekszta lcić korzystaja̧c z tego,
że kr i e∗p komutuja̧, bo zawieraja̧ rzuty operatorów po lożenia i pȩdu na
prostopad le kierunki, oraz wyrażaja̧c pȩd przez komutator po lożenia i Hat

〈ψf |(kr)(e∗p)ψi〉 = 〈ψf |(kr)
m

−ih̄
[Hat, e

∗r]|ψi〉 =

m

−ih̄
〈ψf |(kr)Hat(e

∗r)− (kr)(e∗r)Hat +Hat(kr)(e∗r)−Hat(kr)(e∗r)|ψi〉 =

m

−ih̄
(Ef − Ei)〈ψf |(kr)(e∗r)|ψi〉+

m

−ih̄
〈ψf |(kr)Hat(e

∗r)−Hat(kr)(e∗r)|ψi〉 =

m

−ih̄
(Ef − Ei)〈ψf |(kr)(e∗r)|ψi〉 − 〈ψf |(kp)(e∗r)|ψi〉,(27)

gdzie dodano i odjȩto ten sam operator wewna̧trz elementu macierzowego,
skorzystano z tego, że Hat dzia la na swoje wektory w lasne i powtórnie sko-
rzystano z komutatora. Skorzystajmy teraz z relacji zawierajcej¸ orbitalny
moment pȩdu L

e∗ · [(k× L] = e∗{k× [r× p]} = (e∗r)(kp)− (kr)e∗p). (28)

Kombinuja̧c dwie ostatnie relacje otrzymuje siȩ

〈ψf |(kr)(e∗p)|ψi〉 =
m

−2ih̄
(Ef − Ei)〈ψf |(kr)(e∗r)|ψi〉 −

1

2
〈ψf |e∗(k× L)|ψi〉

(29)
Element macierzowy rza̧dzcacy przej́sciem ma wiȩc postać√
h̄(n+ 1)

2ε0ωV

e

m
(−i)[ m

−2ih̄
(Ef−Ei)〈ψf |(kr)(e∗r)|ψi〉+〈ψf |

1

2
(k×e∗)(L+2s)|ψi〉]

(30)
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W powyższym wyrażeniu wyodrȩbnione sa̧ dwa wyrazy. Operator w pier-
wszym z nich można napisać jako

−e(kr)(e∗r) = −
∑

j,m=x,y,z

ekje
∗
mxjxm ≡

∑
j,m=x,y,z

kje
∗
mQjm, (31)

gdzie operatorQ - moment kwadrupolowy elektryczny jest iloczynem  ladunku
oraz iloczynów par wspó lrzȩdnych. Jest reprezentowany przez macierz 3× 3.
Drugi wyraz zawiera operator wektora dipola momentu magnetycznego

µ =
−e
2m

(L + 2s). (32)

Pojawiaja̧ siȩ bȩda̧ce tego samego rzȩdu wk lady opisuja̧ce promieniowanie
kwndrupolowe elektryczne i dipolowe magntyczne.

Postȩpowanie można kontynuować, uwzglȩdniaja̧c w nastȩpnym kroku
promieniowanie oktupolowe elektryczne i kwadrupolowe magnetyczne.

Dla uk ladów atomowych z lożonych z wiȩkszej liczby na ladowanych cza̧stek
operatory momentów elektrycznych i magnetycznych: dipolowych, kwadrupolowych
itd., zawieraja̧ sumy po wszystkich  ladunkach z odpowiednimi wspó lrzȩdnymi.
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