Andrzej Raczynski
Mechanika kwantowa cz. 2

1 Przejscia w ukladach kwantowych

Niech hamiltonian uktadu ma posta¢ H = Hy+V (t), gdzie Hy jest niezaleznym
od czasu hamiltonianem swobodnym, a V' (t) jest zaburzeniem. Znane sa wek-
tory wiasne Hy, tzn.

H0¢n = En¢n (1)

Uklad w chwili poczatkowej ¢ = 0 znajdowal sie w stanie wiasnym ; opera-
tora Hy. Od tej chwili podlega ewolucji zgodnie z réwnaniem Schrodingera

. d
in-(t) = Hu(?) (2)

Po czasie t uklad moze znalez¢ si¢ w réznych stanach wiasnych ¢, a odpowied-
nie amplitudy prawdopodobienistwa sa dane jako rzuty (¢¢(¢)[¢(t)). Ich
obliczenie jest zasadniczym celem teorii.

1.1 Rachunek zaburzen zalezny od czasu

W obrazie oddzialywania wektory 1, nie zaleza od czasu, a wektor stanu
spelnia rowananie

L d

mg%(t) = Vi (t). (3)
Whprowadzajac operator ewolucji U(t). tzn. taki, ze ¥(t) = U(t)r(0) =
U (t)1;, otrzymuje sie, ze operator ten spelia rownanie

L d
i U(t) = ViU () (4)

z warunkiem poczatkowym U (0) = I (operator jednostkowy), a poszukiwanie
amplitudy prawdopodobienstwa sa elementami macierzowymi tego opera-
tora.

crilt) = (QrlU(0)[¢s)- ()
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Roéwnanie rozniczkowe dla operatora ewolucji mozna zamieni¢ na catkowe
1 ot
Ut) =1+ %/o Vi(t)U (t )ty (6)

Istota rachunku zaburzen zaleznego od czasu jest rozwiazanie powyzszego
rowania catkowego przez iteracje, tzn. rozwiazanie w n-tym rzedzie otrzy-
muje si¢ wstawiajac pod catke rozwiazanie uzyskane w rzedzie n —1. Zamiast
rownania catkowego pozostaja catki do wykonania. Nie ma gwarancji, ze pro-
cedura jest zbiezna, ale na podstawie zachowania sie poszczegdlnych wyrazoéw
oraz intuicji fizycznej czesto mozna wierzy¢ w uzyskane wyniki.

1 t
U =T+ — / Vi(t)U™D (1))t (7)
0

gdzie UO)=I.
Wielokrotna iteracja rownania catkowego prowadzi do szeregu

t1 tp_1
= I+Z / Vi tl)dtl/o v,(tQ)dtg.../O Vitrdt,.  (8)

Dla funkcji mozna by w kazdym sktadniku granice wszystkich catek wzia¢ od
0 do t, a wynik podzieli¢ przez k!. W przypadku operatoréw V; to nie jest doz-
wolone. Mozna natomiast zastosowac¢ operator chronologiczny, porzadkujacy
operatory A, B, ...
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A(tl)B(tQ), dlat, > to,
B(tQ)A(tl), dlatg > 1. (9)
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Wtedy mozna zwinaé szereg

s 1 t 1t
Ut)=1+T [ Viltydn) =Texpl— [ Vilt)ar]. (10
() =1+ 7% gl [ Victan) =Tl [Viteanl. (0
W najnizszym nietrywialnym przyblizeniu otrzymujemy

1
U () :I+,—/ Vi(t)Idt. (11)

th Jo

Oznacza to, ze amplituda przej$cia ma postaé

)0 =5+ [ Vil expl (1 — B, (12)
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gdzie Vi, = (Yf|V(t)|1i), a V jest juz w obrazie Schrodingera. Jesli V' nie
zalezy od czasu, calke mozna wykonac, otrzymujac dla f # ¢

W 1 it sin 2L
cpi (t) = 7 Vri eXp[%(Ef — Bl —=p— (13)
2h

Funkcja %’” oscyluje i maleje dla rosnacych a. Jej wysokos¢ dla a — 0
wynosi ¢, a miejsce zerowe najblizsze centralnego maksimum to %. Oznacza
to, ze niepewnosc¢ energii stanéw koricowych moze by¢ szacowana jako AE; ~
%. Zbadanie tej funkcji po catka po a z regularna funkcja f prowadzi dla

duzych wartosci ¢ do

o gin at sif ., B
| e = [ SEE (0~ O = 7 [ f()(0)da (14)
gdzie dokonano zamiany zmiennych ot = 3, skorzystano z tego, ze [ sin(z)/xdx =
7 oraz wprowadzono delt¢ Diraca. To pozwala utozsami¢ 2 7 76(cr) dla
dostatecznie duzych t. Amplituda przejécia przybiera postac

1 Ey — E;
W)= —Vpmo (=L
[

7 o ) = —ZVfZQﬂ'(;(Ef - El) (15)

Obliczenie prawdopodobienstwa przejécia wymaga ostroznosci i komentarza.
Mozna napisa¢ (dla duzych t)

W (A2 — 1V, 1242 B '1/ Ly — L
O = WiPars(B, - By el Fitjan. (o)

gdzie jedna z delt Diraca przedstawiono jako catke po dlugim przedziale
czasu. Calka ta z uwagi na pierwsza delte daje dhugos¢ t tego przedziahu.
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo dla dostatecznie dlugich czaséw jest pro-
porcjonalne do czasu (nie mozna bra¢ za dhugich czaséw, bo prawdopodobieristwo
straci sens). Ostatecznie mozna podzielié¢ obie strony przez t i otrzymac
prawdpodobienstwo przejscia na jednostke czasu jako

1 1 27
S0P = Vi (E; - E). (17)
Jest to tzw. zlota reguta Fermiego.

Wyrazenie to jest osobliwe ze wzgledu na delte Diraca, ale najczesciej
stany koncowe tworza widmo ciagte i wielko$¢ porownywana z doswiadczeniem
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jest calka z uzyskanego prawdopodobienstwa przejscia na jednostke czasu po
stanach koricowych o pewnej gestosci p(Ey).

21 27
/f|sz‘|25(Ef — Ei)p(Ey)dE; = f|sz‘|2P(Ez‘)> (18)

co daje juz warto$é¢ skonczona.
Gdy prawdopodobienstwo przejscia w pierwszym rzedzie jest réwne zero,
trzeba zastosowaé rachunek w drugim rzedzie. Otrzymuje si¢ wtedy

) = iyl [ Vi) [ daViedele). (19)

1
(ih)?
Nalezy teraz wstawi¢ miedzy operatory Vi jedynke w postaci I = Y, |tk (¥
i wréci¢ do obrazu Schrodingera. Otrzymuje sie wtedy

&ty = A Z / dty exp[ 2L Ef EVi(th) / dty exp[ 2 2 (B E0) Vii(t2).
(20)
Jedli V nie zalezy od czasu, calki po czasie mozna wykonaé, otrzymujac
1« ViVii expli(B; —E)]—1  exp[i(E; — Ey)] —1
@) 1k Vi f B n\Lf
sz <t> Zh Ek: Ez _ Ek{ (th E;) l(Engk) }
(21)

Mamy wiec do czynienia z przejsciem od stanu poczatkowego ¢ do stanu
koncowego f poprzez kazdy ze stanow posrednich k. Przejscia przez stany k
nie sa bezposrednio obserwowane, nie jest okreslona chwila, w ktoérej za-
chodza i nie musza zachowywaé energii. Nazywa sie je wirtualnymi, w
odréznienie od przejs¢ rzeczywistych f < i. Podobnie jak wyjasniono wyzej,
dla dostatcznie diugich czaséw ¢ pierwszy z wyrazéw w nawiasie klamrowym
daje wkiad rosnacy w czasie, podczas gdy drugi, ze wzgledu na brak rezo-
nansu dla przejscia f < k daje wklad ograniczony. Zatem po dostatecznie
dlugim czasie istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz, prowadzac do praw-
dopodobienstwa przejscia na jednostke czasu

Vi Vi 2
— E- 22
IS o) 2

Podobnie, w n-tym rzedzie otrzyma sie kaskade przejéé¢ przez n — 1 standéw
posrednich. Dla oddzialywania zaleznego harmonicznie od czasu V(t) =
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2V coswt wyniki przyjmuja podobna posta¢, z tym ze pojawiaja sie kwanty
energii hw. Dla absorpcji (emisji) energii, tzn. gdy Ef ~ E;+thw w pierwszym
rzedzie otrzymuje sie prawdopodobienstwo przejscia na jednostke czasu

1 27
AP = TVEPOEs — B hw), (23)

W przypadku przejs¢ wirtualnych w drugim i wyzszych rzedach nie mozna z
gbry powiedzieé, ze ktores wyrazow odpowiedzialnych za emisje lub absorcje
sa do pominiecia. Otrzymuje sie wtedy prawdopodobienistwo przejscia na
jednostke czasu w postaci

Vi Vii . Vi Vii

27T 2 .
il E;— B 24
h|zk:[Ei—Ek+hw B =B —fo) OB~ Bt jho), (24)

gdzie j = —2 (absorpcja 2 kwantéw energii), j = 2 (emisja 2 kwantéw
energii) lub j = 0 (nie ma zmiany energii).

1.2 Uklady dwupoziomowe

Réwnania Schrodingera zalezne od czasu z niezaleznym od czasu oddziatywaniem
V' daje sie rozwiazac Scisle, jesli z fizycznych powoddéw uklad moze znalez¢ sie
tylko w jednym z dwdéch stanéw, np. 1 lub 2. Moze to sie zdarzy¢, np. jesli
przejscia do innych stanéw energetycznie odleglych sa mato prawdopodobne.

W réwnaniu ruchu

ih S 0(0) = (Hy + V) e(r) (25)

nalezy podstawi¢ rozwiniecie [10(t)) = a(t)|11) +b(t)|1)2), gdzie cala zaleznosé
od czasu zachodzi przez wspolczynniki rozwiniecia. Rzutowanie obu stron
réwnania na [1;) (tzn. wziecie iloczynu skalarnego z (1;|) daje

zha(t) = (El + ‘/11)a<t> + ‘/12b(t),
ilib(t) = (Ea + Vag)b(t) + Vara(t). (26)

Roézniczkujac drugie réwnanie wzgledem czasu i korzystajac z obu rownan
otrzymuje sie

7 . 1
b+ ﬁ<E1 +Vii+ Ey + VQQ)b — ?[(EH + Vn)(Ez + V22) — “/12’2][9 =0. (27)
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Poszukujac rozwiazan w postaci b(t) = exp(At) otrzymuje sie

—i(Ey + Vit + Bz + Vi) WE+m—@—@y |Via|?
Ao = + . (28
1,2 2h 4h2 + hQ ( )
Rozwiazanie ogélne ma postac
b(t) = ¢ exp(Ait) + co exp(Aat), (29)

gdzie state ¢, 9 nalezy wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych. Jedli, np. ukltad
w chwili poczatkowej znajdowat si¢ w stanie 1, tzn. a(0) = 1, b(0) = 0, to
1+ cp = 07

—1
Cl)\l + 62)\2 = %‘/21 (30)

Po rozwiazaniu uktadu rownan otrzymujemy prawdopodobienstwo znalezienia
uktadu w stanie 2

[b(t)]* =

Via|? E1+ Vi1 — Ey — V)2 |Vio]?
Vi Smg\/( 1+ Vil 22 22) +‘ 1§| ‘
4h h
(31)
Elementy macierzowe V;; maja charakter poprawek do energii £;; czesto sa
réwne zeru. W warunkach rezonansu £y + Vi = Ey + Voo i

(E14+Vi1—E2—V32)?
4 + ’Vl2‘2

t
|MﬂF:sm2W%|. (32)

Uktad oscyluje wigc miedzy stanami 11 2 z czescia % zwana czestoscia Ra-

biego. Gdy nie ma rezonansu, amplituda oscylacji maleje (przy powyzszych
warunkach poczatkowych stan poczatkowy 1 nigdy nie opréznia sie catkowicie,
a stan 2 nigdy nie zapelnia sie catkowicie), a czesto$é oscylacji wzrasta.

Dla uktadéw z 3- lub wiecej stanami otrzymuje sie wyniki jakosciowo
podobne: oscylacje obsadzen stanéw sa ztozeniami 2,3 ..oscylacji o okreslonych
czestosciach.

1.3 Stan dyskretny i kontinuum

Ewolucje uktadu kwantowego, ktéry moze znalez¢ sie jedynie w stanie dyskret-
nym lub w kontinuum mozna opisa¢ nieperturbacyjnie w przyblizony sposéb.
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Wektory wlasne Hj speliaja rownania

Hoy = Evn,
Hopp = Evg, (33)

gdzie E sa liczbami rzeczywistymi od jakkiegos Ey w gére.
Wektor stanu mozna rozwina¢ w postaci

it

LB+ [ Bt en( S B ee, (34

(1) = ea(t) ex .

gdzie dla wygody we wspotczynnikach rozwiniecia wyodrebniono czynniki
zalezne od czasu. Podstawienie rozwiniecia do réwnania Schrodingera i zrzu-
towanie go na wektory ¢ i ¥ g prowadzi do réwnan

iherlt) = [ dB expl (B — E)Viges(?), (35)
ihew(t) — eXp[_th(El ~ E)Vier(t) + [ dB* exp[Z(E BN [Viwer (b).

Wprowadzono oznaczenia (1 |V |vg) = Vig, (Yr|V]YE) = Ver 1 opuszczono
wyraz Vi;. Ostatni wyraz w drugim rownaniu opisuje przejscia wewnatrz
kontinuum; jesli oddzialywanie nie jest bardzo silne lub elementy macier-
zowe Vpp nie sa zbyt duze dla pewnych energii, te przejscia sa malo praw-
dopodobne i beda tu zignorowane. Drugie rownanie mona scatkowac z warunk-
iem poczatkowym cg(0) =0

i [t —it
enlt) = —+ /0 dt' expl =~ (E1 = B)Vima(F). (36)
Po wstawieniu do pierwszego z réwnan otrzyuje si¢

W=D g, B VigPalr).  67)

1 t
&n(t) = —?/0 dt’/dEexp[

Przyblizenie opiera si¢ na obserwacji, ze istotny wkiad do catki daje przedzial
energii w poblizu E;. Jesli Vg jest wolnzmienng funkcja, mozna ja zastapic
przez jej wartos¢ Vig, i wynie$¢ przed catke. Drugim przyblizeniem jest
rozciagniecie dolnej granicy catkowania po energiach do —oo, bo tam funkcja
podcatkowa szybko oscyluje i daje znikomy wkiad do caltki. Przyblizenie to



nazywane jest przyblizenie Weisskopfa-Wignera. Wtedy caltka do dE daje
2rhd(t — t'), a otrzymana ¢ Diraca wykonuje catke po ¢ (wyrzuca potowe
wartosci funkeji podcatkowej w ¢’ = ¢, bo ten punkt lezy na brzegu obszaru
calkowania). W rezultacie otrzymuje sie réwnanie

) r
a(t) = —galt), (38)
gdzie I' = 2%|V1 5, |?. Rozwiazaniem jest funkcja wyktadnicza, a
le1(t)[* = exp[—T']. (39)

Populacja przechodzi wiec bezpowrotnie ze stanu dyskretnego do kontin-

uum, zanikajac wykladniczo. Rozwiazania zachowuja sie jak dla stanéw

stacjonarnych ale tak, jakby do energii dodano poprawke urojona ’hF
Rozktad stanéow koncowych w kontinuum mozna obliczy¢

/ dt E) Vi exp[—gt/] _

! AT
hVEl _1<E1 E) — AT [exp( 5 (El FE — 7,7) —1] (40)

2

Po dostatecznie dtugim czasie rozklad stanéw koncowych jest Lorentzowski

, 1 KT

= — . 41
QW(E_El)Q_‘_%Q (41)

|er(00)]

il

lloczyn szerokosci hl' rozkladu energii standéw koncowych i niepewnosci
znalezienia ukladu w stanie 1 jest rzedu statej Plancka.

1.4 Ewolucja adiabatyczna

Mozna znalez¢é przyblizone rozwiazania réwnania Schrodingera, gdy hamilto-
nian jest wolnozmienna funkcja czasu. Hamiltonian ten ma wektory wiasne
i funkcje wilasne, tez zalezne od czasu

H(t)n(t) = En()¢n(t), (42)

przy czym zakladamy, ze wartosci wlasne sa niezdegenerowane. Rozwigzania
rownania Schrodingera zaleznego od czasu mozna rozwinaé w bazie 1,

mdtzcn (1)) = HO Y a0l () = X0 EDlwn(e))- - (43



Wykonujac pochodna po prawej stronie otrzymuje sie

i1 [enltn) + cnlthn)] ch ()|t (1)) (44)

Rzutujac obie strony réwnania na [1)y) 1 korzystajac z ortonormalnosci wek-
toréw (1 t)|1n(t)) = Ok, otrzymuje sie

hlée + Z () [a(t))en(t)] = Br(t)ew(?). (45)

Zrézniczkujmy teraz réwnanie wlasne dla i,

O ) + HOI0) = BuOn0) + B0 (40

Rzutujac obie strony réwnania na |1y ), korzystajcac z tego, ze 1y jest wek-
torem wlasnym H otrzymuje sie

8H()

(¥ ¥n) = (En — Ex)(Wglthn) + Epdu. (47)

Wolna zmiennos¢ hamiltonianu w czasie implikuje, ze pomina¢ mozna wyraz
z pochodng H. W konsekwencji dla n # k i przy braku degeneracji mozna
zauwazy¢, ze (¥g|1h,)=0 dla n # k. Réwnanie na ¢, przybiera postaé

ifé + (e[ ()en(t)] = Bi(t)er(). (48)
Réwnanie to daje sie rozwiaza¢ przez rozdzielenie zmiennych
i st t )
ar(t) = (0 exp[ [ Bu(t)dt = [(@)lu(t))ar]  (49)
Wynika stad, ze jesli uktad jest na poczatku w stanie wlasnym ), bedzie po-

zostawal w tym stanie przez caly czas. Dozna jednak zmiany fazy. Pierwszy
skladnik fazy nosi nazwe fazy dynamicznej; gdyby energia wlasna nie zalezala

sktadnik jest faza geometryczna lub faza Berry’ego. Nalezy zauwazy¢, ze
(e (t) [ (1)) jest funkcja urojona. Mozna to pokazaé rézniczkujac tozsamosé
(Ulvn) =1 . :

(Vrltow) + (Yrlton) = 0 (50)



i zauwazajac, ze pierwszy skladnik jest sprzezeniem zespolonym drugiego.

Faze Berry’ego mozna zapisaé¢ inaczej, jesli hamiltonian i jego wektory
whasne zalezg od czasu poprzez pewne parametry, tzn. H = H(R/(t)) i ¢, =
U (R(t)). Wtedy catke po czasie mozna zamienié¢ na catke krzywoliniowa w
przestrzeni parametréow R (Rdt = dR)

[ ) = [ (R) Vi (R))dR. (51)

W szczegdlnosci. gdy parametry zmieniaja sie okresowo, faza

— §(n(R) | Vrun(R))dR. (52)

jest w ogoélnosci rézna od zera.

Jako przyklad rozpatrzmy czastke o spinie 1/2 w polu magnetycznym,
ktorego indukcja wolno zmienia kierunek n, nie zmieniajac wartosci bezwzglednej
B. Hamiltonian H = —iB = e;;f gon = vyon, gdzie g jest wspdlczynnikiem
giromagnetycznym, a & - wektorem, ktérego sktadowymi sa macierze Pauliego.

Wektor n ma skladowe n = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos #). Hamiltonian ma

wigc postaé

7v[sin @ cos ¢o, +sin @ sin ¢po, +cosbo,| =~ < cos 0 sin exp(—ig) ) :

sin 0 exp(i¢) —cosf
(53)
Wektory wlasne odpowiadajace odpowiednio wartosciom wiasnym £+ maja
postac
cos & exp(—ig) —sin & exp(—i¢) (54)
sin g ’ oS g ’
Dla pierwszego z nich (¢|1)) = —i cos® g¢ Niech wektor n zakresli krzywa

zamknieta na sferze zlozona z odcinkéw:

- rownoleznika o danej warosci 6 o tuku do,

- potudnika (oczywiscie o stalym kacie ¢) do réwnoleznika 6 + df,

- rownoleznika o danej warosci 6 + df o tuku —do,

- potudnika z powrotem do réwnoleznika 6. Calka krzywoliniowa z funkcji
cos? ¢ po tej krzywej wynosi

| |
204 d0 — sindbdg = —d (55)

cos® ngb — Cos
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gdzie skorzystano z rozwiniecia funkcji cos? na szereg, a df) jest katem
brylowym odpowiadajaym powierzchni zamknietej przez krzywa. Wynik
ten pozostaje w mocy dla krzywycb o skonczonych rozmiarach, bo mozna
je ztozy¢ z infinitezymalnych krzywych.

Inny przkiad dotyczy uktadu trojstanowego. Kazdy ze stanéw ma te sama
energie przyjeta jako zero. Moze to by¢ atom o dwdéch stanach dolnych 1,
i 7. 1 jednym stanie gérnym ),. Atom jest o$wietlony dwoma laserami o
czestosciach wy 1 wo, tak, ze By + hw, = E. + hws = E, = 0. Stan v, to stan
1, oraz 1 foton o czestosci wy, stan ¥y to stan 1, i brak fotonéw, stan 3 to
stan 1. 1 1 foton o czestosci wy. Stan gérny ma urojona poprawke do energii
rowna —% z powodu mozliwej emisji spontanicznej (o czym w dalszej czesci
wyktadu). Macierz hamiltonianu (¢;| H |1;) ma postaé

0 U 0
Ur =W (56)
0 W 0

gdzie U = (1|V|pe), W = (¢o|V]1h3) sa elementami macierzowymi odd-
zialywania atom-laser, zaleznymi wolno od czasu. Jeden ze wektoréow wiasnych
tej macierzy ma postac

1
VU@ + W (1)]2

Jesli uktad byl poczatkowo w stanie v (atom w stanie i) przy U(t) =
W(t) = 0, pézniej wlaczono najpierw W(t), potem U(t), dalej wytaczno
najpierw W(t), a potem U(t), to pltynnie przeszedl on ze stanu ¢ do 3
(czyli atom w stanie 1)..), bez strat z powodu urojonej poprawki do energii
stanu gérnego. Technika ta jest znana jako STIRAP (stimulated Raman
adiabatic passage) i stosowana w fizyce atomowej.

(W(B)e1) = U (#)]es). (57)
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