
Andrzej Raczyński
Mechanika kwantowa cz. 2

1 Przej́scia w uk ladach kwantowych

Niech hamiltonian uk ladu ma postaćH = H0+V (t), gdzieH0 jest niezależnym
od czasu hamiltonianem swobodnym, a V (t) jest zaburzeniem. Znane sa̧ wek-
tory w lasne H0, tzn.

H0ψn = Enψn. (1)

Uk lad w chwili pocza̧tkowej t = 0 znajdowa l siȩ w stanie w lasnym ψi opera-
tora H0. Od tej chwili podlega ewolucji zgodnie z równaniem Schrödingera

ih̄
d

dt
ψ(t) = Hψ(t). (2)

Po czasie t uk lad może znaleźć siȩ w różnych stanach w lasnych ψf , a odpowied-
nie amplitudy prawdopodobieństwa sa̧ dane jako rzuty 〈ψf (t)|ψ(t)〉. Ich
obliczenie jest zasadniczym celem teorii.

1.1 Rachunek zaburzeń zależny od czasu

W obrazie oddzia lywania wektory ψn nie zależa̧ od czasu, a wektor stanu
spe lnia rówananie

ih̄
d

dt
ψI(t) = VIψI(t). (3)

Wprowadzaja̧c operator ewolucji U(t). tzn. taki, że ψI(t) = U(t)ψI(0) =
U(t)ψi, otrzymuje siȩ, że operator ten spe lnia równanie

ih̄
d

dt
U(t) = VI(t)U(t) (4)

z warunkiem pocza̧tkowym U(0) = I (operator jednostkowy), a poszukiwanie
amplitudy prawdopodobieństwa sa̧ elementami macierzowymi tego opera-
tora.

cfi(t) = 〈ψf |U(t)|ψi〉. (5)
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Równanie różniczkowe dla operatora ewolucji można zamienić na ca lkowe

U(t) = I +
1

ih̄

∫ t

0
VI(t1)U(t1)dt1. (6)

Istota̧ rachunku zaburzeń zależnego od czasu jest rozwia̧zanie powyższego
rówania ca lkowego przez iteracjȩ, tzn. rozwia̧zanie w n-tym rzȩdzie otrzy-
muje siȩ wstawiaja̧c pod ca lkȩ rozwia̧zanie uzyskane w rzȩdzie n−1. Zamiast
równania ca lkowego pozostaja̧ ca lki do wykonania. Nie ma gwarancji, że pro-
cedura jest zbieżna, ale na podstawie zachowania siȩ poszczególnych wyrazów
oraz intuicji fizycznej czȩsto można wierzyć w uzyskane wyniki.

U (n)(t) = I +
1

ih̄

∫ t

0
VI(t1)U (n−1)(t1)dt1, (7)

gdzie U (0)=I.
Wielokrotna iteracja równania ca lkowego prowadzi do szeregu

U(t) = I +
∞∑
k=1

1

(ih̄)k

∫ t

0
VI(t1)dt1

∫ t1

0
VI(t2)dt2...

∫ tk−1

0
VItkdtk. (8)

Dla funkcji można by w każdym sk ladniku granice wszystkich ca lek wzia̧ć od
0 do t, a wynik podzielić przez k!. W przypadku operatorów VI to nie jest doz-
wolone. Można natomiast zastosować operator chronologiczny, porza̧dkuja̧cy
operatory A,B, ...

T (A(t1)B(t2) = A(t1)B(t2), dlat1 > t2,

T (A(t1)B(t2) = B(t2)A(t1), dlat2 > t1. (9)

Wtedy można zwina̧ć szereg

U(t) = I + T
∞∑
k=1

1

k!(ih̄)k
[
∫ t

0
VI(t1)dt1]k = T exp[

1

ih̄

∫ t

0
VI(t1)dt1]. (10)

W najniższym nietrywialnym przybliżeniu otrzymujemy

U (1)(t) = I +
1

ih̄

∫ t

0
VI(t1)Idt1. (11)

Oznacza to, że amplituda przej́scia ma postać

c
(1)
fi (t) = δfi +

1

ih̄

∫ t

0
Vfi(t1) exp[

it1
h̄

(Ef − Ei)]dt1, (12)
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gdzie Vfi = 〈ψf |V (t)|ψi〉, a V jest już w obrazie Schrödingera. Jeśli V nie
zależy od czasu, ca lkȩ można wykonać, otrzymuja̧c dla f 6= i

c
(1)
fi (t) =

1

ih̄
Vfi exp[

it

2h̄
(Ef − Ei)]

sin
Ef−Ei

2h̄
t

Ef−Ei

2h̄

. (13)

Funkcja sinαt
α

oscyluje i maleje dla rosna̧cych α. Jej wysokość dla α → 0
wynosi t, a miejsce zerowe najbliższe centralnego maksimum to π

t
. Oznacza

to, że niepewność energii stanów końcowych może być szacowana jako ∆Ef ≈
2h̄
t

. Zbadanie tej funkcji po ca lka̧ po α z regularna̧ funkcja̧ f prowadzi dla
dużych wartości t do∫ ∞

−∞

sinαt

α
f(α)dα =

∫ sinβ

β
f(
β

t
)dβ ≈ f(0)π = π

∫
f(α)δ(α)dα, (14)

gdzie dokonano zamiany zmiennych αt = β, skorzystano z tego, że
∫∞
−∞ sin(x)/xdx =

π oraz wprowadzono deltȩ Diraca. To pozwala utożsamić sinαt
α

z πδ(α) dla
dostatecznie dużych t. Amplituda przej́scia przybiera postać

c
(1)
fi (t) =

1

ih̄
Vfiπδ(

Ef − Ei
2h̄

) = −iVfi2πδ(Ef − Ei) (15)

Obliczenie prawdopodobieństwa przej́scia wymaga ostrożności i komentarza.
Można napisać (dla dużych t)

|c(1)
fi (t)|2 = |Vfi|24π2δ(Ef − Ei)

1

2πh̄

∫
exp[i

Ef − Ei
h̄

t1]dt1, (16)

gdzie jedna̧ z delt Diraca przedstawiono jako ca lkȩ po d lugim przedziale
czasu. Ca lka ta z uwagi na pierwsza̧ deltȩ daje d lugość t tego przedzia lu.
Oznacza to, że prawdopodobieństwo dla dostatecznie d lugich czasów jest pro-
porcjonalne do czasu (nie można brać za d lugich czasów, bo prawdopodobieństwo
straci sens). Ostatecznie można podzielić obie strony przez t i otrzymać
prawdpodobieństwo przej́scia na jednostkȩ czasu jako

1

t
|c(1)
fi (t)|2 =

2π

h̄
|Vfi|2δ(Ef − Ei). (17)

Jest to tzw. z lota regu la Fermiego.
Wyrażenie to jest osobliwe ze wzglȩdu na deltȩ Diraca, ale najczȩściej

stany końcowe tworza̧ widmo cia̧g le i wielkość porównywana z doświadczeniem
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jest ca lka̧ z uzyskanego prawdopodobieństwa przej́scia na jednostkȩ czasu po
stanach końcowych o pewnej gȩstości ρ(Ef ).∫ 2π

h̄
|Vfi|2δ(Ef − Ei)ρ(Ef )dEf =

2π

h̄
|Vfi|2ρ(Ei), (18)

co daje już wartość skończona̧.
Gdy prawdopodobieństwo przej́scia w pierwszym rzȩdzie jest równe zero,

trzeba zastosować rachunek w drugim rzȩdzie. Otrzymuje siȩ wtedy

c
(2)
fi (t) =

1

(ih̄)2
〈ψf |

∫ t

0
dt1VI(t1)

∫ t1

0
dt2VI(t2)dt2|ψi〉. (19)

Należy teraz wstawić miȩdzy operatory VI jedynkȩ w postaci I =
∑
k |ψk〉〈ψk|

i wrócić do obrazu Schrödingera. Otrzymuje siȩ wtedy

c
(2)
fi (t) =

1

(ih̄)2

∑
k

∫ t

0
dt1 exp[

it1
h̄

(Ef−Ek)]Vfk(t1)
∫ t1

0
dt2 exp[

it2
h̄

(Ek−Ei)]Vki(t2).

(20)
Jeśli V nie zależy od czasu, ca lki po czasie można wykonać, otrzymuja̧c

c
(2)
fi (t) =

1

ih̄

∑
k

VfkVki
Ei − Ek

{
exp[ it

h̄
(Ef − Ei)]− 1
i(Ef−Ei)

h̄

−
exp[ it

h̄
(Ef − Ek)]− 1
i(Ef−Ek)

h̄

}.

(21)
Mamy wiȩc do czynienia z przej́sciem od stanu pocza̧tkowego i do stanu

końcowego f poprzez każdy ze stanów pośrednich k. Przej́scia przez stany k
nie sa̧ bezpośrednio obserwowane, nie jest określona chwila, w której za-
chodza̧ i nie musza̧ zachowywać energii. Nazywa siȩ je wirtualnymi, w
odróżnienie od przej́sć rzeczywistych f ← i. Podobnie jak wyjaśniono wyżej,
dla dostatcznie d lugich czasów t pierwszy z wyrazów w nawiasie klamrowym
daje wk lad rosna̧cy w czasie, podczas gdy drugi, ze wzglȩdu na brak rezo-
nansu dla przej́scia f ← k daje wk lad ograniczony. Zatem po dostatecznie
d lugim czasie istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz, prowadza̧c do praw-
dopodobieństwa przej́scia na jednostkȩ czasu

2π

h̄
|
∑
k

VfkVki
Ei − Ek

|2ρ(Ei) (22)

Podobnie, w n-tym rzȩdzie otrzyma siȩ kaskadȩ przej́sć przez n − 1 stanów
pośrednich. Dla oddzia lywania zależnego harmonicznie od czasu V (t) =
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2V cosωt wyniki przyjmuja̧ podobna̧ postać, z tym że pojawiaja̧ siȩ kwanty
energii h̄ω. Dla absorpcji (emisji) energii, tzn. gdy Ef ≈ Ei±h̄ω w pierwszym
rzȩdzie otrzymuje siȩ prawdopodobieństwo przej́scia na jednostkȩ czasu

1

t
|c(1)
fi (t)|2 =

2π

h̄
|Vfi|2δ(Ef − Ei ∓ h̄ω). (23)

W przypadku przej́sć wirtualnych w drugim i wyższych rzȩdach nie można z
góry powiedzieć, że któreś wyrazów odpowiedzialnych za emisjȩ lub absorcjȩ
sa̧ do pominiȩcia. Otrzymuje siȩ wtedy prawdopodobieństwo przej́scia na
jednostkȩ czasu w postaci

2π

h̄
|
∑
k

[
VfkVki

Ei − Ek + h̄ω
+

VfkVki
Ei − Ek − h̄ω

]|2δ(Ef − Ei + jh̄ω), (24)

gdzie j = −2 (absorpcja 2 kwantów energii), j = 2 (emisja 2 kwantów
energii) lub j = 0 (nie ma zmiany energii).

1.2 Uk lady dwupoziomowe

Równania Schrödingera zależne od czasu z niezależnym od czasu oddzia lywaniem
V daje siȩ rozwia̧zać ścísle, jeśli z fizycznych powodów uk lad może znaleźć siȩ
tylko w jednym z dwóch stanów, np. 1 lub 2. Może to siȩ zdarzyć, np. jeśli
przej́scia do innych stanów energetycznie odleg lych sa̧ ma lo prawdopodobne.
W równaniu ruchu

ih̄
d

dt
|ψ(t)〉 = (H0 + V )|ψ(t)〉 (25)

należy podstawić rozwiniȩcie |ψ(t)〉 = a(t)|ψ1〉+b(t)|ψ2〉, gdzie ca la zależność
od czasu zachodzi przez wspó lczynniki rozwiniȩcia. Rzutowanie obu stron
równania na |ψj〉 (tzn. wziȩcie iloczynu skalarnego z 〈ψj|) daje

ih̄ȧ(t) = (E1 + V11)a(t) + V12b(t),

ih̄ḃ(t) = (E2 + V22)b(t) + V21a(t). (26)

Różniczkuja̧c drugie równanie wzglȩdem czasu i korzystaja̧c z obu równań
otrzymuje siȩ

b̈+
i

h̄
(E1 + V11 + E2 + V22)ḃ− 1

h̄2 [(E1 + V11)(E2 + V22)− |V12|2]b = 0. (27)
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Poszukuja̧c rozwia̧zań w postaci b(t) = exp(λt) otrzymuje siȩ

λ1,2 =
−i(E1 + V11 + E2 + V22)

2h̄
±
√

(E1 + V11 − E2 − V22)2

4h̄2 +
|V12|2
h̄2 . (28)

Rozwia̧zanie ogólne ma postać

b(t) = c1 exp(λ1t) + c2 exp(λ2t), (29)

gdzie sta le c1,2 należy wyznaczyć z warunków pocza̧tkowych. Jeśli, np. uk lad
w chwili pocza̧tkowej znajdowa l siȩ w stanie 1, tzn. a(0) = 1, b(0) = 0, to

c1 + c2 = 0,

c1λ1 + c2λ2 =
−i
h̄
V21. (30)

Po rozwia̧zaniu uk ladu równań otrzymujemy prawdopodobieństwo znalezienia
uk ladu w stanie 2

|b(t)|2 =
|V12|2

(E1+V11−E2−V22)2

4
+ |V12|2

sin2

√
(E1 + V11 − E2 − V22)2

4h̄2 +
|V12|2
h̄2 t.

(31)
Elementy macierzowe Vjj maja̧ charakter poprawek do energii Ej; czȩsto sa̧
równe zeru. W warunkach rezonansu E1 + V11 = E2 + V22 i

|b(t)|2 = sin2 |V12|t
h̄

. (32)

Uk lad oscyluje wiȩc miȩdzy stanami 1 i 2 z czȩscia̧ |V12|
h̄

zwana̧ czȩstościa̧ Ra-
biego. Gdy nie ma rezonansu, amplituda oscylacji maleje (przy powyższych
warunkach pocza̧tkowych stan pocza̧tkowy 1 nigdy nie opróżnia siȩ ca lkowicie,
a stan 2 nigdy nie zape lnia siȩ ca lkowicie), a czȩstość oscylacji wzrasta.

Dla uk ladów z 3- lub wiȩcej stanami otrzymuje siȩ wyniki jakościowo
podobne: oscylacje obsadzeń stanów sa̧ z lożeniami 2,3 ..oscylacji o określonych
czȩstościach.

1.3 Stan dyskretny i kontinuum

Ewolucjȩ uk ladu kwantowego, który może znaleźć siȩ jedynie w stanie dyskret-
nym lub w kontinuum można opisać nieperturbacyjnie w przybliżony sposób.
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Wektory w lasne H0 spe lniaja̧ równania

H0ψ1 = E1ψ1,

H0ψE = EψE, (33)

gdzie E sa̧ liczbami rzeczywistymi od jakkiegoś E0 w górȩ.
Wektor stanu można rozwina̧ć w postaci

ψ(t) = c1(t) exp(−it
h̄
E1)ψ1 +

∫
dE ′cE′(t) exp(

−it
h̄
E ′)ψE′ , (34)

gdzie dla wygody we wspó lczynnikach rozwiniȩcia wyodrȩbniono czynniki
zależne od czasu. Podstawienie rozwiniȩcia do równania Schrödingera i zrzu-
towanie go na wektory ψ1 i ψE prowadzi do równań

ih̄ċ1(t) =
∫
dE exp[

it

h̄
(E1 − E)]V1EcE(t), (35)

ih̄ċE(t) = exp[
−it
h̄

(E1 − E)]VE1c1(t) +
∫
dE ′ exp[

it

h̄
(E − E ′)]VEE′cE′(t).

Wprowadzono oznaczenia 〈ψ1|V |ψE〉 = V1E, 〈ψE|V |ψ′E〉 = VEE′ i opuszczono
wyraz V11. Ostatni wyraz w drugim równaniu opisuje przej́scia wewna̧trz
kontinuum; jeśli oddzia lywanie nie jest bardzo silne lub elementy macier-
zowe VEE′ nie sa̧ zbyt duże dla pewnych energii, te przej́scia sa̧ ma lo praw-
dopodobne i bȩda̧ tu zignorowane. Drugie równanie moṅa sca lkować z warunk-
iem pocza̧tkowym cE(0) = 0

cE(t) = − i
h̄

∫ t

0
dt′ exp[

−it′

h̄
(E1 − E)]VE1c1(t′). (36)

Po wstawieniu do pierwszego z równań otrzyuje siȩ

ċ1(t) = − 1

h̄2

∫ t

0
dt′
∫
dE exp[

i(t− t′)
h̄

(E1 − E)]|V1E|2c1(t′). (37)

Przybliżenie opiera siȩ na obserwacji, że istotny wk lad do ca lki daje przedzia l
energii w pobliżu E1. Jeśli V1E jest wolnzmienna̧ funkcja̧, można ja̧ zasta̧pić
przez jej wartość V1E1 i wynieść przed ca lkȩ. Drugim przybliżeniem jest
rozcia̧gniecie¸ dolnej granicy ca lkowania po energiach do −∞, bo tam funkcja
podca lkowa szybko oscyluje i daje znikomy wk lad do ca lki. Przybliżenie to
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nazywane jest przybliżenie Weisskopfa-Wignera. Wtedy ca lka do dE daje
2πh̄δ(t − t′), a otrzymana δ Diraca wykonuje ca lkȩ po t′ (wyrzuca po lowȩ
wartości funkcji podca lkowej w t′ = t, bo ten punkt leży na brzegu obszaru
ca lkowania). W rezultacie otrzymuje siȩ równanie

ċ1(t) = −Γ

2
c1(t), (38)

gdzie Γ = 2π
h̄
|V1E1|2. Rozwia̧zaniem jest funkcja wyk ladnicza, a

|c1(t)|2 = exp[−Γt]. (39)

Populacja przechodzi wiȩc bezpowrotnie ze stanu dyskretnego do kontin-
uum, zanikaja̧c wyk ladniczo. Rozwia̧zania zachowuja̧ siȩ jak dla stanów
stacjonarnych ale tak, jakby do energii dodano poprawkȩ urojona̧ −ih̄Γ

2
.

Rozk lad stanów końcowych w kontinuum można obliczyć

cE(t) = − i
h̄

∫ t

0
dt′ exp[

−it′

h̄
(E1 − E)]VE1 exp[−Γ

2
t′] =

− i
h̄
VE1

1
−i
h̄

(E1 − E)− h̄Γ
2

[exp(
−it
h̄

(E1 − E − i
h̄Γ

2
)− 1] (40)

Po dostatecznie d lugim czasie rozk lad stanów końcowych jest Lorentzowski

|cE(∞)|2 =
1

2π

h̄Γ

(E − E1)2 + Γ2

4

. (41)

Iloczyn szerokości h̄Γ rozk ladu energii stanów końcowych i niepewności 1
Γ

znalezienia uk ladu w stanie 1 jest rzȩdu sta lej Plancka.

1.4 Ewolucja adiabatyczna

Można znaleźć przybliżone rozwia̧zania równania Schrödingera, gdy hamilto-
nian jest wolnozmienna̧ funkcja̧ czasu. Hamiltonian ten ma wektory w lasne
i funkcje w lasne, też zależne od czasu

H(t)ψn(t) = En(t)ψn(t), (42)

przy czym zak ladamy, że wartości w lasne sa̧ niezdegenerowane. Rozwia̧zania
równania Schrödingera zależnego od czasu można rozwina̧ć w bazie ψn

ih̄
d

dt

∑
n

cn(t)|ψn(t)〉 = H(t)
∑
n

cn(t)|ψn(t)〉 =
∑
n

cn(t)En(t)|ψn(t)〉. (43)
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Wykonuja̧c pochodna̧ po prawej stronie otrzymuje siȩ

ih̄
∑
n

[ċn|ψn〉+ cn|ψ̇n〉] =
∑
n

cn(t)En(t)|ψn(t)〉. (44)

Rzutuja̧c obie strony równania na |ψk〉 i korzystaja̧c z ortonormalności wek-
torów 〈ψ(t)|ψn(t)〉 = δkn otrzymuje siȩ

ih̄[ċk +
∑
n

〈ψk(t)|ψ̇n(t)〉cn(t)] = Ek(t)ck(t). (45)

Zróżniczkujmy teraz równanie w lasne dla ψn

∂H(t)

∂t
|ψn(t)〉+H(t)|ψ̇n(t)〉 = Ėn(t)|ψn(t)〉+ En(t)|ψ̇n(t)〉. (46)

Rzutuja̧c obie strony równania na |ψk〉, korzystajcac z tego, że ψk jest wek-
torem w lasnym H otrzymuje siȩ

〈ψk|
∂H(t)

∂t
|ψn〉 = (En − Ek)〈ψk|ψ̇n〉+ Ėnδnk. (47)

Wolna zmienność hamiltonianu w czasie implikuje, że pomina̧ć można wyraz
z pochodna̧ H. W konsekwencji dla n 6= k i przy braku degeneracji można
zauważyć, że 〈ψk|ψ̇n〉=0 dla n 6= k. Równanie na ck przybiera postać

ih̄[ċk + 〈ψk(t)|ψ̇k(t)〉cn(t)] = Ek(t)ck(t). (48)

Równanie to daje siȩ rozwia̧zać przez rozdzielenie zmiennych

ck(t) = ck(0) exp[
−i
h̄

∫ t

0
En(t′)dt′ −

∫ t

0
〈ψk(t′)|ψ̇k(t′)〉dt′] (49)

Wynika sta̧d, że jeśli uk lad jest na pocza̧tku w stanie w lasnym ψk, bȩdzie po-
zostawa l w tym stanie przez ca ly czas. Dozna jednak zmiany fazy. Pierwszy
sk ladnik fazy nosi nazwȩ fazy dynamicznej; gdyby energia w lasna nie zależa la
od czasu mia lby postać −En

h̄
, jak dla zwyk lych stanów stacjonarnych. Drugi

sk ladnik jest faza̧ geometryczna̧ lub faza̧ Berry’ego. Należy zauważyć, że
〈ψk(t)|ψ̇k(t)〉 jest funkcja̧ urojona̧. Można to pokazać różniczkuja̧c tożsamość
〈ψk|ψk〉 = 1

〈ψ̇k|ψk〉+ 〈ψk|ψ̇k〉 = 0 (50)
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i zauważaja̧c, że pierwszy sk ladnik jest sprzȩżeniem zespolonym drugiego.
Fazȩ Berry’ego można zapisać inaczej, jeśli hamiltonian i jego wektory

w lasne zależa̧ od czasu poprzez pewne parametry, tzn. H = H(R(t)) i ψn =
ψn(R(t)). Wtedy ca lkȩ po czasie można zamienić na ca lkȩ krzywoliniowa̧ w
przestrzeni parametrów R (Ṙdt = dR)∫ t

0
〈ψk(t′)|ψ̇k(t′)〉dt′ =

∫
〈ψk(R)|∇Rψk(R)〉dR. (51)

W szczególności. gdy parametry zmieniaja̧ siȩ okresowo, faza

−
∮
〈ψk(R)|∇Rψk(R)〉dR. (52)

jest w ogólności różna od zera.
Jako przyk lad rozpatrzmy cza̧stkȩ o spinie 1/2 w polu magnetycznym,

którego indukcja wolno zmienia kierunek n, nie zmieniaja̧c wartości bezwzglȩdnej
B. Hamiltonian H = −~µB = eh̄B

2m
g~σn ≡ γ~σn, gdzie g jest wspó lczynnikiem

giromagnetycznym, a ~σ - wektorem, którego sk ladowymi sa̧ macierze Pauliego.
Wektor n ma sk ladowe n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). Hamiltonian ma

wiȩc postać

γ[sin θ cosφσx+sin θ sinφσy+cos θσz] = γ

(
cos θ sin θ exp(−iφ)

sin θ exp(iφ) − cos θ

)
.

(53)
Wektory w lasne odpowiadaja̧ce odpowiednio wartościom w lasnym ±γ maja̧
postać (

cos θ
2

exp(−iφ)
sin θ

2

)
,

(
− sin θ

2
exp(−iφ)

cos θ
2

)
. (54)

Dla pierwszego z nich 〈ψ|ψ̇〉 = −i cos2 θ
2
φ̇. Niech wektor n zakreśli krzywa̧

zamkniȩta̧ na sferze z lożona̧ z odcinków:
- równoleżnika o danej warości θ o  luku dφ,
- po ludnika (oczywíscie o sta lym ka̧cie φ) do równoleżnika θ + dθ,
- równoleżnika o danej warości θ + dθ o  luku −dφ,
- po ludnika z powrotem do równoleżnika θ. Ca lka krzywoliniowa z funkcji
cos2 θ

2
po tej krzywej wynosi

cos2 θ

2
dφ− cos2 θ + dθ

2
dφ = −1

2
sin θdθdφ = −1

2
dΩ, (55)
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gdzie skorzystano z rozwiniȩcia funkcji cos2 na szereg, a dΩ jest ka̧tem
bry lowym odpowiadaja̧ym powierzchni zamkniȩtej przez krzywa̧. Wynik
ten pozostaje w mocy dla krzywycb o skończonych rozmiarach, bo można
je z lożyć z infinitezymalnych krzywych.

Inny przk lad dotyczy uk ladu trójstanowego. Każdy ze stanów ma tȩ sama̧
energiȩ przyjȩta̧ jako zero. Może to być atom o dwóch stanach dolnych ψb
i ψc i jednym stanie górnym ψa. Atom jest oświetlony dwoma laserami o
czȩstościach ω1 i ω2, tak, że Eb + h̄ω1 = Ec + h̄ω2 = Ea = 0. Stan ψ1 to stan
ψa oraz 1 foton o czȩstości ω1, stan ψ2 to stan ψa i brak fotonów, stan 3 to
stan ψc i 1 foton o czȩstości ω2. Stan górny ma urojona̧ poprawkȩ do energii
równa̧ − ih̄Γ

2
z powodu możliwej emisji spontanicznej (o czym w dalszej czȩści

wyk ladu). Macierz hamiltonianu 〈ψj|H|ψk〉 ma postać 0 U 0
U∗ −ih̄Γ

2
W

0 W ∗ 0

 , (56)

gdzie U = 〈ψ1|V |ψ2〉, W = 〈ψ2|V |ψ3〉 sa̧ elementami macierzowymi odd-
zia lywania atom-laser, zależnymi wolno od czasu. Jeden ze wektorów w lasnych
tej macierzy ma postać

1√
|U(t)|2 + |W (t)|2

[W (t)|ψ1〉 − U∗(t)|ψ3〉. (57)

Jeśli uk lad by l pocza̧tkowo w stanie ψ1 (atom w stanie ψb) przy U(t) =
W (t) = 0, później w la̧czono najpierw W (t), potem U(t), dalej wy la̧czno
najpierw W (t), a potem U(t), to p lynnie przeszed l on ze stanu ψ1 do ψ3

(czyli atom w stanie ψc), bez strat z powodu urojonej poprawki do energii
stanu górnego. Technika ta jest znana jako STIRAP (stimulated Raman
adiabatic passage) i stosowana w fizyce atomowej.
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