
Andrzej Raczyński
Mechanika kwantowa cz. 10

1 Elementy fizyki relatywistycznej

1.1 Transformacja Lorentza

Wprowadźmy kontrawariantny czterowektor

x = (x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z) (1)

i jego kowariantny odpowiednik

xµ = gµνx
ν , (2)

gdzie g jest tensorem metrycznym

g =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (3)

Wskaźniki greckie przebiegaja̧ od 0 do 3, zachodzi sumowanie po powtarzaja̧cym
siȩ dwukrotnie wskaźniku.

Czterowektor pȩdu definiujemy jako

pµ = ih̄
∂

∂xµ
= h̄(

i

c

∂

∂t
,−i∇). (4)

Transformacja Lorentza ma ogólna̧ postać

x′µ = aµνx
ν , (5)

gdzie macierz a jest taka, że zachowana jest d lugość czterowektora xµxµ, tzn.
zachodzi aµνa

ρ
µ = δρν (delta Kroneckera).

Transformacje Lorentza obejmuja̧ obroty w p laszczyznach xy, yz zx, przej́scie
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do uk ladu poruszaja̧cego siȩ, czyli pseudoobroty w p laszczyznach x0xj, (j =
1, 2, 3), odbicia przestrzenne i czasowe oraz z lożenia tych transformacji. W
przypadku transformacji do uk ladu poruszaja̧cego siȩ z prȩdkościa̧ v wzd luż
osi x macierz a ma postać

a =


cosh β − sinh β 0 0
− sinh β cosh β 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , (6)

gdzie tanh β = v
c
.

Niezmiennikami transformacji Lorentza sa̧ w szczególności
xµxµ = c2t2−r2 i klasyczny pµpµ = E2

c2
−p2 = m2c2 oraz kwantowy odpowied-

nik tego ostatniego −h̄2( 1
c2

∂2

∂t2
−∇2). Czterowektor potencja lu pola elektro-

magnetycznego ma postać (φ
c
,A).

1.2 Równanie Kleina-Gordona

Równanie K-G opisuje relatywistyczna̧ cza̧stkȩ bezspinowa̧, np. pion, mezon
K. Otrzymuje siȩ je biora̧c relatywistyczny zwia̧zek miȩdzy energia̧ i pȩdem

E =
√
p2c2 +m2c4, (7)

podnosza̧c go do kwadratu, zastȩpuja̧c energiȩ i pȩd przez odpowiednie op-
eratory i dzia laja̧c na funkcjȩ

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2 +

m2c2

h̄2 )ψ = 0. (8)

W notacji czterowskaźnikowej równanie ma postać

(
∂

∂xµ
∂

∂xµ
+
m2c2

h̄2 )ψ = 0 (9)

lub
(pµpµ −m2c2)ψ = 0. (10)

Biora̧ równanie KG mnożone przez funkcjȩ sprzȩżona̧ i równanie sprzȩżone
mnożone przez funkcjȩ niesprzȩżona̧ i odejmuja̧c, otrzymuje siȩ równanie
cia̧g lości

∂ρ

∂t
+∇j = 0, (11)
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gdzie ρ = ih̄
2mc2

(ψ∗ ∂ψ
∂t
− ∂ψ∗

∂t
ψ), oraz j = −ih̄

2m
[ψ∗∇ψ − (∇ψ∗)ψ]. W notacji

czterowskaźnikowej mamy j = (cρ, j), jµ = ih̄
2m

(ψ∗ ∂ψ
∂xµ
− ∂ψ∗

∂xµ
ψ). Równanie

cia̧g lości w notacji niezmienniczej ma postać ∂jµ

∂xµ
= 0.

Dla rozwia̧zań o energii ujemnej gȩstość prawdopodobieństwa nie jest do-
datnio określona. Ma to zwia̧zek z istnieniem antycza̧stek. Mnoża̧c gȩstość
prawdopodobieństwa przez  ladunek elementarny e otrzymamy gȩstość  ladunku,
która dla cza̧stek na ladowanych ma dobrze określony sens: ca lka po ca lej
przestrzeni V daje różnicȩ  ladunku cza̧stek i antycza̧stek.

Wzór na gȩstość prawdopodobieństwa sprowadza siȩ w przybliżeniu do
wzoru nierelatywistycznej mechaniki kwantowej, co można pokazać podstaw-
iaja̧c ψ = φ exp(− i

h̄
mc2t) i zak ladaja̧c, że φ jest wolnozmienna̧ funkcja̧ czasu

ρ =
ih̄

2mc2
(ψ∗

∂ψ

∂t
− ∂ψ∗

∂t
ψ) =

ih̄

2mc2
[|φ|2−2imc2

h̄
+
∂

∂t
|φ|2] ≈ |φ|2. (12)

Rozwia̧zania dla cza̧stki swobodnej maja̧ postać

ψp(x) = C exp(∓ i
h̄
pµxµ) = C exp[∓ i

h̄
(pr− Et)], (13)

gdzie p0 = E
c

=
√

p2 +m2c2. Ża̧daja̧c, aby ca lka po objȩtości z gȩstości

 ladunku eρ dawa la ±e otrzymamy C =
√

mc
p0V

.

Komentarza wymaga zasada nieoznaczoności. Oszacowania nieoznac-
zoności dla pojedynczych zmiennych jednej cza̧stki o masie m daja̧: nieoz-
naczoność energii ∆E < mc2, nieoznaczoność pȩdu ∆p < mc, nieoznaczoność
po lożenia ∆x > h̄

2mc
nieoznaczoność czasu ∆t ≈ 1

c
∆x > h̄

2mc2
, ∆p > h̄

∆x
≈

h̄
c∆t

.
Równanie K-G jest fundamentalne w kwantowej teorii pola, natomiast

nie da siȩ go stosować jak równanie Schrödingera, ponieważ ze wzglȩdu na
silne oddzia lywania uwzglȩdniać trzeba kreacjȩ i anihilacjȩ różnych cza̧stek,
w tym cza̧stek przenosza̧cych oddzia lywania.

1.3 Równanie Diraca

Równanie Diraca opisuje cza̧stki o spinie 1/2. Jego postać można zgadna̧ć,
zak ladaja̧c, że ma być równaniem 1-go rzȩdu na kilkuwierszowa̧ funkcjȩ,
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której każda sk ladowa spe lnia równanie K-G. Ma ono ogólna̧ postać

ih̄
∂

∂t
Ψ = cαpΨ + βmc2Ψ ≡ HΨ, (14)

gdzie α = (αx, αy, αz), α oraz β sa̧ macierzami kwadratowymi hermitowskimi
niezależnymi od czasu lub zmiennych przestrzennych. Podstawiaja̧c Ψ(r, t) =
ψ(r) exp(− i

h̄
Et) otrzymamy stacjonarne równanie Diraca

cαpψ + βmc2ψ = Eψ (15)

Bardziej szczegó lowy zapis ma postać

ih̄
∂Ψµ

∂t
= c

∑
j=x,y,z

αjµνpjΨν + βµνmc
2Ψν . (16)

Dzia laja̧c na obie strony operatorem ih̄ ∂
∂t

otrzymujemy, że każda ze sk ladowych
Ψµ spe lnia równanie K-G po warunkiem, że α2

j = β2 = I, {αj, αk} = 0 dla
j 6= k oraz {αj, β} = 0, gdzie nawias klamrowy oznacza antykomutator.
Wymiar macierzy musi być parzysty, bo z relacji antykomutacji wynika, że
αj = −βαjβ, czyli Trαj = −Trαj = 0, a macierze po sprowadzeniu do
postaci diagonalnej maja̧ na g lównej przeka̧tnej liczby ±1. Ponieważ nie ma
czterech antykomutuja̧cych macierzy 2 × 2, najmniejszym możliwym wymi-
arem jest cztery. Typowa reprezentacja ma postać

αj =

(
0 σj
σj 0

)
, β =

(
I 0
0 −I

)
, (17)

gdzie σj sa̧ macierzami Pauliego. Przez unitarna̧ transformacjȩ można wybrać
inna̧ reprezentacjȩ macierzy Diraca.

Jeśli od równania Diraca pomnożonego z lewej strony przez Ψ† odejmiemy
równanie Diraca sprzȩżone w sposób zespolony i transponowane pomnożone
z prawej strony przez Ψ otrzymamy równanie cia̧g lości

∂ρ

∂t
+∇j = 0, (18)

gdzie ρ = Ψ†Ψ jest gȩstościa̧ prawdopodobieństwa znalezienia cza̧stki, a j =
cΨ†αΨ jest gȩstościa̧ pra̧du. Można poszukiwać rozwia̧zań stacjonarnych w
postaci Ψ(r, t) = ψ(r) exp(−iEt), które sa̧ funkcjami w lasnymi hamiltonianu.
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Równanie Diraca daje siȩ zapisać w sposób wspó lzmieniczy w postaci

(γµpµ −mc)Ψ = 0, (19)

gdzie γ0 = β, γj = βαj.
Równanie cia̧g lości można napisać jako

∂

∂xµ
Ψ̄γµΨ = 0, (20)

gdzie Ψ̄ = Ψ†γ0, a relacje antykomutacji jako {γµ, γν} = 2gµν .
Sprzȩgaja̧c w sposób zespolony i transponuja̧c równanie otrzymamy po

skorzystaniu z relacji antykomutacji

Ψ̄(−γµ←−p µ −mc) = 0. (21)

Można napisać tożsamość

Ψ̄2(−γµ←−p µ −mc)γνaνΨ1 + Ψ̄2γ
µaµ(γνpν −mc)Ψ1 = 0 (22)

dla dwóch dowolonych rozwia̧zań równania Diraca i dowolnego czterowektora
a. Zachodzi zwia̧zek

γµpµγ
νaν = pµaν

1

2
([γµ, γν ] + {γµ, γν}) = pµaν(g

µν +
1

2
[γµ, γν ]). (23)

Zachodzi wiȩc

Ψ̄2[−←−p µaµ−←−p µaν
1

2
[γµ, γν ]+aµp

µ+aµpν
1

2
[γµ, γν ]−2mcγµaµ]Ψ1 = 0. (24)

W szczególności dla Ψ1 = Ψ2 = Ψ mamy

Ψ̄γµΨ =
1

2mc
[−(pµΨ̄)Ψ + Ψ̄pµΨ +

1

2
pνΨ̄[γµ, γν ]Ψ]. (25)

Otrzymujemy wiȩc nierelatywistyczna̧ gȩstość pra̧du uzupe lniona̧ o czȩść
spinowa̧.
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1.4 Cza̧stka swobodna

Można szukać rozwia̧zania w postaci

Ψ = C

(
φ
χ

)
exp[i(pr− Et)], (26)

gdzie φ i χ sa̧ dwuwierszowymi kolumnami. Stacjonarne równanie Diraca
rozbija siȩ na dwa równania. Można z jednego z nich obliczyć χ = cσp

E+mc2
φ,

wstawić do drugiego, otrzymuja̧c

E2 = p2c2 +m2c4.

Skorzystano przy tym z relacji

(σa)(σb) = abI + iσ(a× b), (27)

która wynika z w lasności macierzy Pauliego: σ2
j = I, σjσk = iεjksσs, j 6=

k. Niech pȩd skierowany bȩdzie wzd luż osi z. Przyjmuja̧c kolejno φ =(
1
0

)
oraz φ =

(
0
1

)
otrzymamy rozwia̧zania, bȩda̧ce wektorami w lasnymi

pȩdu, rzutu spinu na oś z (kierunek pȩdu) i znaku energii (określone sa̧ też
oczywíscie wartość bezwzglȩdna energii i spin 1/2). Operator spinu odnie-
siony do przestrzeni czterowymiarowej i zapisany w postaci blokowej ma
postać

s =
h̄

2

(
σ 0
0 σ

)
, (28)

Funkcje Ψ zawieraja̧ macierzowy czynnik

C


1
0
cp

|E|+mc2

0

 , C


0
1
0
−cp

|E|+mc2

 , C


1
0
cp

−|E|+mc2

0

 , C


0
1
0
−cp

−|E|+mc2

 . (29)

Gdy |E| << mc2, funkcja χ dla energii dodatnich jest znacznie mniejsza od
φ (tzw. duża i ma la sk ladowa).

Dla pȩdu skierowanego dowolnie można wybrać funkcje φ bȩda̧ce funkc-
jami w lasnymi operatora 1

p
σp i wtedy wszyskie cztery rozwia̧zania bȩda̧

funkcjami w lasnymi pȩdu, energii (z jej znakiem) i rzutu spinu na kierunek
pȩdu. Rozwia̧zania dla cza̧stki swobodnej nieco inaczej oznaczane i parame-
tryzowane bȩda̧ przedmmiotem poźniejszej dyskusji.
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1.5 Paradoks Kleina

Rozważmy w jednym wymiarze odbicie cza̧stki od progu potencja lu

V (z) = 0 dla z < 0,

V (z) = U dla z ≥ 0. (30)

Rozwia̧zania dla energii dodatniej maja̧ postać

ψpad = A exp(ik1z)


1
0

h̄k1c
E+mc2

0

 , (31)

ψodb = B exp(−ik1z)


1
0

−h̄k1c
E+mc2

0

+B′ exp(−ik1z)


0
1
0

h̄k1c
E+mc2

0

 ,

ψprzep = D exp(ik2z)


1
0

h̄k2c
E−U+mc2

0

+D′ exp(ik2z)


0
1
0

−h̄k2c
E−U+mc2

0

 ,
Cia̧g lość funkcji w z = 0 implikuje

A+B = D

B′ = D′ (32)

h̄k1c

E +mc2
(A−B) = D

h̄k2c

E − U +mc2
,

h̄k1c

E +mc2
B′ = − h̄k2c

E − U +mc2
D′,

gdzie
(h̄k1c)

2 = E2 −m2c4, (h̄k2c)
2 = (E − U)2 −m2c4. (33)

Natychmiast widać, że B′ = D′ = 0.
Gȩstości pra̧du cza̧stek padaja̧cych i przepuszczonych wynosza̧

cψ†padαzψpad = c|A|2 2h̄k1c

E +mc2
,

cψ†przepαzψprzep = c|D|2 2h̄k2c

E − U +mc2
. (34)
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Prawdopodobieństwo przej́scia bȩda̧ce stosunkiem tych gȩstości wynosi

|D|2

|A|2
k2

k1

E +mc2

E − U +mc2
=

4r

(1 + r)2
, (35)

gdzie

r =
k2

k1

E +mc2

E − U +mc2
. (36)

Dla U > E + mc2 ta liczba może być ujemna. Prawdopodobieństwo odbi-

cia równe (1−r)2
(1+r)2

jest wtedy wiȩksze od 1. Należy to interpretować tak, że
w wyniku oddzia lywania kreuje siȩ para cza̧stka-antycza̧stka - antycza̧stka
porusza siȩ w kierunku cza̧stki padaja̧cej, a dwie cza̧stki w kierunku odwrot-
nym.

1.6 Przybliżenia quasi-relatywistyczne

Rozważmy ruch cza̧stki o  ladunku q w polu elektromagnetycznym o potenc-
jale skalarnym U i wektorowym A. Jak w przypadku nierelatywistycznym,
równanie dla cza̧stki oddzia luja̧cej z polem elektromagnetycznym otrzymamy
odejmuja̧c od pȩdu kanonicznego qA dodaja̧c do hamiltonianu potencja l
skalarny. Stacjonarne równanie Diraca przybiera postać

cα(p− qA)ψ + βmc2ψ + qUψ = Eψ. (37)

Przyjmuja̧c rozwia̧zania w postaci

ψ = C

(
φ
χ

)
(38)

oraz wprowadzaja̧c E ′ = E −mc2, E, qU ′ << mc2, otrzymujemy

χ ≈ cσ(p− qA)

2mc2
φ (39)

i dalej równanie

1

2m
(p− qA)2φ+ iσ(p− qA)× (p− qA)

1

2m
φ+ qUφ = E ′φ. (40)

Iloczyn wektorowy jednakowych wektorów w drugim wyrazie daje iqh̄(∇ ×
A). Zak ladamy też, że∇A = 0 oraz pomijamy wk lad od wyrazu A2. Sta lemu
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polu magnetycznemu o indukcji B skierowanemu wzd luż osi z odpowiada
potencja l wektorowy A = (−1

2
yB, 1

2
xB, 0) ska̧d wynika 2Ap = BLz. Os-

tatecznie otrzymujemy równanie

p2

2m
φ− q

2m
LzBφ−

qh̄σzB

2m
φ+ qUφ = E ′φ. (41)

Drugi i trzeci wyraz daja̧ − q
2m

(L + 2s)B, czyli oddzia lywanie z polem mag-
netycznym w przybliżeniu Pauliego. Moment magnetyczny elektronu wynosi
wiȩc − e

2m
(L+2s). Poprawki kwantowoelektrodynamiczne wynikaja̧ce z odd-

zia lywania z wirtualnymi fotonami powoduja̧, że wamiast czynnika 2 otrzy-
mujemy 2.0023193...(z imponuja̧ca̧ dok ladnościa̧ 12 cyfr po przecinku).

Nastȩpnie zbadamy przybliżenie wyższego rzȩdu w 1
c2

, bez zewnȩtrznego
pola magnetycznego. Funkcjȩ χ wyliczymy w kolejnym przybliżeniu

χ =
1

E ′ + 2mc2 − qU
cσpφ. (42)

Równanie na φ przybiera postać

cσp
1

E ′ + 2mc2 − qU
cσpφ+ qUφ = E ′φ. (43)

Rozwijaja̧c u lamek na szereg otrzymujemy

cσp[
1

2mc2
− 1

4m2c4
(E ′ − qU)cσpφ+ qUφ = E ′φ. (44)

W porównaniu z przypadkiem nierelatywistycznym mamy dodatkowy oper-
ator dzia laja̧cy na φ

−1

4m2c2
p2E ′φ+

1

4m2c2
σpqUσpφ. (45)

Z dok ladnościa̧ do wyrazów 1
c2

można p2E ′φ zasta̧pić przez czȩść hermitowska̧

z p2( P
2

2m
+ qU)φ otrzymuja̧c

− p4

8m3c2
φ− 1

8m2c2
(p2qU + qUp2)φ+

qUp2

4m2c2
φ+

(pqU)p

4m2c2
φ+

iσ(pqU)× p

4m2c2
φ.

(46)
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Ostatecznie otrzymujemy dodatkowy sk ladnik w hamiltonianie w równaniu
Schrödingera

[− p4

8m3c2
− (p2qU)

8m2c2
+
iσ(pqU)× p

4m2c2
]φ, (47)

a po podstawieniu qU = −Ze2/(4πε0r) i skorzystaniu z relacji∇2 1
r

= −4πδ(r)

[− p4

8m3c2
+

Ze2h̄2

8m2c2ε0
δ(r) +

Ze2

8πm2c2ε0r3
sL]φ. (48)

Pozczególne wyrazy opisuja̧ odpowiednio relatywistyczny przyrost masy, poprawkȩ
Darwina i oddzia lywanie spin-orbita.

Oddzia lywania te uwzglȩdnione metoda̧ rachunku zaburzeń daja̧ poprawkȩ
do energii

E
(1)
nj = Enα

2Z2 1

n
(

1

j + 1
2

− 3

4n
), (49)

gdzie En jest nierelatywistyczna̧ energia̧ w lasna̧, α = e2

4πε0h̄c
≈ 1

137
jest sta la̧

struktury subtelnej, a j liczba̧ kwantowa̧ kwadratu wypadkowego momentu
pȩdu.

1.7 Atom wodoru - ścis le rozwia̧zanie

Rozważamy Diracowski elektron z dodatkowym polem kulombowskim. Rozu-
mowanie ma na celu najpierw izolacjȩ zmiennych ka̧towo-spinowych z uwzglȩdnieniem
zasad zachowania momentu pȩdu, a potem rozwia̧zanie równania radialnego
metoda̧ wielomianów. Równanie wyj́sciowe ma postać

[cαp + βmc2 − Ze2

4πε0r
− E]ψ = 0. (50)

Można sprawdzić, że hamiltonian nie komutuje ze sk ladowymi L i s ani z
L2, komutuje ze sk ladowymi ca lkowitego momentu pȩdu j i w konsekwencji
z j2. Wprowadzamy operatory radialnej sk ladowej pȩdu pr = 1

2
(r
r
p + pr

r
) =

−ih̄( ∂
∂r

+ 1
r
) oraz αr = α r

r
. Zachodzi zwia̧zek

αp = αrpr +
i

r
αr(σL + h̄), (51)
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który można sprawdzić bezpośrednim rachunkiem, najlepiej po pomnożeniu
obu stron tożsamości z lewej strony przez αr (α2

r = I). Wprowadzamy oper-
ator h̄K = β(σL + h̄). Równanie stacjonarne Diraca przybiera postać

[cαrpr +
ihc

r
αrβK + βmc2 − Ze2

4πε0r
]ψ = Eψ. (52)

Bezpośrednim rachunkiem można sprawdzić ,że

”h̄2K2 = j2 +
h̄2

4
, (53)

gdzie skorzystano z relacji

(σL + h̄)2 = L2 + iσL× L + 2h̄σL + h̄2 = L2 + h̄σL + h̄2. (54)

Wynika sta̧d, że wartości w lasne K sa̧ ±(j + 1
2
). Operator h̄K komutuje

z hamiltonianem, co moṅa sprawdzić badaja̧c jego komutatory z αr i β.
Korzysta siȩ przy tym z relacji

−(σr)(σL)− (σL)(σr)− 2h̄σr = −rL− iσr× L− Lr− iσ(L× r)− 2h̄σr =

−iσ(r× L + L× r)− 2h̄σr = 0. (55)

Można teraz zmienić reprezentacjȩ tak, aby w nowej αr mia la postać blokowa̧

αr =

(
0 −iI
iI 0

)
, (56)

co uzyskuje siȩ przez transformacjȩ UσrU
† z

U =

(
I 0
0 iσr

)
. (57)

Macierz β w tej reprezentacji siȩ nie zmienia. Rozwia̧zanie równania w lasnego
przed transformacja̧ powinno mieć postać

ψ =

(
f
r
Ωjlmj

−ig
r

Ωjl′mj

)
, (58)

gdzie l, l′ = j ± 1
2
, l + l′ = 2j,

Ωj,j− 1
2
mj

=

 √
j+mj

2j
Yj− 1

2
mj− 1

2√
j−mj

2j
Yj− 1

2
mj+

1
2

 , Ωj,j+ 1
2
mj

=

 √
j+1−mj

2j+2
Yj+ 1

2
mj− 1

2

−
√

j+1+mj
2j+2

Yj+ 1
2
mj+

1
2

 .(59)
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Funkcje Ω sa̧ funkcjami w lasnymi kwadratu wypadkowego momentu pȩdu,
powsta lymi przy dodawaniu orbitalnego momentu pȩdu i spinu; pierwiastki
sa̧ odpowiedniki wspó lczynnikami Clebscha-Gordana.

Dla l = j± 1
2

funkcja jest funkcja̧ w lasna̧ K do wartośc w lasnej ±(j+ 1
2
).

W dowodzie korzysta siȩ ze zwia̧zku σL = 1
h̄
(j2 − L2 − 3

4
h̄2).

Zachodzi relacja
σr

r
Ωjlmj = Ωjl′mj , (60)

która wynika sta̧d, że, jak  latwo można sprawdzić, komutatory [jz,
σr
r

] = 0 i
[j2, σr

r
] = 0. Sta̧d wynia, że σr

r
Ωjlmj jest unormowana̧ do 1 funkcja̧ w lasna̧ j2

i jz, ale ma przeciwna̧ parzystość niż Ωjlmj ; taka̧ funkcja̧ jest Ωj′lmj .
Po podzia laniu transformacja̧ U czȩści spinowo-ka̧towe siȩ upraszczaja̧ i

otrzymujemy równania radialne

f ′ − κ

r
f =

mc2 + Ze2

4πε0r
+ E

h̄c
g,

g′ +
κ

r
g =

mc2 − Ze2

4πε0r
− E

h̄c
f. (61)

Równanie dla dużych r ma postać

f ′′ =
m2c4 − E2

h̄2c2
f, (62)

a wiȩc f ≈ exp(−ρ), gdzie ρ =
√

m2c4−E2

h̄2c2
r (badamy przypadek E < mc2). W

nowych zmiennych równania maja̧ postać (nie zmieniono oznaczeń funkcji)

df

dρ
− κ

ρ
f =

Zα

ρ
g +

1

A
g,

dg

dρ
+
κ

ρ
g = −Zα

ρ
f + Af, (63)

gdzie A =
√

mc2−E
mc2+E

. Poszukujemy rozwia̧zania w postacji

f = exp(−ρ)
∑
n=0

anρ
n+s, g = exp(−ρ)

∑
n=0

bnρ
n+s, (64)

gdzie a0 i b0 sa̧ różne od zera. Wstawienie do równań daje s =
√
κ2 − Z2α2

oraz

an+1(n+ s+ 1− κ)− Zαbn+1 = an +
1

A
bn,

an+1Zα + bn+1(n+ s+ 1 + κ) = Aan + bn. (65)
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Znaja̧c an i bn można wyliczyć an+1 i bn+1

an+1 =
(an + 1

A
bn)(n+ s+ 1 + κ+ ZαA)

(n+ s+ 1− κ)(n+ s+ 1 + κ) + Z2α2
,

bn+1 =
(an + 1

A
bn)[A(n+ s+ 1− κ)− Zα]

(n+ s+ 1− κ)(n+ s+ 1 + κ) + Z2α2
. (66)

Dla dużych n an+1 ≈ (an + 1
A
bn)/n, bn+1 ≈ A(an + 1

A
bn)/n = Aan+1, czyli

an+1 ≈ 2
n
an jak dla funkcji exp(2ρ), co prowadzi do funkcji nienormowalnej.

Szeregi musza̧ wiȩc być obciȩte i to w tym samym miejscu. Z uk ladu równań
wynika że znikanie wyrazu bN+1 implikuje znikanie aN+1. Niech zachodzi
aN + 1

A
bN = 0, czyli

(aN−1 +
1

A
bN−1)(N + s+κ+ZαA) +

1

A
(aN−1 +

1

A
bN−1)[A(N +S−κ)−Zα].

(67)
Ponieważ nie znika wspólny czynnik obu sk ladników, musi zachodzić

N + s+ κ+ ZαA+
1

A
[A(N + s− κ)− Zα], (68)

czyli

2(N + s) = Zα(
1

A
− A). (69)

Rozwia̧zanie daje

E =
mc2√

1 + Z2α2

(N+
√

(j+ 1
2

)2−Z2α2)2

. (70)

G lówna liczba kwantowa n = N + j + 1
2

((n=1,2,3...,) bo (N=0,1,2...).
Rozwiniȩcie powyższego wyrażenia w szereg wzglȩdem Zα daje kolejne przy-
bliżenia poziomów energii, w szczególności wyrazy rz[̧e]du α2 daja̧ energiȩ
jak w modelu Bohra, wyrazy rzȩdu α4 - poprawki struktury subtelnej. In-
terpretacja rozwia̧zań ujemnych oraz dla Zα > 1 nie jest prosta, ale dota̧d
nie znaleziono ja̧der z liczba̧ atomowa̧ wiȩksza̧ od 137.

Podsumowuja̧c należy podkrelić, że zachowane sa̧, energia oraz kwadrat i
rzut wypadkowego momentu pȩdu. Kwadrat orbitalnego momentu pȩdu nie
charakteryzuje rozwia̧zania, bo nie komutuje z hamiltonianem; duża i ma la
sk ldowa majca różne liczby kwantowe l, l′. W przybliżeniu Pauliego ma la
sk ladowa jest pomijana i liczba l dużej sk ladowej charakteryzuje rozwia̧zanie
nierelatywistyczne.
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1.8 W lasności transformacyjne równania Diraca

Niezmienniczość teorii wzglȩdem transformacji Lorentza x′ = ax wymaga
aby równaniu (γµpµ−mc)Ψ(x) = 0 odpowiada lo w nowym uk ldzie równanie
(γµp′µ −mc)Ψ′(x′) = 0) (można tak wybrać reprezentacjȩ, aby macierze γµ

nie zmienia ly siȩ. Musi istnieć transformacja S taka, że

Ψ′(x′) = S(a)Ψ(x) = S(a)Ψ(a−1x′). (71)

Odwrotnie Ψ(x) = S−1
a )Ψ′(x′), co implikuje, że S(a−1) = S−1(a). Spe lnione

musza̧ być równania

(ih̄γµ
∂

∂xµ
−mc)S−1(a)Ψ′(x′) = 0,

(Sih̄γµ
∂

∂x′ν
aνµS

−1 −mc)Ψ′(x′) = 0, (72)

czyli
aνµγ

µ = S−1γνS. (73)

Rozważmy najpierw przekszta lcenia infinitezymalne

aνµ = δνµ + δωνν , (74)

przy czym z relacji aµνa
ρ
µ = δρν wynika że δωρν+δω ρ

ν = 0, tzn.δω jest macierza̧

antysymetryczna̧. Jeśli macierz S napiszemy w postaci = I− i
4
Σµνδω

µν , to po
podstawieniu do wyprowadzonego wyżej warunku, po opuszczeniu wyrazów
kwadratowych w δω wynika, że

δωνµγ
µ = − i

4
δωµβ(γνΣµβ − Σµβγ

ν), (75)

Można sprawdzić bezpośrednim rachunkiem, że

Σµβ =
i

2
[γµ, γβ] (76)

(należy podnieść wszystkie indeksy i korzystaja̧c z relacji antykomutacji prze-
nieść γν do środka iloczynów gamm).
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Dla obrotu o ka̧t φ wokó l osi z rozważamy N obrotów o ka̧t φ
N

. Mamy

δω1
2 = φ

N
. Sta̧d

Ψ′(x′) = (1 +
i

4

φ

N
(− i

2
[γ1, γ2] +

i

2
[γ2, γ1])NΨ(x) = (77)

(1− φ

2N
iσ3)NΨ(x)→ exp(− i

2
σ3φ)Ψ(x′ cosφ+ y′ sinφ,−y′ cosφ+ x′ sinφ, z′) =

exp(− i
2
σ3φ)(1 + x′2

φ

N

∂

∂x′1
− x′1 φ

N

∂

∂x′2
)NΨ(x′)→ exp[− i

h̄
(Lz + sz)]φ)]Ψ(x′).

Wypadkowy moment pȩdu jest generatorem grupy obrotów. Dla obrotu o
ka̧t φ wokó l kierunku n operator mia lby postać exp(− i

h̄
(L + s)nφ).

Podobnie moṅa znaleźć macierz S dla transformacji zwia̧zanej z przej́sciem
do uk ladu inercjalnego poruszaja̧cego siȩ z prȩdkościa̧ v wzd luż osi X:

x′0 = coshωx0 − sinhωx1,

x′1 = coshωx1 − sinhωx0, (78)

gdzie tanhω = v
c
. Dla transformacji infinitezymalnej δω1

0 = δω0
1 = − ω

N
.

Sta̧d

S = (1− i

4

i

2

ω

N
(−[γ1, γ0]− (−1)[γ0, γ1])N =

(1 +
ω

2N
γ1γ0)N → exp(−ω

2
αx) = (79)

= cosh
ω

2
I − αx sinh

ω

2
= .

Jeśli prȩdkość v ma kierunek n, to zamiast αx pojawia siȩ iloczyn skalarny
nα.

1.9 Odbicie przestrzenne

Dla odbicia przestrzennego a1
1 = a2

2 = a3
3 = −1. Oznacza to, że

γ0 = S−1γ0S,

−γj = S−1γjS. (80)

Macierza̧ spe lniaja̧ca̧ te relacje jest S = γ0 exp(iφ) dla dowolnego φ. W
szczególności stany o dodatniej i ujemnej energii różnia̧ siȩ parzystościa̧ wewnȩtrzna̧.
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1.10 Cza̧stka swobodna cd.

W uk ladzie, w którym cza̧stka spoczywa spe lnione jest równanie

ih̄
∂

∂t
Ψ = βmc2Ψ. (81)

Rozwia̧zania maja̧ postać

Ψr(x) = wr(0) exp(− i
h̄
εrmc

2t). (82)

gdzie ε1,2 = 1, ε3,4 = −1, a wr(0) jest kolumna̧ maja̧ 1 na miejscu r i zera
poza tym. Transformacja do uk ladu laboratoryjnego (poruszaja̧cego siȩ z
prȩdkościa̧ −v wzd luż osi x daje

Ψr(x) = wr(p) exp(− i
h̄
εrpµx

µ), (83)

gdzie wr(p) sa̧ kolumnami macierzy S = exp( |ω|
2
αx). Korzystaja̧c z relacji

tanh |ω| = v
c
, cosh |ω| = 1√

1−tanh2(ω|)
= 1√

(1− v2
c2

= E
mc2

,

cosh |ω|
2

=
√

1+cosh |ω|
2

=
√

E+mc2

2mc2
,

sinh |ω|
2

=
√

cosh |ω|−1
2

, tanh |ω|
2

=
√

E−mc2
E+mc2

= pc
E+mc2

, otrzymujemy

w1(p) ∼


1
0
0
pc

E+mc2

 , w2(p) ∼


0
1
pc

E+mc2

0

 , w3(p) ∼


0
pc

E+mc2

1
0

 , w4(p) ∼


pc

E+mc2

0
0
1

 .(84)

Dla prȩdkości ( pȩdu o dowolnym kierunku mamy

w1(p) ∼


1
0
pzc

E+mc2
p+c

E+mc2

 , w2(p) ∼


0
1
p−c

E+mc2
−pzc
E+mc2

 , w3(p) ∼


pzc

E+mc2
p+c

E+mc2

1
0

 , w4(p) ∼


p−c

E+mc2
−pzc
E+mc2

0
1

 .(85)

Znak ∼ oznacza, że opuszczono czynnik
√

E+mc2

2mc2
, p± = px ± ipy.

Zachodza̧ zwia̧zki

w̄r(p)wr
′
(p) = δrr′εr,

wr†(εrp)wr
′
(εr′p) =

E

mc2
δrr′ , (86)
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(gȩstość prawdopodobieństwa jest sk ladowa̧ czterowektora)∑
r

εrw
r(p)w̄r(p) = I. (87)

Funkcje Ψr tworza̧ bazȩ: każda̧ funkcjȩ można roz lożyć na ca lkȩ po pȩdach
i sumȩ po r. Duże znaczenie ma wyodrȩbnienie czȩści o dodatnich i ujemnych
energiach.

1.11 Sprzȩżenie  ladunkowe

Rozważmy równanie Diraca dla cza̧stki i  ladunku q w polu elektromagnety-
cznym o czteropotencjale A. Spe lnione jest równanie

[γµ(pµ − qAµ)−mc]Ψ = 0.

Ża̧damy, aby spe lnione by lo analogiczne równanie dla antycza̧stki o  ladunku
−q

[γµ(pµ + qAµ)−mc]Ψc = 0.

Sprzȩżenie zespolone pierwszego równania daje

[γµ∗(−pµ − qAµ)−mc]Ψ∗ = 0.

Wprowadzaja̧c transformacjȩ Ψc = (Cγ0)Ψ∗ mamy

[(Cγ0)(−γµ∗)(Cγ0)−1(pµ + qAµ)−mc](Cγ0)Ψ∗ = 0.

Musi być spe lniony zwia̧zek (Cγ0)γµ∗ = −γµ(Cγ0).  Latwo sprawdzić, że
zwia̧zki te spe lnia Cγ0 = iγ2. Dla cza̧stek swobodnych sprzȩżenie  ladunkowe
przeprowadza jedno rozwia̧zanie swobodne w inne. Każdemu fizycznie reali-
zowalnemu stanowi elektronowemu w polu opotencjale A odpowiada fizycznie
realizowalny stan pozytonu w polu o potencjale −A. Nie można interpre-
tować rozwia̧zania o energii ujemnej po prostu jako jako antycza̧stki, zak lada
siȩ natomiast za Dirakiem, że stany o energii ujemnej sa̧ zape lnione, a dziurȩ
po cza̧stce o energii ujemnej widzimy jako antycza̧stkȩ o energii dodatniej.
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1.12 Swobodna funkcja Greena

Swobodna funcja Greena (propagator Feynmana) SF (x, x′) spe lnia równanie

(γµpµ −mc)SF (x− x′) = δ(x− x′), (88)

gdzie δ jest czterowymiarowa̧ delta̧ Diraca: δ(x) = δ(x0)δ(x1)δ(x2)δ(x3). W
obrazie Fouriera można napisać

SF (x− x′) =
1

(2πh̄)4

∫
SF (p) exp(− i

h̄
pµ(xµ − x′µ))d4p (89)

i spe lnione jest równanie (tu pµ sa̧ już zmiennymi, nie operatorami)

(γµpµ −mc)SF (p) = 1. (90)

Można wiȩc napisać

SF (p) =
1

γµpµ −mc
=

γµpµ +mc

p2
0 − p2 −m2c2 + iη

, (91)

gdzie wybrano sposób traktowania osobliwości przez dodanie w mianowniku
liczby urojonej o dowaolnie ma lej dodatniej czȩści urojonej η. Mamy

SF (x− x′) =
1

(2πh̄)4

∫ γµpµ +mc

p2
0 − p2 −m2c2 + iη

exp(− i
h̄
pν(x

ν − x′ν))d4p. (92)

Ca lkȩ po p0 można wykonać metoda̧ residuów, przy czym dla t > t′ należy
zamkna̧ć kontur w dolnej pó lp laszczyźnie, a dla t > t′ - w górnej. Otrzymu-
jemy

SF (x− x′) =

θ(t− t′)
∫
d3p

1

(2πh̄)3
exp(

i

h̄
[p(r− r′)])

−2πi

2πh̄

exp[− i
h̄
|p0c|(t− t′)]
2|p0|

(γ0|p0| − γp +mc) +

θ(t′ − t)
∫
d3p

1

(2πh̄)3
exp(

i

h̄
[p(r− r′)])

2πi

2πh̄

exp[ i
h̄
|p0c|(t− t′)]
−2|p0|

(−γ0|p0| − γp +mc)

W drugiej ca lce można zamienić zmienna̧ p na −p, co pozwala zapisać wynik

SF (x− x′) =
−i
h̄
θ(t− t′)

∫
d3p

∑
r=1,2

ψrp(x)ψ̄rp(x
′) +

i

h̄
θ(t′ − t)

∫
d3p

∑
r=3,4

ψrp(x)ψ̄rp(x
′), (93)
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gdzie

ψrp(x) =

√
mc2

E
wr(p)

1√
(2πh̄

3 exp[
i

h̄
εr(pr− Et], (94)

a E = p0c = +
√

p2c2 +m2c4. Skorzystano z relacji, które można sprawdzić
bezpośrednim rachunkiem

∑
r=1,2

wr(p)w̄r(p)
mc2

E
=

1

2|p0|
(γ0|p0| − γp +mc),

∑
r=3,4

wr(p)w̄r(p)
mc2

E
=

1

2|p0|
(γ0|p0| − γp−mc). (95)

Zachodzi warunek normalizacji∫
ψr†p(x)ψr

′

p′(x)d3x = δ(p− p′)δrr′ . (96)

Niech Ψ± bȩda̧ paczkami falowymi zbudowanymi ze swobodnych rozwia̧zań
o dodatnich (ujemnych) energiach. Funkcja SF propaguje te paczki swobod-
nie odpowiednio w przód i w ty l w czasie, tzn.

θ(x0 − x′0)Ψ+(x) = ih̄
∫
d3x′SF (x− x′)γ0Ψ+(x′),

θ(x′0 − x0)Ψ−(x) = −ih̄
∫
d3x′SF (x− x′)γ0Ψ−(x′),

(97)

co można sprawdzić dzia laja̧ na obie strony operatorem γµpµ −mc.
Dla ewolucji w polu elektromagnetycznym mamy równanie Diraca ma

postać
[γµ(pµ − qAµ)−mc]Ψ = 0. (98)

Pe lna funkcja Greena, spe lnia równanie różniczkowe

[γµ(pµ − qAµ)−mc]S(x, x′) = δ(x− x′) (99)

i odpowiadaja̧ce mu równanie ca lkowe

S(x, x′) = SF (x, x′) +
∫
dx′′SF (x, x′′)qγµAµ(x′′)S(x′′, x′). (100)
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S luszność równania ca lkowego można sprawdzić dzia laja̧c operatorem
γµpµ −mc na obie strony ostatniego równania.

Iteracja równania ca lkowego pozwala interpretować ewolucjȩ jako szereg
fragmentów ewolucji swobodnej przerywanej oddzia lywaniami. Po wszyst-
kich pośrednich punktach czasoprzestrzeni nastȩpuje wyca lkowanie, w duchu
zasady Huygensa. Istotna różnica w porównaniu z opisem nierelatywisty-
cznym jest taka, że ewolucja swobodna odbywa siȩ także wstecz w czasie.
Niech ewolucja z punktu 1 do punktu 2 biegnie w przód w czasie (t2 > t1),
od punktu 2 do punktu 3 wstecz w czasie (t3 < t2, od punktu 3 do 4 znów w
przód w czasie t4 > t3. Można o tym mówić na dwa sposoby.
1. w punkcie dwa cza̧stka (np. elektron) zmieni la siȩ w antycza̧stkȩ (pozyton)
poruszaja̧ca̧ siȩ wstecz w czasie, a w punkcie 3 antycza̧stka przesz la znów w
czaa̧stkȩ biegna̧ca̧ w przód w czasie,
2. w punkcie 3 zosta la wykreowana para cza̧stka-antycza̧stka, antycza̧stka
ewoluowa la w przód w czasie i punkcie 2 uleg la anihilacji z cza̧stka̧, która
tam dotar la z punktu 1; tymczasem cza̧stka wykreowana w punkcie 3 ewolu-
owa la do punktu 4.
W pierwszym przypadku niedogodnościa̧ jest dopuszczenie ewolucji w ty l w
czasie, w drugim - konieczność zrezygnowania z opisu w kategoriach jednej
cza̧stki

Pe lna funkcja spe lnia równanie ca lkowe

Ψi(x) = ψi(x) +
∫
dx′SF (x, x′)qγµAµ(x′)Ψi(x

′), (101)

gdzie indeks i oznacza stan pocza̧tkowy cza̧stki swobodnej, opisanej funkcja̧
ψi, (w którym cza̧stka pozostawa laby w nieobecności pola). Można to sprawdzić,
dza laja̧ operatorem γµpµ −mc na obuie strony równania.

Wstawiaja̧c do równania ca lkowego postać funkcji SF otrzymujemy ssymp-
totyczna̧ postać funkcji Ψi:
dla t→∞ jest ona

Ψi(x) ∼t→∞ ψi(x)− i

h̄

∑
r=1,2

∫
d3pψrp(x)

∫
dx′ψ̄p(x

′)rqγµAµ(x′)Ψi(x
′), (102)

a dla t→ −∞

Ψi(x) ∼t→−∞ ψi(x)+
i

h̄

∑
r=3,4

∫
d3pψrp(x)

∫
dx′ψ̄p(x

′)rqγµAµ(x′)Ψi(x
′). (103)
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Amplituda przej́scia (macierz S) otrzymana przez rzut funkcji Ψi na stan
końcowy ψf ma postać

Sfi = δfi −
i

h̄
εr

∫
dx′ψ̄f (x)qγµAµ(x)Ψi(x). (104)

Można opisać 4 typy procesów:
1. Fala padaja̧ca ψi jest rozwia̧zaniem o energii dodatniej, a asymptotycznie
w +∞ jest superpozycja̧ rozwia̧zań o energii dodatniej; jest to rozpraszanie
cza̧stki (elektronu);
2. Fala padaja̧ca ψi jest rozwia̧zaniem o energii dodatniej, a asymptotycznie
w −∞ jest superpozycja̧ rozwia̧zań o energii ujemnej; jest to anihilacja pary
cza̧stka-antycza̧stka;
3. Fala padaja̧ca ψi jest rozwia̧zaniem o energii ujemnej, a asymptotycznie
w ∞ jest superpozycja̧ rozwia̧zań o energii dodatniej; jest to kreacja pary
cza̧stka-antycza̧stka;
4. Fala padaja̧ca ψi jest rozwia̧zaniem o energii ujemnej, a asymptotycznie
w +∞ jest superpozycja̧ rozwia̧zań o energii ujemnej; jest to rozpraszanie
antycza̧stki.

1.13 Rozpraszanie elektronu na potencjale kulombowskim

Niech cza̧stka o rzucie spinu + h̄
2

pada wzd luż osi z, tzn. ψi ma postać

ψi =

√
mc2

Ei
w1(p)

1√
V

[exp
i

h̄
(pir− Eit)], (105)

gdzie przyjȩto normalizacjȩ w pudle, a wektor p jest skierowany wzd luż osi
z. Stan końcowy ma postać

ψf =

√√√√mc2

Ef
wj(q)

1√
V

exp[
i

h̄
(qr− Ef t)], (106)

gdzie j = 1, 2, E2
i = p2c2 +m2c4, E2

f = q2c2 +m2c4. Macierz S ma postać w
przybliżniu Borna (f 6= i)

Sqp = − i
h̄

∫
d3rcdt

mc2

V

1√
EiEf

w̄j(q)γ0w1(p)
−Ze2

4πε0rc
exp[

i

h̄
((p− qf )r− (Ei − Ef )t)] =

− i
h̄

mc2

V

1√
EiEf

−Ze2

4πε0
2πh̄δ(Ef − Ei)

4πh̄2

|p− q|2
w̄j(q)γ0w1(p),(107)
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gdzie skorzystano z relacji
∫ 1
r

exp(iar)d3r = 4π
a2

s lusznej w granicy zerowego
ekranowania. Modu l tego wyrażenia należy podnieść do kwadratu, i sca lkować
po q z waga̧ V q2dqdΩ

(2πh̄)3
. Argumentacja jest taka sama, jak w przypadku niere-

latywistycznym: na jeden dozwolony stan końcowy przypada objȩtość (2πh̄)3

V
)

w przestrzeni pȩdów. Otrzymujemy uwzglȩdniaja̧c, że c2qdq = EfdEf

|Sqp|2 =
4m2c2q

V Ei

Z2e4

(4πε0)2

1

|p− q|4
|w̄j(q)γ0w1(p)|2dΩτ, (108)

gdzie τ jest czasem, d lugim w skali trwania procesu. Gȩstość pra̧du cza̧stek
padaja̧cych wynosi cψ†iαzψi = pc2

EiV
. Dziela̧c prawdopodobieństwo przej́scia

na jednostkȩ czasu przez gȩstość pra̧du cza̧stek padaja̧cych otrzymujemy
przekrój czynny na zderzenie

dσ

dΩ
=

4Z2e4m2

(4πε0)2

1

|p− q|4
|w̄j(q)γ0w1(p)|2. (109)

Należy jeszcze wysumować prawdopodobieństwa prześcia po stanach końcowych
j = 1, 2, korzystaja̧c z relacji

∑
j=1,2

|w̄j(q)γ0w1(p)|2 = (
E +mc2

2mc2
)2[(1 +

qzpc
2

(E +mc2)2
)2 +

(q2
x + q2

y)p
2c4

(E +mc2)4
] =

(
E +mc2

2mc2
)2[(1 +

p2c2

(E +mc2)2
)2 − 4p2c2

(E +mc2)2
sin2 θ

2
] =

=
4E2 − 4p2c2 sin2 θ

2

4m2c2
=

1− v2

c2
sin2 θ

2

1− v2

c2

.(110)

Ostatecznie otrzymujemy przekrój czynny Motta (θ jest ka̧tem miȩdzy wek-
torem p (osia̧ z), a wektorem q.

dσ

dΩ
=
Z2e4m2

(4πε0)2

1

4p4 sin4 θ
2

1− v2

c2
sin2 θ

2

1− v2

c2

, (111)

który w granicy c→∞ zmierza do nierelatywistycznego wzoru Rutherforda.
Amplitudy przej́sć dla dla bardziej z lożonych procesów można obliczać

iterujac równanie ca lkowe na pe lna̧ funkcjȩ Ψ, wybieraja̧c ja̧ tak, aby dla
dalekiej przysz lości (przesz lości) sprowadza la siȩ do odpowiedniego rozwia̧zania
o dodatniej (ujemnej) energii.
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