
Andrzej Raczyński
Mechanika kwantowa cz. 1

1 Postulaty mechaniki kwantowej

Podstawy mechaniki kwantowej można uja̧ć w kilku (4+1) ogólnych postu-
latach. Bȩda̧ one kolejno wprowadzane i obszernie omawiane.

1.1 Stany

Postulat I
Z uk ladem kwantowym zwia̧zana jest ośrodkowa przestrzeń Hilberta. Jej
elementy (wektory) reprezentuja̧ stany czyste uk ladu
o(gólniejsze pojȩcie stanu tzw. mieszanego omówione bȩdzie później).

To, w jaki sposób skonstruować przestrzeń Hilberta dla konkretnego uk ladu,
bȩdzie dyskutowane niżej.

Przestrzeń HilbertaHjest zbiorem elementów ψ, φ, χ, ... nazywanych wek-
torami, o nastȩpuja̧cych w lasnościach
1. H jest przestrzenia̧ liniowa̧ (wektorowa̧) nad cia lem liczb zespolonych C,
tzn.
1.1 H jest grupa̧ przemienna̧ ze wzglȩdu na dodawanie wektorów, tzn. dla
dowolnych ψ, φ, χ, ...

ψ + φ = φ+ ψ,

(ψ + φ) + χ = ψ + (φ+ χ),

∃0 ψ + 0 = ψ,

∀ψ ∃ − ψ, ψ + (−ψ) = 0.

1.2. istnieje operacja mnożenia wektora przez liczbȩ zespolona̧, tzn. dla
dowolnych zespolonych α, β, ...

(α + β)ψ = αψ + βψ,

α(ψ + φ) = αψ + αφ,
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α(βψ) = (αβ)ψ,

1ψ = ψ.

2. W H zdefiniowano iloczyn skalarny o w lasnościach

〈ψ|φ〉 ∈ C,
〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗,
〈ψ|αφ〉 = α〈ψ|φ〉,
〈ψ|(φ+ χ)〉 = 〈ψ|φ〉+ 〈ψ|χ〉,
〈ψ|ψ〉 ≥ 0, 〈ψ|ψ〉 = 0 ⇐⇒ ψ = 0.

3. Iloczyn skalarny indukuje normȩ - d lugość wektora

||ψ|| =
√
〈ψ|ψ〉.

4. Norma definiuje zbieżność cia̧gu {ψn}

ψn → ψ ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ∀n > N ||ψn − ψ|| < ε.

5. Przestrzeń jest zupe lna, tzn. dla cia̧gu Cauchy’ego, czyli takiego, że
dostatecznie dalekie wyrazy cia̧gu różnia̧ siȩ od siebie dowolnie ma lo, czyli

∀ε > 0 ∃N ∀n,m > N ||ψn − ψm|| < ε,

istnieje granica cia̧gu należa̧ca do H.
6. Ośrodkowość oznacza, że istnieje przeliczalny zbiór gȩsty, czyli taki, że po
do la̧czeniu granic cia̧gów otrzymujemy ca la̧ przestrzeń; znaczy to, że istnieje
przeliczalna baza (por. niżej).

Baza̧ jest uk lad {ψn} liniowo niezależnych wektorów, taki że każdy wektor
ψ można napisać jako superpozycjȩ

ψ =
∑
n

cnψn, (1)

gdzie cn sa̧ wspó lczynnikami zespolonymi. Na ogó l zak ladać bȩdziemy, że
baza jest ortonormalna, tzn. 〈ψn|ψs〉 = δns (delta Kroneckera). Jeśli baza
{ψn} nie jest ortonormalna, można ja̧ zortonormalizować. Procedura ta (or-
togonalizacja Grama-Schmidta) polega na tym, że pierwszy wektor nowej
bazy wybieramu jako ψ̃1 = ψ1, a nastȩpne bierzemy jako ψ̃n = ψn−

∑n−1
k=1 akψ̃k;
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wspó lczynniki ak należy dobrać tak, aby nowy wektor ψ̃n by l ortogonalny do
ψ̃k, dla k < n. Na koniec wektor należy znormalizować, tzn. zamiast ψ̃j

wzia̧ć ψ̃j

||ψ̃j ||
.

Rozk lad w bazie ortonormalnej ma postać

ψ =
∑

cnψn, (2)

gdzie wspó lczynniki cj można obliczyć rzutuja̧c wektor rozk ladany ψ na wek-
tor bazowy ψj

〈ψj|ψ〉 = 〈ψj|
∑
n

cn|ψn〉 =
∑
n

cn〈ψj|ψn〉 =
∑
n

cnδnj = cj. (3)

Można wiȩc napisać
|ψ〉 =

∑
n

|ψn〉〈ψn|ψ〉, (4)

co pozwala utożsamić ∑
n

|ψn〉〈ψn| = I (5)

(I jest jedynka̧ czyli identycznościa̧).
Czȩsto rozszerza siȩ przestrzeń Hilberta, dopuszcaja̧c bazy nieprzeliczalne

i nienormowalne w sensie Kroneckera. Baza taka {ψα} jest numerowana
parametrem rzeczywistym α, a wektory bazowe sa̧ ortonormalne w sensie
Diraca

〈ψα|ψβ〉 = δ(α− β). (6)

Pojȩcie i w lasności delta Diraca omówiono w czȩści nr 0.
Rozk lad w bazie cia̧g lej ma postać

ψ =
∫
dαcαψα, (7)

gdzie wspó lczynniki cα otrzymamy podobnie jak w przypadku dyskretnym

〈ψβ|ψ〉 = 〈ψβ|
∫
dαcα|ψα〉 =

∫
dαcα〈ψβ|ψα〉 =

∫
dαcαδ(α− β) = cβ. (8)

Można wiȩc napisać

|ψ〉 =
∫
dα|α〉〈α|ψ〉, (9)
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co pozwala utożasamić ∫
dα|α〉〈α| = I (10)

Przyk ladem rozwiniȩcia w bazie cia̧g lej jest ca lka Fouriera (por. cz. 0).
Niżej liczne zwia̧zki bȩda̧ napisane dla baz przeliczalnych. Odpowiednie
relacje dla baz cia̧g lych otrzymać można zastȩpuja̧c sumy przez ca lki, a delty
Kroneckera przez delty Diraca.

Wektory różniȩe siȩ o sta ly czynnik opisuja̧ ten sam stan uk ladu fizy-
cznego.

Z postulatu I wynika zasada superpozycji: jeśli uk lad kwantowy może
być w stanach reprezentowanych wektorami ψ1 i ψ2, to może być w stanie
reprezentowanym przez wektor c1ψ1 + c2ψ2. Od tej zasady istnieja̧ wyja̧tki
zwane regu lami superwyboru.

1.2 Wielkości fizyczne

Postulat II
Wielkości fizyczne sa̧ reprezentowane przez operatory hermitowskie posi-
adaja̧ce bazowe (czyli zupe lne) uk lady wektorów w lasnych (pojȩcia te bȩda̧
wyjaśnione niżej).

Operatory A,B, .. sa̧ transformacjami przekszta lcaja̧cymi wektory z H w
inne wektory

Aψ = φ, (11)

dla każego ψ należa̧cego do zbioru D(H) zwanego dziedzina̧ A, niekoniecznie
tożsama̧ z H.

Rozważane operatory sa̧ liniowe, tzn.

∀ψ, φ ∈ D(A) ∀α, β ∈ C A(αψ + βφ) = αAψ + βAφ. (12)

Operatory można dodawać, mnożyć przez liczbȩ zespolona̧ i mnożyć (sk ladać)

(A+B)ψ = Aψ +Bψ,

(αA)ψ = αAψ,

(AB)ψ = A(Bψ). (13)

Można zdefiniować funkcjȩ operatora f(A). Jeśli dla jednej zmiennej x
funkcja f daje siȩ rozwina̧ć na szereg f(x) =

∑
cnx

n, to funkcja operatora
f(A) =

∑
cnA

n, np. exp(A) =
∑∞
n=0

1
n!
An.
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Dodawanie operatorów jest przemienne i  la̧czne; ich mnożenie jest  la̧czne,
ale na ogó l nie jest przemienne. Definiuje siȩ komutator jako

[A,B] = AB −BA. (14)

Jeśli [A,B] = 0, to mówi siȩ, że te operatory komutuja̧. Podstawowe w lasności
komutatorów to

[B,A] = −[A,B],

[A,B + C] = [A,B] + [A,C],

[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C. (15)

Operatorem sprzȩżonym do A jest A†, taki że w iloczynie skalarnym zamiast
dzia lać operatorem A na prawy wektor można dzia lać operatorem A† na lewy
wektor

〈ψ|(A|φ〉) = (〈ψ|A†)|φ〉. (16)

Dziedziny tych operatorów na ogó l nie pokrywaja̧ siȩ i zachodzi D(A) ⊂
D(A†).

Sprzȩżenie operatora ma w lasności

(A+B)† = A† +B†,

(αA)† = α∗A†,
(AB)† = B†A†. (17)

Operatory hermitowskie to takie, że Aψ = A†ψ dla ψ ∈ D(A). Dla
operatorów samosprzȩżonych dodatkowo dziedziny sa̧ identyczne D(A) =
D(A†). W skończenie wymiarowej przestrzeni Hilberta nie ma różnicy miȩdzy
tymi klasami operatorów.

Definiuje siȩ normȩ operatora jako

||A|| = sup
||ψ||=1

||Aψ||. (18)

Operatory o skończonej normie nazywamy ograniczonymi, w przeciwnym
wypadku sa̧ nieograniczone.

Wektorem w lasnym operatora nazywamy taki wektor, że

Aψ = αψ, (19)
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gdzie α jest liczba̧ nazywana̧ wartościa̧ w lasna̧, a równanie - równaniem
w lasnym. Wektory w lasne sa̧ określone z dok ladnościa̧ do sta lego czynnika;
wektory w lasne różnia̧ce siȩ tylko o sta ly czynnik utożsamiamy.

Jeśli wektory w lasne tworza̧ zbiór przeliczalny, można je ponumerować i
napisać

Aψn = αnψn. (20)

Jeśli tej samej wartości w lasnej odpowiadaja̧ różne wektory w lasne, nazy-
wamy ja̧ zdegenerowna̧. Warto wtedy zmienić sposób indeksowania i napisać

Aψnj = αnψnj, (21)

gdzie pierwszy indeks n numeruje wartości w lasne, a drugi - j = 1, 2, ...kn-
wektory w lasne należa̧ce do tej samej wartości w lasnej; liczbȩ kn nazywa
siȩ krotnościa̧ degeneracji. Wektory w lasne należa̧ce do tej samej wartości
w lasnej tworza̧ podprzestrzeń przestrzeni Hilberta.

Dla operatora samosprzȩżonego wartości w lasne sa̧ rzeczywiste, a wektory
w lasne należa̧ce do różnych wartości w lasnych sa̧ ortogonalne. Dla dowodu
rozpatrzmy liczbȩ 〈ψn|A|ψs〉. Nie postawiono tu nawiasu, ponieważ dla op-
eratora samosprzȩżonego wynik nie zależy od tego, na który wektor dzia la.
Dzia laja̧c na prawy wektor otrzymamy

〈ψn|(A|ψs〉) = 〈ψn|αs|ψs〉 = αs〈ψn|ψs〉. (22)

Dzia laja̧c na lewy wektor otrzymamy

(〈ψn|(A)|ψs〉) = 〈(ψn|αn)|ψs〉 = α∗n〈ψn|ψs〉. (23)

 La̧cza̧c powyższe wyniki można napisać

(αs − α∗n)〈ψn|ψs〉 = 0. (24)

Dla s = n otrzymujemy αn = α∗n, czyli wartość w lasna jest rzeczywista. Dla
αn 6= αs musi zerować siȩ iloczyn skalarny 〈ψn|ψs〉 = 0, a wiȩc wektory w la
sne sa̧ ortogonalne.

Wektory w lasne do tej samej wartości w lasnej nie musza̧ być ortogo-
nalne, ale można je wybrać tak, aby by ly ortogonalne (metoda̧ ortogonal-
izacji Grama-Schmidta). O wektorach w lasnych operatora A o dyskretnym
widmie bȩdziemy zak ladać ortonormalność, tzn 〈ψn|ψs〉 = δns.
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Rozszerzaja̧c przestrzeń Hilberta tak, aby zwiera la wektory normowalne
do delty Diraca, można nieformalnie uogólnić pojȩcie wektorów w lasnych ψα
i wartości w lasnych α pisza̧c

Aψα = αψα, α ∈ R. (25)

Zbiór wartości w lasnych nazywamy widmem dyskretnym, a zbiór uogólnionych
wartości w lasnych - widmem cia̧g lym (nie jest to ścis la definicja).

Operator hermitowski o znanych ortonormalnych bazowych wektorach
w lasnych ψn i rzeczywistych wartościach w lasnych αn można zapisać jako

A = AI = A
∑
n

|ψn〉〈ψn| =
∑
n

αn|ψn〉〈ψn|. (26)

Jest to tak zwany rozk lad spektralny operatora. Jego odpowiednikiem dla
widma cia̧g lego jest

A =
∫
dαα|ψα〉〈ψα|. (27)

Operatory reprezentuja̧ce po lożenie w nieograniczonej przestrzeni r =
(x, y, z) i pȩd p = (px, py, pz) sa̧ sa̧ hermitowskie i nieograniczone. Postuluje
siȩ regu lȩ komutacji

[x, px] = [y, py] = [z, pz] = ih̄. (28)

W ten sposób wprowadzona zostaje nowa sta la fizyczna charakteryzuja̧ca
uk lady kwantowe. Operatory po lożenia i pȩdu odnosza̧ce siȩ do różnych
kierunków komutuja̧. To samo dotyczy każdej pary operatorów po lożenia i
każdej pary operatorów pȩdu.

Jeśli wielkości fizyczne maja̧ odpowiedniki klasyczne, to zachowane sa̧
relacje funkcyjne miȩdzy nimi, np.
- momet pȩdu cza̧stki Lx = ypz − zpy i relacje otrzymane przez cykliczne
przestawienie indeksów,
- kwadrat d lugości momentu pȩdu L2 = L2

x + L2
y + L2

z,
- energia kinetyczna jednej cza̧stki T = 1

2m
(p2
x + p2

y + p2
z),

- energia potencjalna jednej cza̧stki V (x, y, z),
- energia ca lkowita jednej cza̧stki H = T + V .

Prawdziwe sa̧ także odpowiednie relacje dla uk ladów wielu cza̧stek. Op-
eratory wielkości fizycznych odnosza̧cych siȩ do różnych cza̧stek komutuja̧.
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Ważne komutatory to

[Lx, Ly] = ih̄Lz,

[Lj, L
2] = 0, j = x, y, z,

[
p2

2m
,Lj] = 0, j = x, y, z,

[V (r), Lj] = 0, j = x, y, z, r =
√
x2 + y2 + z2,

[
p2

2m
+ V (r), Lj] = 0 (29)

1.3 Zwia̧zek formalizmu z pomiarem

Postulat III
Postulat ten wia̧że formalizm z doświadczeniem. Niech uk lad jest opisany
umormowanym wektorem ψ, tzn. 〈ψ|ψ〉 = 1; dokonujemy pomiaru wielkości
reprezentowanej przez operator A.
Dla operatora A istnieja̧ rozwia̧zania w lasne równania Aψn = αnψn.
Wektor stanu ψ daje siȩ roz lożyć w ortonormalnej bazie ψn

ψ =
∑
n

cnψn.

Wartości w lasne αn sa̧ dozwolonymi wynikami pomiaru. Liczba |cn|2 jest
prawdopodobieństwem uzyskania w pomiarze liczby αn.

Równanie w lasne dla operatora energii (lub ogólniej dla operatora Hamil-
tona) znane jest jako równanie Schrödingera niezależne od czasu.

Postulat przewiduje dwa zjawiska charakterystyczne dla teorii kwantowej:
1. kwantyzacjȩ wielkości fizycznych, tzn. na ogó l nie każda liczba może być
wynikiem pomiaru;
2. probabilistyczny charakter teorii, tzn. na ogó l pozwala ona przewidzieć
wynik pomiaru tylko z pewnym prawdopodobieństwem. Nie wynika to z
braku informacji, ale jest w laściwościa̧ mikroświata.

Normalizacja wektora ψ gwarantuje nornalizacjȩ prawdopodobieństwa,
tzn. 〈ψ|ψ〉 =

∑
n |cn|2 = 1.
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Z powyższego wynika, że sytuacja pe lnej przewidywalności wyniku pomi-
aru jest możliwa, ale wymaga takiego przygotowania uk ladu, aby by l opisany
wektorem w lasnym operatora A, np. ψk dla ustalonego k. Wtedy rozwiniȩcie
siȩ trywializuje: ψ = ψk, czyli ck = 1, cj = 0 dla j 6= k. Prawdopodobieństwo
otrzymania wielkości αk jest wiȩc równe 1.

W przypadku widma cia̧g lego opis powyższy siȩ modyfikuje. Uogólnione
wektory w lasne, spe lniaja̧ce równanie

Aψα = αψα, (30)

sa̧ ortnonormalne w sensie Diraca, tzn 〈ψα|ψβ〉 = δ(α−β). Rozk lad wektora
stanu w bazie ma postać

ψ =
∫
dαc(α)ψα. (31)

W tej sytuacji nie ma kwantyzacji wielkości A, natomiast |c(α)|2 jest gȩstościa̧
prawdopodobieństwa otrzymania wartości α w wyniku pomiaru.Jest to wielkość
mianowana, natomiast ∫ α2

α1

|c(α)|2dα (32)

jest prawdopodobieństwem otrzymania w pomiarze liczby z przedzia lu (α1, α2).
Niepe lna̧ lecz istotna̧ informacjȩ o rozk ladzie prawdopodobieństwa daja̧

wartość średnia (oczekiwana) i średnie odchylenie kwadratowe. Wartość
średnia jest średnia̧ możliwych wyników pomiarów, ważona̧ prawdopodobieństwami
ich wysta̧pienia

Ā =
∑
n

|cn|2αn (33)

lub
Ā =

∫
dα|c(α)|2α. (34)

Wartość średnia̧ można obliczyć bez znajmości szczegó lów rozk ladu

〈ψ|A|ψ〉 =
∑
n

c∗n〈ψn|A|
∑
s

cs|ψs〉 =
∑
ns

c∗ncs〈ψn|A|ψs〉 =∑
ns

c∗ncs〈ψn|αs|ψs〉 =
∑
ns

c∗ncsαsδns =
∑
n

|cn|2αn = Ā. (35)

Analogicznie przebiega obliczenie dla rozk ladu cia̧g lego.
Wariancjȩ rozk ladu definiujemy jako

W (A) = (A− Ā)2 ≡ A2 − Ā2, (36)
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a średnie odchylenie kwadratowe zdefiniowane jest jako ∆A =
√
W (A).

Dla uk ladu opisanego wektorem w lasnym operatora A i tylko dla takiego
wektora wariancja jest równa zero, tzn. wynik pomiaru jest określony z
pewnościa̧, czyli nie ma rozrzutu.

Dwie wielkości fizyczne sa̧ wiȩc wspó lmierzalne, wtedy i tylko wtedy gdy
maja̧ wspólny zupe lny uk lad wektorów w lasnych.

Dla dowodu za lóżmy najpierw, że

Aψnj = αnψnj,

Bψnj = βjψnj (37)

Dowolny wektor ψ można roz lożyć w tej bazie, tzn. ψ =
∑
nj cnjψnj. Wtedy

ABψ =
∑
nj

cnjβjαnψnj,

BAψ =
∑
nj

cnjαnβjψnj. (38)

Ponieważ mnożenie liczb αn i βj jest przemienne, ABψ = BAψ dla dowolnego
ψ, czyli AB = BA.

Dla dowodu w druga̧ stronȩ za lóżmy że AB = BA. Niech wektor ψn jest
wektorem w lasnym A do wartości αn. Wtedy

A(Bψn) = B(Aψn) = Bαnψn = αn(Bψn), (39)

czyli Bψn jest też wektorem w lasnym do wartości w lasnej αn, czyli wpada
do podprzestrzeni przestrzeni Hilberta odpowiadaja̧cej tej wartości w lasnej.

Jeśli podprzestrzeń ta jest jednowymiarowa, to wektory ψn i Bψn różnia̧
siȩ najwyżej o sta ly czynnik βn, czyliBψn = βnψn, i wektor ten jest równocześnie
wektorem w lasnym A i B.

Jeśli ta podprzestrzeń jest wielowymiarowa, to wektory w lasne A można
ponumerować drugim indeksem s jako ψns i zachodzi Aψns = αnψns. Wektory
te nie musza̧ być wektorami w lasnym operatora B, ale można zbudować
ich superpozycje ψ̃nj =

∑
s ajsψns, tak aby by ly wektorami w lasnymi B;

inaczej mówia̧c można rozwia̧zać równanie w lasne dla B w podprzestrzeni
w lasnej A. Tak wiȩc A i B maja̧ wspólny zupe lny uk lad wektorów w lasnych
ψ̃nj. Ograniczenie na dok ladność pomiaru 2 wielkości reprezentowanych przez
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operatory A i B jest dane przez zasad nieoznaczoności Heisenberga w postaci
nierówności

W (A)W (B) ≥ 1

4
|〈ψ|[A,B]|ψ〉|2. (40)

Dowód wynika z nierówności Schwarza. Szczegó ly w nieco innej notacji sa̧
przedstawione w czȩści 0. Jeśli operatory A i B komutuja̧, np. [x, px] = ih̄,
ograniczenie nie zależy od stanu. Dla operatorów po lożenie i pȩdu otrzymu-
jemy zatem

W (x)W (px) ≥
h̄2

4
. (41)

Lub dla średnich odchyleń kwadratowych

∆x∆px ≥
h̄

2
. (42)

Warto dodać, że równość może być realizowana. Na przyk lad w reprezentacji
po lożeniowej (patrz niżej) równość zachodzi dla stanu opisywanego funkcja̧
falowa̧ Gaussa i tylko dla niego.

Zasada nieoznaczoności dla po lożenia i pȩdu oznacza, że gdy nieoznac-
zoność po lożenia zmierza do zera (nigdy zera nie osia̧gnie, punkt jest obiek-
tem miary zero), to nieoznaczoność pȩdu zmierza do nieskończoności. Spo-
tyka siȩ dwa rodzaje prób komentowania tego:
(i) próba coraz dok ladniejszego zlokalizowania cza̧stki, np. przez oświetlanie
jej fotonami o coraz mniejszej d lugości fali, czyli coraz wiȩkszej energii, w
coraz wiȩkszym stopniu w sposób niekontrolowany zaburza jej pȩd. Sugeruje
to, że cza̧stka w każdej chwili ma jakieś po lożenie i jakís pȩd, ale nie możemy
znać ich równocześnie.
(ii) cza̧stka jest obiektem, ktŕego nie można sobie wyobrażać klasycznie.
Charakteryzuja̧ce ja̧ wielkości fizyczne sa̧ komplementarne w sensie Bohra,
czyli jednocześnie siȩ wykluczaja̧ i uzupe lniaja̧. Cza̧stce nie przys luguje posi-
adanie jednoczśnie po lożenia i pȩdu.

Podobnie można mówić o innych parach wielkości fizycznych, chociaż na
ogó l ograniczenie zależy od stanu ψ.

Można teraz powiedzieć, jak powinna być przestrzeń Hilberta dla danego
uk ladu fizycznego. Powinna ona mianowicie być taka, aby jej bazȩ stanowi ly
wspólne wektory w lasne maksymalnego zespo lu niezależnych operatorów ko-
mutuja̧cych, czyli reprezentuja̧cych wszystkie wielkości wspó lmierzalne. Z
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formalnego punktu widzenia każdy wybór maksymalnego zespo lu komutuja̧cych
operatorów jest równie dobry.

Stwierdzenie powyższe nie jest elegenckie: powinno siȩ przecież najpierw
określić przestrzeń Hilberta, a potem dzia laja̧ce w niej operatory. Tu punk-
tem wyj́scia jest argument fizyczny: musimy określić, jakie wielkości fizyczne
w ogóle przys luguja̧ uk ladowi kwantowemu. Na przyk lad dla pojedycznej
cza̧stki w jednym wymiarze bȩda̧ to po lożenie, pȩd, energia kinetyczna, ener-
gia potencjalna. W trzech wymiarach bȩda̧ to trzy sk ladowe po lożenia, trzy
sk ladowe pȩdu, trzy sk ladowe momentu pȩdu, kwadrat momentu pȩdu, ener-
gia kinetyczne, energia potencjalna. Wymienione wielkości nie sa̧ niezależne
i nie sa̧ wspó lmierzalne.

W przypadku jednego wymiaru weźmy przestrzeń Hilberta, której baza̧ sa̧
uogólnione wektory w lasne po lożenia |x〉. Nie można mieć równocześnie we-
torów w lasnych pȩdu z powodu niekomutowania operatora pȩdu i po lożenia.
Energia kinetyczna jest funkcja̧ pȩdu, a energia potencjalna - po lożenia.
Maksymalny uk lad komutuja̧cych operatorów to tylko operator po lożenia.

Jeśli z powodów fizycznych okazuje siȩ, że przestrzeń Hilberta by la za
uboga, należy ja̧ rozbudować przez operacjȩ iloczynu tensorowego przestrzeni.

Niech bȩda̧ dane przestrzenie Hilberta H1 o bazie {φn} i H2 o bazie {χj}.
Iloczynem tensorowym H = H1 ⊗H2 nazywa siȩ przestrzeń, której baza̧ sa̧
iloczyny ψnj = φn ⊗ χj, a iloczyn skalarny jest zdefiniowany przez iloczyny
skalarne w H1 i H2, tzn.

〈ψnj|ψn′j′〉H = 〈φn|φn′〉H1〈χj|χj′〉H2 . (43)

Niech H1 bȩdzie przestrzenia̧ odpowiadaja̧ca̧ cza̧stce w jednym wymiarze,
tzn. na przyk lad o bazie |x〉. Do opisu cza̧stki w 3 wymiarach należy użyć
przestrzeni H3 = H1 ⊗H1 ⊗H1, a maksymalny zbiór komutuja̧cych opera-
torów to (x, y, z) (można wzia̧ć inny, np. (x, py, z)). Do opisu N cza̧stek bez
spinu potrzeba przestrzeni bȩda̧cej iloczynem N przestrzeni H3.

Gdy okaza lo siȩ, że elektron ma spin 1
2
, do opisu samego spinu potrzebna

by la przestrzeń Hs - dwuwymiarowa przestrzeń Hilberta, której baza̧ sa̧ np.
2 wektory w lasne sz - rzutu spinu na oś z. Stany elektronu ze spinem opisane
sa̧ wektorami z przestrzeni H3 ⊗Hs.
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1.4 Reprezentacje

W praktyce obliczenia wykonuje siȩ nie w abstrakcyjnej przestrzeni Hilberta,
lecz w jej reprezentacji: funkcyjnej lub macierzowej. Reprezentacji dostar-
cza maksymalny zespó l niezależnych operatorów komutuja̧cych. Niech ich
wspólny bazowy uk lad wektorów w lasnych bȩdzie {ψn} dla przeliczalnej bazy
i {ψα} dla bazy nieprzeliczalnej. Zazwyczaj n lub α sa̧ zbiorami indeksów.

W bazie wektorów ψn dowolny wektor ψ daje siȩ roz lożyć jako ψ =∑
n ψn〈ψn|ψ〉 i wspó lczynniki rozwiniȩcia cn = 〈ψn|ψ〉 reprezentuja̧ ten wek-

tor. Iloczyn skalarny wektora ψ i wektora φ =
∑
s anψs, gdzie an = 〈ψs|φ〉

ma postać
〈ψ|φ〉 =

∑
ns

c∗nas〈ψn|ψs〉 =
∑
n

c∗nan, (44)

gdzie skorzystano z ortonormalności wektorów ψn. Wektor {an} jest wiȩc
kolumna̧ zespolonych wspó lczynników, a wektor cn - wierszem, dodatkowo
sprzȩżonym w sposób zespolony. Normalizacja wektora ψ oznacza, że

∑
n |cn|2 =

1.
Podobnie w przypadku bazy cia̧g lej dowolny wektor ψ =

∫
dαψα〈ψα|ψ〉,

a φ =
∫
dαψα〈ψα|φ〉. Wektor ψ jest wiȩc reprezentowany funkcja̧ zespolona̧

zmiennej rzeczywistej ψ(α) = 〈ψα|ψ〉 i podobnie wektor φ jest reprezen-
towany funkcja̧ φ(β) = 〈ψβ|φ〉 . Iloczyn skalarny 〈ψ|φ〉 =

∫
dαψ(α)∗φ(α),

gdzie skorzystano z tego że funkcjie bazowe ψ(α sa̧ znormalizowane do delty
Diraca. Dla ψ = φ otrzymujemy warunek normalizacji

∫
|ψ(α)|2dα = 1.

W przypadku reprezentacji dyskretnej operatora B, takiego że ψ = Bφ
reprezentacjȩ otrzymamy biora̧c iloczyn skalarny tej relacji z wektorem bazowym
ψn i podstawiaja̧c rozk lad operatora jednostkowego

〈ψn|ψ〉 = 〈ψn|BIφ〉 = 〈ψn|B
∑
s

|ψs〉〈ψs|φ =
∑
s

〈ψn|B|ψs〉〈ψs|φ〉, (45)

lub w oznacaeniach macierzowych

cn =
∑
s

Bnsas. (46)

Operator B jest wiȩc reprezentowany przez macierz Bns = 〈ψn|B|ψs〉.
Dla operatora sprzȩżonego po hermitowsku do B zachodzi

〈ψn|B|ψs〉 = (〈ψn|B†)|ψs〉 = 〈ψs|B†|ψn〉∗ = (B†sn)∗. (47)
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Macierz operatoraB† ofrzymujemy z macierzyB przez transpozycjȩ i sprzȩżenie
zespolone. Te dwie operacje  la̧cznie nazywane sa̧ sprzȩżeniem hermitowskim
macierzy i też oznaczane krzyżem. Zatem dla operatora hermitowskiego
Bns = B∗sn.

Operator w swojej w lasnej reprezentacji, tzn. takiej że Bψn = βnψn
reprezentowany jest przez macierz Bns = 〈ψn|B|ψs〉 = βnδns. Jest to wiȩc
macierz diagonalna z wartościami w lasnymi na g lównej przeka̧tnej

W przypadku bazy cia̧g lej postȩpowanie jest podobne, przy czym sumy
trzeba zasta̧pić ca lkami, a deltȩ Kroneckera - delta̧ Diraca.

〈ψα|ψ〉 = 〈ψα|BIφ〉 = 〈ψα|B
∫
dβ|ψβ〉〈ψβ|φ〉 =

∫
dβ〈ψα|B|ψβ〉〈ψβ|φ〉,

(48)
czyli

ψ(α) =
∫
dβB(α, β)φ(β). (49)

OperatorB jest wiȩc reprezentowany przez operator ca lkowy z ja̧dremB(α, β) ≡
〈ψα|B|ψβ〉. Opeator w swojej reprezentacji, tzn. gdy Bψβ = βψβ reprezen-
towany jest przez 〈ψα|B|ψβ〉 = βδ(α− β). Dzia la wiȩc lokalnie, tzn.

ψ(α) =
∫
dβB(α, β)φ(β) =

∫
dββδ(α− β)φ(β) = αφ(α). (50)

W przypadkach operatora po lożenia i pȩdu operatory ca lkowe staja̧ siȩ pewnymi
operatorami różniczkowymi. Weźmy cza̧stkȩ w jednym wymiarze i reprezen-
tacjȩ po lożeniowa̧. Bazȩ cia̧g la̧ tworza̧ wektory w lasne |x〉 operatora x. Dla
operatora po lożenia zachodzi

〈x|ψ〉 = 〈x|x
∫
dx′|x′〉〈x′|φ〉 =

∫
dx′〈x|x|x′〉〈x′|φ〉 =∫

dx′x′δ(x− x′)〈x′|φ〉 = x〈x|φ〉, (51)

czyli zgodnie z oczekiwaniami ψ(x) = xφ(x). Dzia lanie operatora sprowadza
siȩ do mnożenia przez funkcjȩ.

Dla operatora pȩdu w reprezentacji po lożeniowej relacja |ψ〉 = px|φ〉
sprowadza siȩ do

〈x|ψ〉 =
∫
dx′〈x|px|x′〉〈x′|φ〉. (52)
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Ja̧dro operatora w ostatniej relacji można obliczyć korzystaja̧ z relacji komu-
tacji [x, px] = ih̄. Biora̧c element macierzowy komutatora otrzymuje siȩ

〈x|(xpx − pxx|x′〉 = ih̄〈x|x′〉. (53)

Operator po lożenia dzia la na swoje wektory w lasne w lewo i prawo, co
pozwala napisać

(x− x′)〈x|px|x′〉 = ih̄δ(x− x′). (54)

Z w lasności delty Diraca wynika, że (x− x′)δ(x− x′) = 0. Różniczkuja̧c ten
zwia̧zek wzglȩdem x otrzzymuje siȩ

0 = δ(x− x′) + (x− x′) d
dx
δ(x− x′). (55)

To pozwala napisać

(x− x′)〈x|px|x′〉 = −ih̄(x− x′) d
dx
δ(x− x′). (56)

i utożasamić

〈x|px|x′〉 = −ih̄ d
dx
δ(x− x′) (57)

W ten sposób

〈x|ψ〉 =
∫
dx′〈x|px|x′〉〈x′|φ〉 =

∫
dx′(−ih̄)

d

dx
δ(x− x′)〈x′|φ〉 = −ih̄ d

dx
〈x|φ〉,

(58)
lub po prostu

ψ(x) = −ih̄ d
dx
φ(x). (59)

Podobnie można obliczyć dla reprezentacji pȩdowej, przy bazie |p〉 wektorów
w lasnych operatora px takich że px|p〉 = p|p〉

dla |ψ〉 = px|φ〉
ψ(p) = 〈p|ψ〉 = p〈p|φ〉 = pφ(p), (60)

oraz

dla |ψ〉 = x|φ〉,

ψ(p) = 〈p|ψ〉 =
∫
dp′〈p|x|p′〉〈p′|φ〉 = ih̄

d

dp
φ(p). (61)
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Wektory w lasne ψp(x) = 〈x|p〉 operatora px w reprezentacji po lożeniowej
spe lniaja̧ wiȩc równanie

−ih̄ d
dx
ψp(x) = pψp(x). (62)

Rozwia̧zaniem tego równqania jest

〈x|p〉 ≡ ψp(x) =
1√
2πh̄

exp(
ipx

h̄
), (63)

przy czym czynnik przed eksponentem zapewnia normalizacjȩ∫ ∞
−∞

ψp(x)∗ψp′(x)dx = δ(p− p′). (64)

Trówymiarowe uogólnienie jest natȩpuja̧ce ( ”daszek” oznacza operator tam,
gdzie móg lby być pomylony z liczba̧):

r̂ = (x̂, ŷ, ẑ),

p̂ = (p̂x, p̂y, p̂z),

r̂ψ(r) = rψ(r),

p̂ψ)r) = −ih̄∇rψ(r), (65)

r̂ψ(p) = ih̄∇pψ(p),

p̂ψ(p) = pψ(p). (66)

1.5 Zmiana reprezentacji

Niech dane bȩda̧ 2 bazy:{ψn} jako baza w lasna operatora A i {φj} jako baza
w lasna operatora B.

Wektor ψ w obu reprezentacjach dany jest odpowiednio przez cn = 〈ψn|ψ〉
i c′j = 〈φj|ψ〉. Zachodzi

c′j = 〈φj|Iψ〉 = 〈φj|
∑
n

|ψn〉〈ψn|ψ〉 =
∑
n

Ujncn, (67)

gdzie Ujn ≡ 〈φj|ψn〉 jest macierza̧ unitarna̧, tzn. taka̧, że U−1 = U †.
Rzeczywíscie,

(UU †)jk =
∑
n

Ujn(U †)nk =
∑
n

〈φj|ψn〉〈φk|ψn〉∗ = 〈φj|
∑
n

|ψn〉〈ψn|φk〉 = 〈φj|φk〉 = δjk.

(68)
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Transformacja macierzy dowolnego operatora C jest nastȩpuja̧ca

C ′jk ≡ 〈φj|C|φk〉 = 〈φj|
∑
n

|ψn〉〈ψn|C
∑
s

|ψs〉〈ψs|φk〉 =
∑
ns

〈φj|ψn〉〈ψn|C|ψs〉〈ψs|φk〉 =∑
ns

UjnCns(U
†)sk (69)

Odpowiednie relacje w przypadku baz cia̧g lych ψα i φβ sa̧ nastȩpuja̧ce

ψ′(α) ≡ 〈φα|ψ〉 = 〈φα|
∫
dβ|ψβ〉〈ψβ|ψ〉 =

∫
dβU(α, β)ψ(β), (70)

gdzie U(α, β) ≡ 〈φα|ψβ〉.
Dla operatora ca lkowego

C ′(α, β) ≡ 〈φα|C|φβ〉 = 〈φα|
∫
dµ|ψµ〉〈ψµ|C

∫
dν|ψν〉〈ψν |φβ〉 = (71)∫

dµ
∫
dν〈φα|ψµ〉〈ψµ|C|ψν〉〈ψν |φβ〉 =

∫
dµ

∫
dνU(αµ)C(µν)(U †)(νβ),

gdzie U(αµ) ≡ 〈φα|ψµ〉.
W szczególności przej́scie od reprezentacji po lożeniowej do pȩdowej w

jednym wymiarze ma postać

ψ(p) ≡ 〈p|ψ〉 = 〈p|
∫
dx|x〉〈x|ψ〉 =

∫
dx〈p|x〉ψ(x) =

1√
2πh̄

∫
dx exp(−ipx

h̄
)ψ(x).(72)

Dla transformacji odwrotnej zachodzi

ψ(x) ≡ 〈x|ψ〉 = 〈x|
∫
dp|p〉〈p|ψ〉 =

∫
dp〈x|p〉ψ(p) =

1√
2πh̄

∫
dx exp(

ipx

h̄
)ψ(p).(73)

Jest to po prostu transformata Fouriera. W trzech wymiarach zachodzi

ψ(p) ≡ 〈p|ψ〉 = 〈p|
∫
d3r|r〉〈r|ψ〉 =

∫
d3r〈p|r〉ψ(r) =

1
√

2πh̄
3

∫
d3r exp(−ipr

h̄
)ψ(r)(74)

oraz

ψ(r) ≡ 〈r|ψ〉 = 〈r|
∫
d3p|p〉〈p|ψ〉 =

∫
d3p〈r|p〉ψ(p) =

1
√

2πh̄
3

∫
d3p exp(

ipr

h̄
)ψ(p).(75)

Przyk lad: Cza̧stka w jednowymiarowym potencjale liniowym:
(i) V (x) = αx, dla x ≥ 0, V (x) =∞, dla x < 0;
(ii) V (x) = α|x|.
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W reprezentacji po lożeniowej równanie Schrödingera ma postać

− h̄2

2m
ψ′′ + αxψ = Eψ. (76)

Jest to przyk lad, w którym reprezentacja pȩdowa jest wygodniejsza. Równanie
Schrödingera w tej reprezentacji ma postać

p2

2m
ψ(p) + αih̄

d

dp
ψ(p) = Eψ(p). (77)

Rozwia̧zanie równania przez rozdzielenie zmiennych daje

ψ(p) = C exp[
−i
h̄α

(Ep− p3

6m
)], (78)

gdzie C jest sta la̧. Przej́scie do reprezentacji po lożeniowej daje

ψ(x) =
1√
2πh̄

C
∫ ∞
−∞

dp exp(
ipx

h̄
) exp[

−i
h̄α

(Ep− p3

6m
)]. (79)

Podstawiaja̧c p = y(2mh̄α)
1
3 otrzymuje siȩ

ψ(x) = C ′
∫ ∞
−∞

dy exp{i[y(x− E

α
)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 − y3

3
]}, (80)

lub po wyrażeniu eksponentu przez sinus i kosinus i skorzystaniu z nieparzystości
sinusa i parzystości kosinusa

ψ(x) = 2C ′
∫ ∞
−∞

dy cos[y(x− E

α
)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 − y3

3
]. (81)

Ca lka te postacji znana jest jako funkcja Airy’ego

Ai(z) =
1

π

∫ ∞
−∞

dy cos(zy − y3

3
). (82)

Jest to funkcja specjalna o znanych w lasnościach. W szczególności asympto-
tycznie

Ai(z) ∼z→∞
1

2
√
πz

1
4

exp[−2

3
z

3
2 ]

Ai(z) ∼z→−∞
1

√
π(−z)

1
4

sin[
2

3
(−z)

3
2 +

π

4
]. (83)
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Istnieje jeszcze drugie rozwia̧zanie, znane jako funkcja Airy’ego Bi(z); jest
ona nienormowalna i nie przyda siȩ w rozważanym kontekście.

Rozwia̧zanie dla x ≥ 0 ma wiȩc postać

ψ(x) = C1Ai[(x− E

α
)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 ], (84)

gdzie C1 jest sta la̧ wyrażaja̧ca̧ siȩ przez poprzednie sta le i parametry zadania.
Ostatecznie trzeba ja̧ wyznaczyć w warunku normalizacji.

W wersji (i) zadania ψ(x) ≡= 0 dla x < 0, bo tam potencja l jest
nieskończony. Uwzglȩdnienie warunków brzegowych w postaci ża̧dania cia̧g lości
funkcji daje ψ(0) = 0, przy czym nie ma cia̧g lości pochodnej ze wzglȩdu na
wystȩpuja̧ca̧ nieskończoność. Otrzymujemy zatem

ψ(0) = C1Ai[(−E
α

)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 ] = 0. (85)

Jest to warunek kwantyzacji energii.
W przypadku (ii) potrzebne jest rozwia̧zanie dla x < 0. Dla V (x) = α|x|

równanie dla x < 0 przechodzi w równanie dla x > 0 przez zamianȩ x→ −x.
Rozwia̧zanie dla x < 0 ma postać

ψ(x) = C2Ai[(−x− E

α
)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 ]. (86)

Warunki brzegowe polegaja̧ce na ża̧daniu cia̧g lości funkcji i pochodnej maja̧
postać

C1Ai[(−E
α

)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 ] = C2Ai[(−E

α
)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 ],

C1Ai′[(−E
α

)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 ]

1

h̄
(2mh̄α)

1
3 = C2Ai′[(−E

α
)
1

h̄
(2mh̄α)

1
3 ]
−1

h̄
(2mh̄α)

1
3 .(87)

Ai’ jest pochodna̧ funkcji Airy’ego. Istnieja̧ dwie klasy rozwia̧zań. Jeśli
funkcja Ai dla określonej energii jest różna od zera, to z pierwszego z równań
wynika, że C1 = C2. Wtedy rozwia̧zanie jest funkcja̧ parzysta̧, a drugie z
równań narzuca warunek kwantyzacji w postaci Ai′[(−E

α
) 1
h̄
(2mh̄α)

1
3 ] = 0.

Odwrotnie jeśli dla pewnej energii pochodna Ai’ jest różna od zera, to z
drugiego z równań wynika że C1 = −C2. Rozwia̧zanie jest funkcja̧ nieparzysta̧,
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a warunek kwantyzacji energii ma postać taka̧ jak w przyk ladzie (i), tzn.

Ai[(−E
α

) 1
h̄
(2mh̄α)

1
3 ] = 0.

Przyk lad: Równanie Schrödingera dla ekranowanego potencja lu kulom-
bowskiego w reprezentacji pȩdowej.

Hamiltonian ma postać

H =
p̂2

2m
− Ze2

4πε0r̂
exp(−γr̂). (88)

W repreezentacji pȩdowej operator pȩdu jest mnożeniem przez funkcjȩ, nato-
miast operator pólożenia i jego funkcje sa̧ operatorami ca lkowymi. Równanie
Schrödingera przybiera postać

p2

2m
ψ(p) +

∫
d3p′〈p| − Ze2

4πε0r̂
exp(−γr̂)|p′〉ψ(p′) = Eψ(p). (89)

Ja̧dro operatora ca lkowego można obliczyć wstawiaja̧c do środka operator
jednostkowy

∫
d3r|r〉〈r|

〈p|1
r̂

exp(−γr̂)|p′〉 = 〈p|1
r̂

exp(−γr̂)
∫
d3r|r〉〈r||p′〉 =

∫
d3r〈p|r〉1

r
exp(−γr)〈r|p′〉,(90)

gdzie skorzystano z tego, że operator r̂ dzia laja̧ na swój wektor w lasny daje
funkcjȩ po lożenia mnożona̧ przez ten wektor. Wstawiaja̧ funkcje w lasne pȩdu
w reprezentacji po lożeniowej otrzymujemy

〈p|1
r̂

exp(−γr̂)|p′〉 =
1

(2πh̄)3

∫
d3r exp[

i(p′ − p)r

h̄
]
exp(−γr)

r
. (91)

Powyższa̧ ca lkȩ można obliczyć przechodza̧c do wspó lrzȩdnych sferycznych.
Oznaczmy roboczo wektor p′−p

h̄
≡ q skierujmy oś z wzd luż q; wtedy ka̧t θ

jest ka̧tem miȩdzy q i ẑ. Ca lka ma wartość

1

(2πh̄)3

∫ ∞
0

r2dr
∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ exp[iqr cos θ] exp(−γr)1

r
=

1

(2πh̄)3
2π

∫ ∞
0

r exp(−γr)dr
∫ 1

−1
exp(iqru)du =

1

(2πh̄)3
2π

∫ ∞
0

r exp(−γr)dr[exp(iqr)− exp(−iqr)] 1

iqr
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1

(2πh̄)3
2π

1

q

∫ ∞
0

exp(−γr)dr2= exp(iqr) =

1

(2πh̄)3

4π

q
=

∫ ∞
0

exp[(iq − γ)r] =
1

(2πh̄)3

4π

q
= −1

iq − γ
=

1

(2πh̄)3
4π

1

γ2 + q2
. (92)

Równanie Schrödingera przybiera wiȩc postać

p2

2m
ψ(p)− Ze2

4πε0

1

(2πh̄)3
4π

∫
d3p′

1

γ2 + 1
h̄2

(p− p′)2
ψ(p′) = Eψ(p). (93)

Dla potencja lu kulombowskiego należy wy la̧czyć ekranowanie k lada̧c γ =
0.

Zmiana reprezentacji przerz transformacj unitarna̧ zachowuje regu ly ko-
mutacji, tzn. jeśli komutator 2 operatorów [A,B] = C i wszystkie operatory
poddamy transformacji unitarnej danej operatorem U , czyli A′ = UAU † i
B′ = UBU † to dla nowych operatorów mamy

[A′, B′] = A′B′−B′A′ = UAU †UBU †−UBU †UAU † = U [A,B]U † = UCU † = C ′

.
Także wartości w lasne nie ulegaja̧ zmianie. Jeśli spe lnione jest równanie

w lasne Aψn = αnψn, to zachodzi

UAψn = αnUψn,

UAU †Uψn = αnUψn, (94)

A′ψ′n = αnψ
′
n,

gdzie wekory w lasne uleg ly transformacji: ψ′n = Uψn.
Dozwolone wyniki pomiarów i zasady wspó lmierzalności nie zależa̧ wiȩc

od reprezentacji.

1.6 Ewolucja w czasie

Postulat IV.
Ewolucja uk ladu w stanie czystym, gdy nie jest poddany pomiarowi, opisana
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jest równaniem Schrödingera zależnym od czasu

ih̄
d

dt
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉, (95)

gdzie H jjest operatorem Hamiltona; najczȩściej klasyczna funkcja Hamil-
tona i odpowiadaja̧cy jej operator Hamiltona reprezentuja̧ energiȩ ca lkowita̧
uk ladu.

Przy warunku pocza̧tkowym ψ(t0) = ψ0 i niezbyt wymagaja̧cych za lożeń
dotycza̧cych regularności operatoraH istnieje jednoznaczne rozwia̧zanie równania
Schrödingera. Jest wiȩc element deterministyczny w teorii: identyczne uk lady
startuja̧ce z tych samych warunków pocza̧tkowych znajda̧ siȩ w tym samym
stanie. Natomiast, jak już podkreślano, rozk lad wyników pomiarów jest na
ogó l probabilistyczny.

Ewolucja wektora stanu w czasie pomiaru jest najbardziej zagadkowym el-
ementem teorii kwantowej. Najprawdopodobniej ma to zwia̧zek z faktem, że
pomiar wymaga oddzia lywania uk ladu kwantowego z klasycznym aparatem
pomiarowym i nie istnieje fundamentalna teoria takiego oddzia lywania. Wszys-
tko wskazuje na to, że w czasie pomiaru nastȩpuje nag la, niecia̧g la i niekon-
trolowana zmiana stanu.

Gdy mierzymy wielkość fizyczna̧A, której operator posiada wektory w lasne
ψn do wartości w lasnych αn, a uk lad opisany jest wektorem ψ =

∑
n cnψn,

to przed pomiarem wiadomo, że wartość w lasna αn może wysta̧pić z praw-
dopodobieństwem |cn|2 (postulat III). W pomiarze aktualizuje siȩ jedna z
potencjalnych możliwości, np. αk. Przyjmuje siȩ, że wektor stanu uk ladu
zmienia siȩ nagle na ψk. Nazywa siȩ to redukcja̧ wektora stanu (paczki
falowej). Kolejny pomiar, identyczny z pierwszym i wykonany natychmiast
po nim, daje już pewnościa̧ ten sam wynik αk.

(96)

Jeśli hamiltonian nie zależy od czasu, to istnieje specjalna klasa rozwia̧zań
zwanych stacjonarnymi. Maja̧ one postać

ψn(t) = ψn exp(−iEnt
h̄

), (97)

gdzie wektory ψn spe lniaja̧ równanie Schrödingera niezależne od czasu

Hψn = Enψn. (98)
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Stacjonarność oznacza, że wartość średnia dowolnej wielkości fizycznej oraz
prawdopodobieństwa otrzymania poszczególnych wyników w pomiarze nie
zależa̧ od czasu

Ā(t) = 〈(ψn exp(
−iEnt
h̄

)|A|ψn exp(
−iEnt
h̄
〉 = 〈ψn|A|ψn〉, (99)

|〈φs|ψn exp(
−iEnt
h̄

)〉| = |〈φs|ψn〉|, (100)

gdzie φs tworza̧ bazȩ wektorów w lasnych jakiegoś operatora.
Ogólne rozwia̧zanie równania Schrödingera można zapisać jako super-

pozycjȩ rozwia̧zań stacjonarnych

ψ(t) =
∑
n

cnψn exp(
−iEnt
h̄

). (101)

Zaprezentowane podej́scie, w którym stany zależa̧ od czasu, a wielkości
fizyczne sa̧ reprezentowane przez operatory na ogó l niezależne od czasu, jest
nazywane obrazem Schrödingera. Można na ewolucjȩ w czasie spojrzeć odmi-
ennie.

Wprowadźmy unitarny operator U(t) ewolucji w czasie, tzn.

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉. (102)

Oznacza to, że operator U spe lnia równanie

ih̄
d

dt
U(t, t0) = HU(t, t0), (103)

z warunkiem pocza̧tkowym U(t0, t0) = I. Przyjmiemy t0 = 0 i bȩdziemy
pisać po prostu U(t).

Dla wektora sprzȩżonego równanie ma postać

−ih̄ d
dt
〈ψ(t)| = 〈ψ(t)|H, (104)

a dla operatora ewolucji

−ih̄ d
dt
U †(t) = U †(t)H. (105)
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Ewolucja wartości średniej operatora nie może zależeć od obrazu. Zachodzi

d

dt
Ā =

d

dt
〈ψ(t)|A|ψ(t)〉 =

d

dt
〈ψ(0)|U(t)†AU(t)|ψ(0)〉 =

〈ψ(0)|{ 1

−ih̄
U †HAU + U †

∂A

∂t
U +

1

ih̄
U †AHU}|ψ(0)〉 = (106)

〈ψ(0)|{ 1

−ih̄
U †HUU †AU + U †

∂A

∂t
U +

1

ih̄
U †AUU †HU}|ψ(0)〉,

gdzie w dwóch miejscach sztucznie wstawiono operator jednostkowy I =
UU †. Definiujemy wektor stanu w obrazie Heisenberga

ψH = ψ(0) (107)

i operator w obrazie Heisenberga

AH(t) = U †(t)AU(t). (108)

Ewolucjȩ wartości średniej A można napisać jako

d

dt
Ā = 〈ψH |{

1

ih̄
[AH , HH ] + (

∂A

∂t
)H}|ψH〉 (109)

lub po prostu
d

dt
Ā = 〈ψH |

d

dt
AH(t)ψH〉, (110)

gdzie
d

dt
AH(t) =

1

ih̄
[AH(t), HH ] + (

∂A

∂t
)H . (111)

To ostatnie równanie nazywa siȩ równaniem Heisenberga.
Bardzo czȩsto hamiltonian w obrazie Schrödingera nie zależy od czasu.

Wtedy operator U(t) = exp(−iHt
h̄

), HH = H, a dla niezależnego od czasu w
obrazie Schrödingera operatora A równanie Heisenberga przyjmuje postać

ih̄
d

dt
AH = [AH , H]. (112)

Bardzo ważny jest obraz oddzia lywania, pośredni miȩdzy obrazem Schrödingera
i Heisenberga. Jeśli operator Hamiltona przedstawimy w postacji H =
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H0 + V , gdzie H0 nie zależy od czasu, to wektory i operatory w tym obrazie
wprowadzamy jako

ψI(t) = exp(
iH0t

h̄
)ψ(t),

AI(t) = exp(
iH0t

h̄
)A exp(

−iH0t

h̄
). (113)

Równania ruchu w obrazie oddzia lywania maja̧ postać

d

dt
ψI(t) =

d

dt
exp(

iH0t

h̄
)ψ(t) =

iH0

h̄
exp(

iH0t

h̄
)ψ(t) + exp(

iH0t

h̄
)
d

dt
ψ(t) =

iH0

h̄
ψI(t) + exp(

iH0t

h̄
)

1

ih̄
(H0 + V )ψ(t) =

iH0

h̄
ψI(t) + exp(

iH0t

h̄
)

1

ih̄
(H0 + V ) exp(−iH0t

h̄
) exp(

iH0t

h̄
)ψ(t), (114)

gdzie wstawiono sztucznie operator jednostkowy I = exp(− iH0t
h̄

) exp( iH0t
h̄

).
Po skorzystaniu z komutowania H0 i exp( iH0t

h̄
) równanie ruchu można zapisać

jako

ih̄
d

dt
ψI(t) = VI(t)ψI(t). (115)

Równanie jest podobne do równania Schrödingera z tym, że zamiast ca lego
hamiltonianu wystȩpuje tylko jego czȩść V . Pożytek jest taki, że czȩsto
oddzia lywanie V jest w jakimś sensie ”ma le”, co oznacza, że ewolucja wektora
w obrazie oddzia lywania jest wolna; to umoźliwia wprowadzenie pewnych
metod przybliżonych.

Operaror wielkości fizycznej A w obrazie oddzia lywania spe lnia równanie

d

dt
AI(t) =

d

dt
exp(

iH0t

h̄
)A exp(

−iH0t

h̄
) = (116)

iH0

h̄
exp(

iH0t

h̄
)A exp(

−iH0t

h̄
) + exp(

iH0t

h̄
)A exp(

−iH0t

h̄
)
−iH0

h̄

+ exp(
iH0t

h̄
)
∂A

∂t
exp(
−iH0t

h̄
) =

1

ih̄
[AI(t), H0] + (

∂A

∂t
)I . (117)

Jest to równanie typu równania Heisenberga z tym, że zamiast pe lnego hamil-
tonianu wystȩpuje jego czȩść H0.

Przyk lad: operator po lożenia i pȩdu w jednym wymiarze dla: (i) cza̧stki
swobodnej, (ii) oscylatora harmonicznego.
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Wykorzystany bȩdzie wzór znany jako formu la Bakera-Hausdorffa. Ma
on postać

exp(A)B exp(−A) = B +
1

1!
[A,B] +

1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + ...(118)

Dowód polega na rozważeniu ogólniejszego operatora

C(λ) = exp(λA)B exp(−λA), (119)

gdzieλ jest liczba̧. Obliczmy pochodna̧

d

dλ
C(λ) = A exp(λA)B exp(−λA) + exp(λA)B exp(−λA)(−A) = [A,C(λ)].

(120)
Skorzystano z tego, że pochodna̧ funkcji operatora można liczyć tak, jak dla
funkcji, jeśli tylko pochodna funkcji wewnȩtrznej jest przemienna z różniczkowanym
operatorem.

Jeśli rozwina̧ć C(λ) na szereg wzglȩdem λ, tzn. wzia̧ć C(λ) =
∑∞
n=0 Cnλ

n,
otrzymamy

∞∑
n=0

Cnnλ
n−1 = [A,

∞∑
n=0

Cnλ
n]. (121)

Przyrównuja̧ wyrazy przy tych samych potȩgach λ otrzymamy wzór rekuren-
cyjny

Cn+1(n+ 1) = [A,Cn]. (122)

Ponieważ C0 = C(0) = B, dostajemy

C1 = [A,B],

C2 =
1

2
[A,C1] =

1

2
[A, [A,B]],

C3 =
1

3
[A,C2] =

1

6
[A, [A, [A,B]]], itd. (123)

K lada̧c λ = 1 otrzymujemy wzór B-H.

W przypadku (i) H = p2x
2m

, A = itp2x
2mh̄

.

Dla B = x otrzymamy [A,B] = [ itp
2
x

2mh̄
, x] = it

2mh̄
[p2
x, x] = it

2mh̄
2(−ih̄px) = px

m
t.

Jest to liczba, a wiȩc [A, [A,B]] = 0 i dalsze komutatory znikaja̧. Ostatecznie
xH = x+ px

m
t.

Dla B = px, już [A,B] = 0 i (px)H = px.
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Otrzymujemy wiȩc relacje analogiczne do relacji klasycznych: pȩd siȩ nie
zmienia, a po lożenie zmienia siȩ liniowo w czasie ze sta la̧ prȩdkościa̧ px

m
.

Przypadek (ii) jest nieco bardziej skomplikowany: H = p2x
2m

+ 1
2
mω2x2,

A = it
h̄

( p
2
x

2m
+ 1

2
mω2x2).

Dla B = x otrzymujemy kolejno

[A,B] = [
it

h̄
(
p2
x

2m
+

1

2
mω2x2), x] =

it

h̄

1

2m
(−2ih̄px) =

pxt

m
,

[A, [A,B]] = [
it

h̄
(
p2
x

2m
+

1

2
mω2x2),

pxt

m
] =

it

h̄

1

2
mω2 t

m
[x2, px] =

1

2

it2

h̄
ω2[x2, px] =

1

2

it2

h̄
ω22ih̄x] = −ω2t2x,

[A, [A, [A,B]]] = [
it

h̄
(
p2
x

2m
+

1

2
mω2x2),−ω2t2x] = [

it

h̄

1

2m
(−ω2t2)(−2ih̄px) =

−ω2t3
px
m
. (124)

Obliczone wyrazy daja̧

xH = x+
px
mω

(ωt)− 1

2
ω2t2x− 1

6

px
mω

(ωt)3 + ... (125)

Można rozpoznać wyrazy rozwiniȩcia w szereg funkcji sinus i kosinus, a ca le
rozwiniȩcie wynosi

xH(t) = x cosωt+
px
mω

sinωt. (126)

Analogiczny rachunek dla B = px daje

(px)H(t) = px cosωt−mωx sinωt. (127)

Znów dostajemy kwantowe analogony rozwia̧zań klasycznch. Niestety sa̧ to
tylko szczególne przypadki, a w ogólności nie ma tak prostego podobieństwa.

1.7 Cza̧stki identyczne

1.7.1 Nierozróżnialność

Postulat 5
Wektory stanu dla cza̧tek identycznych przy przestawieniu cza̧stek sa̧ symetryczne
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(w przypadku cza̧tek o spinie ca lkowitym - bozonów) lub antysymetryczne
(w przypadku cza̧stek o spinie po lówkowym - fermionów).

Postulat ten dotyczy nie tylko cza̧stek elementarnych lub dobrze wyodrȩbnionych
ich z lożeń, lecz także quasicza̧stek - pewnych wzbudzeń kolektywnych, którym
maja̧ w lasności cza̧stek (fonony, plazmony, polarytony,...).

W przypadku opisu w reprezentacji po lożeniowej identyczność cza̧stek
powoduje, że gdy znajda̧ siȩ one w tym samym obszarze przestrzennym,
wobec niemożności określenia ich trajektorii, traca̧ dla obserwatora swoja̧
identyczność. Zgodnie z zasadami mechaniki kwantowej, jeśli mamy do
czynienia z wieloma drogami, po których może przebiegać proces, musimy
wykonać sumȩ po wszystkich możliwych trajektoriach, a dopiero potem obil-
czać prawdopodobieństwa. Gdy z dwu identycznych cza̧stek po zderzeniu
jedna poleci w lewo, a druga w prawo, należy dodać z odpowiednia̧ faza̧
funkcje falowe dla obu procesów.

Formalnym objawem identyczności cza̧stek jest niezmienniczość hamilto-
nianu przy zamianie (przenumerowaniu) cza̧stek. Dla dwu cza̧stek oznacza
to, że H(1, 2) = H(2, 1). Inaczej można to uja̧ć wprowadzaja̧c operator
permutacji

Pψ(1, 2) = ψ(2, 1) (128)

i zauważ.aja̧c, że dla cza̧stek nierozróżnialnych komutator H,P ] = 0.
Inaczej sformu lowany postulat stwierdza, że w przyrodzie realizuja̧ siȩ

tylko takie stany, dla których wektory stanu sa̧ jednocześnie wektorami w lasnyumi
operstora P , to znaczy takie, że

Pψ(1, 2) = λψ(1, 2). (129)

Ponowne przestawienie cza̧stek przywraca stan wyj́sciowy

ψ(1, 2) = P 2ψ(1, 2) = Pλψ(1, 2) = λ2ψ(1, 2). (130)

Oznacza to że λ2 = 1, a wiȩc
λ = 1, ψ(2, 1) = ψ(1, 2), wektor symetryczny lub
λ = −1, ψ(2, 1) = −ψ(1, 2), wektor antysymetryczny.

Jest możliwe, że w przestrzeni dwuwymiarowej nie jest konieczne, aby
P 2ψ(1, 2) = ψ(1, 2). W takim przypadku istania lyby nowa klasa cza̧stek.

W przypadku wielu cza̧stek (N > 2) należy dla każdej pary cza̧stek
wprowadzić operator permutacji Pjk zamieniaja̧cy cza̧stki o numerach j i k.
Hamiltonian Komutuje z Pjk, a wektory ψ(1, 2, ..., j, ...k, ...N) = ±ψ(1, 2, ..., k, ..., j, ...N).
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1.7.2 Zasada Pauliego

Zasada Pauliego jest konsekwencja̧ postulatu o antysymetrii wektora stanu
dla fermionów. Jeśli zespo ly liczb kwantowych (1) i (2) sa̧ identyczne, tzn
(1) = (2), a ψ(1, 2) = −ψ(2, 1), to wektor jest równy zero. Moga̧ to być
po lożenie i spin elektronu, ale zasada jest prawdziwa dla każdego zespo lu
liczb kwantowych reprezentuja̧cych kompletny zespó l operatorów.

Jeśli w szczególności weźmiemy po lożenie i spin, to gȩstość prawdopodobieństwa
znalezienia dwóch cza̧stek o tym samym spinie (po lówkowym) w tym samym
punkcie jest równa zero. Ze wzglȩdu na cia̧g lość funkcji falowej, praw-
dopodobieństwo równoczesnego znalezienia obu cza̧stek w tej samej czȩści
przestrzeni jest ma le.

1.7.3 Reprezentacja liczby obsadzeń

Jeśli chcemy opisać zbiór identycznych cza̧stek opisanych tymi samymi liczbami
kwantowymi, to do opisu stanu wystarczy podać liczbȩ n takich cza̧stek, przy
czym n = 0, 1, 2, ... dla bozonów i n = 0, 1 dla fermionów. Odpowiedni wek-
tor stanu jest |n〉.

Operatory dzia laja̧ce na takie stany wprowadza siȩ nastȩpuja̧co. Niech
dane bȩda̧ operatory a i a† spe lniaja̧ce regu lȩ komutacji

[a, a†] = 1. (131)

Weźmy operator a†a. Jest to operator hermitowski. Oczekujemy, że bȩdzie
mia l wektory w lasne φν i wartości w lasne ν

a†aφν = νφν . (132)

Z regu ly komutacji wynikaq, że

a†a(aφν) = (aa† − 1)aφν = aνφν − φν = (ν − 1)(aφν),

a†a(a†φν) = a†(a†a+ 1)φν = a†νφν + φν = (ν + 1)(a†φν). (133)

to znaczy, że aφν jest wektorem w lasnym a†a do wartości w lasnej ν − 1, a
a†φν jest wektorem w lasnym a†a do wartości w lasnej ν + 1. Jeśli nie ma
degeneracji, można napisać

aφν = cνφν−1,

a†φν = c′νφν+1. (134)
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Obecność degenracji oznacza laby, że powinny istnieć dodatkowe liczby kwan-
towe dla rozróżnienia stanów.

Wartości wspó lczynników można określić nastȩpuja̧co, zak ladaja̧ normal-
izacjȩ wektorów ψν

〈φν |a†a|φν〉 = 〈φν |ν|φν〉 = ν, oraz

〈φν |a†a|φν〉 = (〈φν |a)a|φν〉 = 〈φν−1||cν |2|φν−1〉 = |cν |2. (135)

Sta̧d cν =
√
ν. Analogicznie

〈φν |aa†|φν〉 = 〈φν |(a†a+ 1)|φν〉 = 〈φν |(ν + 1)|φν〉 = ν + 1, oraz

〈φν |aa†|φν〉 = (〈φν |a†)a†|φν〉 = 〈φν+1||c′ν |2|φν+1〉 = |cν |2. (136)

Sta̧d c′ν =
√
ν + 1. Ale liczba ν jest kwadratem normy wektora aψν . Nie

może zatem być ujemna. Wydawa loby siȩ, że używaja̧c wielkrotnie operatora
a można dostać wektor o wartości w lasnej ν dowolnie ma lej, a wiȩc także
ujemnej. Dla unikniȩcia sprzeczności należy ża̧dać, aby ta rekurencja zosta la
przerwana od do lu, tzn. istnieje wektor φ0, taki że aφ0 = 0. Z tego wektora
można wygenerować wszystkie inne używaja̧c wielokrotnie operatora a†

φn =
1√
n
a†φn−1 =

1√
n!

(a†)nφ0. (137)

Można wiȩc interpretować operator n = a†a jako operator liczby bozonów, a
wektory φn utożasmić z wektorami |n〉. Operator a niszczy jedna̧ cza̧stkȩ, a
operator a† ja̧ tworzy. Nazywa siȩ je operatorami anihilacji i kreacji. Taki
opis stanu, traktuja̧cy cza̧stki jako kwanty pewnego pól nazywa siȩ druga̧
kwantyzacja̧.

Jeśli istnieje wiele stanów bozonu numerowanych liczbami 1, 2, ..n należy
wprowadzić operatory anihilacji aj, kreacji a†j i liczby cza̧stek nj = a†jaj
dla każdego stanu, przy czym wszystkie operatory odnosza̧ce siȩ do różnych
stanów komutuja̧, tzn. [aj, a

†
k] = δjk, [aj, ak] = 0, itd. Stan o liczbie cza̧stek

nj w stanie j generuje siȩ jako

|n1, n2, ..., nj, ...〉 =
1√

n1!n2!...nj!, , ,
(a†1)n1(a†2)n2 ...(a†j)

nj ...|0〉, (138)

gdzie |0〉 ≡ |0, 0, ..., 0, ...〉 jest próżnia̧, a wiȩc stanem, w którym nie ma żadnej
cza̧stki.
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Dla fermionów potrzebny jest inny spsób opisu. Narzućmy na operatory
kreacji i anihilacji regu ly antykomutacji

{a, a†} = 1,

{a, a} = {a†, a†} = 0, (139)

gdzie {A,B} ≡ AB +BA. Sta̧d a2 = (a†)2 = 0.
Operator a†a ma wektory w lasne

a†aφν = νφν . (140)

Zastosowany dwukrotnie daje

a†aa†aφν = ν2φν oraz

a†aa†aφν = a†(1− a†a)aφν = a†aφν = νφν . (141)

Sta̧d ν2 = ν, czyli ν ≡ n = 0, 1. Sa̧ to liczby obsadzeń w laściwe dla
fermionów.

Operatory a i a† sa̧ operatorami anihilacji i kreacji cza̧stki, gdzyż

a†a(a†φ0) = a†(1− a†a)φ0 = a†φ0, czyli

a†φ0 = cφ1, (142)

|c|2 = (〈φ0|a†)a†|φ0〉 = 〈φ0|aa†|φ0〉 = 〈φ0|(1− a†a)|φ0〉 = 1, czyli c = 1.

oraz

a†a(aφ1) = 0, czyli

aφ1 = c′φ0, (143)

|c′|2 = (〈φ1|a)a|φ1〉 = 〈φ1|a†a|φ1〉 = 1, czyli c′ = 1.

Ostatecznie

a†φ0 = φ1,

aφ1 = φ0. (144)

Próba utworzenia drugiej cza̧stki w danym stanie lub zniszczenia cza̧stki,
której nie ma, daja̧ zero

a†φ1 = (a†)2φ0 = 0φ0 = 0,

aφ0 = a2φ1 = 0φ1 = 0. (145)
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Jeśli istnieje wiele stanów fermionu numerowanych liczbami 1, 2, ..n należy
wprowadzić operatory anihilacji aj, kreacji a†j i liczby cza̧stek nj = a†jaj
dla każdego stanu, przy czym wszystkie operatory odnosza̧ce siȩ do różnych
stanów antykomutuja̧, tzn. {aj, a†k} = δjk, {aj, ak} = 0 itd.

Stan o liczbie cza̧stek nj = 0, 1 w stanie j generuje siȩ

|n1, n2, ..., nj, ...〉 = (a†1)n1(a†2)n2 ...(a†j)
nj ...|0〉, (146)

W reprezentacji po lożeniowej stan zawieraja̧cy N bezspinowych bozonów,
przy czym nj bozonów jest w stanie w stanie ψj,

∑
j nj = N , opisany jest

funkcja̧

〈r1, r2, ..., rN |n1, n2, ...〉 = C
∑
P

ψ1(ri1)...ψ1(rin1
)ψ2(rin1+1)...ψ(rin1+n2

)...(147)

gdzie sumowanie jest po wszystkich permutacjach i1, i2, ..., iN liczb 1, 2, ...N ,
a C jest czynnikiem normalizacyjnym.

Dla N fermionów obsadzaja̧cych stany φ1, φ2, ..., φN otrzymujemy wyz-
nacznik Slatera

〈1, 2, ..., N |1, 1, ...1〉 =

C ′
∑
P

(−1)Pψ1(i1)ψ2(i2)...ψN(iN) =
1

N !
1
2

det


ψ1(1) ψ1(2) ... ψ1(N)
ψ2(1) ψ2(2) ... ψ2(N)
... ... ... ...

ψN(1) ψN(2) ... ψN(N)


(148)

gdzie (−1)P jest parzystościa̧ permutacji, a zespó l zmiennych przestrzenno-
spinowych (rj, σj) oznaczono krótko jako j.
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