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Fizyka kwantowa I

Abstract

Opracowanie niniejsze obejmuje material wykladu w trzecim semestrze
studiéw i nie wykracza w zasadzie poza ten material. Dtuzsze obliczenia
zostaly przedstawione w skrécie. Opracowanie ma charakter roboczy
i moze stuzy¢ jako uzupetienie notatek, nie moze natomiast zastapié
lektury podrecznikéw dajacej rozszerzenie informacji przedstawionych
na wykladzie.

Prezentacja nie jest zupelnie Scista z matematycznego punktu widzenia.
W szczegdélnosci nie zwraca sie uwagi na fakt, ze pojawiajace sie op-
eratory nieograniczone okre$lone sa nie na calej przestrzeni lecz na
jej gestym podzbiorze. W sposéb nieformalny rozszerzono przestrzen
funkcji catkowalnych z kwadratem przez dotaczenie funkcji normowal-
nych w sensie Diraca. Trzema gwiazdkami oznaczono formuty szczegdlnie
wazne.
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1 Wstep i elementy historii

Fizyka kwantowa jako wyktadany przedmiot ma specjalne znaczenie. Przede
wszystkim dostarcza jezyka, a wiec aparatury pojeciowej i formalizmu, ktore
beda uzywane w trakcie innych wyktadéw. Ma takze znaczenie ogélnokszalcace,
formacyjne, poniewaz zmusza do porzucenia swiatopogladu naiwnie realisty-
cznego, a wnioski teorii kwantowej musza by¢ brane pod uwage przy tworze-
niu wizji $wiata nawet na prywatny uzytek. Historie mechaniki kwantowej
uwaza sie tez za typowy przyklad powstawania nowej teorii naukowe;j.

Mechanika kwantowa zmusza do nowego rozumienia poje¢ takich jak
czastka, jej ruch, jej struktura, uklady rozseparowane, zwiazek przyczynowy
czy niezaleznos¢ przedmiotu poznania od obserwatora. W pewnych warunk-
ach nie mozna stosowa¢ logicznej zasady wylaczonego $rodka (zachodzi ”a”
lub "nie a”).

Jakosciowo nowe elementy to:
1. Opis probabilistyczny, tzn. typowa odpowiedz na pytanie, czy wielkosé
fizyczna dla danego ukladu przyjmuje warto$é z przedziatu (a,b), brzmi:
"tak” z prawdopodobienstwem p i "nie” z prawdopodobienstwem 1—p. Praw-
dopodobienstwa dodaja sie z mozliwoscia interferenc;ji;
2. Komplementarnosé¢, tzn. okreslajac pewne wielkosci charakteryzujace
uktad musimy zrezygnowac z okreslenia pewnych innych wielkosci;
3. Kwantyzacja wielkosci fizycznych jako regula, tzn. jesli wielko$¢ fizyczna
moze przyjmowacé wartosci a i b, to moze nie by¢ mozliwe, by przyjmowala
dowolna wartos¢ rzeczywista z przedziatu (a, b);
4. Istnienie wielkosci fizycznych nie majacych klasycznego odpowiednika, np.
spinu - momentu pedu nie zwiazanego z ruchem;
5. Nierozréznialnos¢ czastek identycznych.

Teoria kwantowa stanowi potezne narzedzie pozwalajace skutecznie przewidzie¢
wyniki pomiaréw. W warstwie jezykowej nie jest natomiast teoria skoniczona
- brak jest zaréwno pogladowego, intuicyjnego rozumienia jej pojeé¢ i praw,



jak i pelnej zgody specjalistéw co do ich interpretacji.

Skala typowych wielkosci w fizyce atomowej to:

1. rozmiary atoméw rzedu 107!° m, rozmiary jadra atomowego rzedu 1014
m;

2. masa elektronu 9.11 x 107! kg, masa protonu 1.67 x 10727 kg;

3. czasy charakterystyczne w fizyce atomowej rzedu 10716 s, w fizyce jadrowej
o kilka rzedéw krotsze;

4. momenty pedu - wielokrotnosci stalej Plancka i = 1.054 x 10734 Js;

5. predkos¢ elektronu na pierwszej orbicie (pojecia nie uzywane w nowoczes-
nej teorii) - rzedu 10° m/s;

6. energia elektronu w stanie podstawowym atomu wodoru 2.18 x 107!8
J=13.6 eV, energia spoczynkowa elektronu 0.511 MeV, energia oscylacyjna
drobiny - kilkadziesiat meV, energia rotacji drobiny - dwa rzedy mnie;j.

Pierwszy etap powstawania teorii kwantowej (pierwsze ¢wieréwiecze wieku)
polegal na prébach ratowania fizyki klasycznej przez dotaczanie sztucznych
postulatéw kwantowych (postulaty ”ad hoc”) w celu zinterpretowania poszczegélnych
doswiadczen. Najwazniejsze problemy i wydarzenia z tego okresu to:

1. Promieniowanie ciata doskonale czarnego.

Rozwazmy promieniowanie zamkniete w pudle o doskonale odbijajacych sciankach.
Uklad jest w réwnowadze i jego temperatura wynosi 7. Niech p(v) bedzie en-

ergia przypadajaca na jednostke objetosci i na jednostke czestosci v. Wykres

p(v) tworzy charakterystyczny niesymetryczny “kapelusz’. Teoria klasy-

czna odtwarza ksztalt krzywej tylko dla malych czestosci. Niech szescienne

pudlo rozciaga sie w kazdym kierunku od 0 do a. Rozwazmy najpierw fale
rozchodzaca si¢ w jednym wymiarze. Natezenie pola elektrycznego wynosi

E = Acos(kx — wt), gdzie liczba falowa k = 2% = 22 Po odbiciu od $cianki

(ze skokiem fazy o m) powstaje fala odbita E = —A cos(—kz—wt), a w wyniku

ich interferencji - fala stojaca E = 2Asin kx coswt. Na brzegach musi by¢

wezel, czyli sinka = 0, czyli k = ™27 gdzie n, = 1,2, 3... . Fali rozchodzacej
si¢ w dowolnym kierunku mozna przypisa¢ wektor falowy k = (k,, ky, k.) 1
dla kazdego z trzech kierunkéw mozna przeprowadzi¢ podobne rozumowanie.
W pudle moga si¢ wige rozchodzic fale takie, ze k, = "%, k, = %, k, = =%,
Ngy. = 1,2,3... . Na jedng dozwolong fal¢ przypada jedna komoérka w
przestrzeni wektorow falowych, o objetosci (5)3 [lo$¢ dozwolonych fal o
koncu wektora k lezacym w warstwie o promieniu k i grubosci dk wynosi

%47{;2)2}’“ = “34Z§2d” = n(v)dv; (czynnik % wystepuje, poniewaz bierzemy taki




utamek powierzchni kuli, dla ktérego wszystkie wspétrzedne sa dodatnie).
Wynik nalezy jeszcze pomnozy¢ przez 2 ze wzgledu na 2 mozliwe polaryza-
cje.
Obliczona klasycznie $rednia energia przypadajaca na jedna fale wynosi

= Jo  Eexp(-BE)dE 1

~ Jotexp(=BE)IE B

gdzie f = @%? kg jest stala Boltzmanna. Poszukiwana gestos¢ energii wynosi

I SmlkeT
(1) = ~n)E = kel

a3 3

Wielkosé ta ro$nie nieograniczenie dla duzych czestosci (katastrofa ultrafio-
letowa). Planck w 1900 roku zauwazyl, ze wynik zasadniczo si¢ zmienia, jesli
sztucznie zatozy¢ skwantowanie energii, tzn. F = nhv, gdzie h jest stala. Jej
warto$é wyznaczono potem jako h = 6.626 x 1073* Js=27h. Wtedy $rednia
energie nalezy liczy¢ inaczej

Sone o nhv exp(—pnhv)

E =
>, exp(—pnhv)
Wielkos¢ ta jest rowna
L g exp(—fnh)
Yonzo exp(—pnhv)
> d 1 hv
——1 —Bnhv) = ——1 — '
dp n,;)eXp< fnhv) ds . exp(—phr)  exp(Shr) —1
W konsekwencji
8mhy?
p(v) = (% % x).

Aexp(Bhw) — 1
Rozklad energii w zaleznosci od diugosci fali otrzymamy jako
c. dv c,c 8mhe

) 1
pA) =Pyl =0p(3)75 = 55 exp(#e) — 1’

Gdy phr << 1, exp(Shv) = 1+ Shv i otrzymamy wynik klasyczny.
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Catkowita energie na jednostke objetosci otrzymamy catkujac

o0 8mokET?
/0 Py = e

Jest to prawo Stefana-Boltzmanna. Skorzystano z faktu, ze

/00 e?de 14
o exp(z)—1 15
Maksimum funkcji p(A\) mozna obliczy¢ ktadac p/(A) = 0). Otrzymuje sie

warunek

BhcAmar = To = 4.965,

gdzie x( jest piewiastkiem réwnania 1 — exp(—x) = £. W konsekwencji
zachodzi relacja AT = 0.29 cm K. Relacja ta znana jest jako prawo
przesunie¢ Wiena. Podobnie mozna znalez¢é maksimum funkcji p(v); nalezy
ZWrdCiC uwage, 2€ Vmaz 7 5

Zdolnos¢ emisyjna, czyli moc emitowana przez jednostke powierzchni w
dowolnym kierunku przypadajaca na jednostke czestosci, wynosi R(v) =
Sp(v). Aby to uzasadni¢, rozwazmy otwér o powierzchni dS w powierzchni
zamykajacej cialo czarne. O$ z jest skierowana prosatopadle do powierzchni,
kat 6 jest katem nachylenia do osi z, a kat ¢ - katem obrotu wokédt osi z.

Rozpatrzmy element objetosci dV = r? sin 0dfd¢ wewnatrz ciala czarnego.
W kierunku powierzchni S polynie utamek energii zawartej w dV stanowiacy
o ds’

%= calej energii, gdzie dQ2%5, ca dS’ = dScosf. Stad energia o gestesci

spektralnej p(v) jaka przeptynie przez dS ww czasie dt wynosi

cdt % 2w 1 1 1
2 : L 2 _ 2
/0 r dr/o sin 9d9/0 d¢47rdS cos 9T2p(y) dScdt4p(u)

Na jednostke powierzchni w jednostce czasu przeplynie wiec energis na
jednostke czestosci §p(v)

2. Zjawisko fotoelektryczne.
Zjawisko fotoelektryczne zewnetrzne polega na wybijaniu elektrondéw z met-
alu pod wplywem promieniowania elektromagnetycznego. Energia wybitych
elektronow nie zalezy od natezenia $wiatta, zalezy natomiast, i to progowo,
od czestosci fali. Liczba fotoeletronéw jest proporcjonalna do natezenia
promieniowania. Nie obserwuje sie tez opdznienia miedzy poczatkiem naswietlania,



a obserwacja fotoelektroéw. Einstein w roku 1904 wyjasnil to zjawisko pos-
tulujac, ze energia fali elektromagnetycznej jest skwantowana: E = nhv.

Jeden kwant powoduje wybicie jednego elektronu. Energia kwantu promieniowa-
nia jest zamieniona na pokonanie pracy wyjscia W i nadanie elektronowi
energii kinetycznej

1
hv =W + §mv2(>x< * % ).

Teoria Einsteina nie pozwala okresli¢, w jakim kierunku zostana wybite elek-
trony; potrzeba do tego teorii kwantowej. Jesli dysponuje si¢ silnym laserem,
o mocy niedostepnej dla lamp w czasach Einsteina, mozna obserwowac elek-
trony uwolnione w konsekwencji zaabsorbowania wielu elektronéow naraz.

3. Cieplo wlasciwe cial statych (Einstein 1907, Debye 1914).

Wedtug teorii klasycznej ciepto wlasciwe cial stalych powinno by¢ niezalezne
od temperatury. Zgodnie z zasada ekwipartycji energii na jeden stopien swo-
body czastki swobodnej wypada energia %k’BT, dla atomu w sieci krystal-
icznej - Q%kBT, gdzie czynnik 2 pochodzi stad, ze dla oscylatora harmon-
icznego Srednia energia potencjalna jest rowna sredniej energii kinetycznej.
Tymczasem w niskich temperaturach ciepto wlasciwe zmierza do zera. Daje
sie to wyjasni¢ dzieki dodatkowemu zalozeniu, ze energia drgan atoméw w
krysztale jest skwantowana.

4. Widma atomowe (Ritz-Rydberg, 1908)

Zaobserwowano, ze atomy emituja lub absorbuja promieniowanie o $cisle
okreslonych dhugosciach (linie widmowe).

Typow doswiadczenie polega na rozszczepieniu promieniowania atoméw
za pomoca pryzmatu lub siatki dyfrakcyjnej, a nastepnie na analizie natezenia
Swiatta przez badanie kiedys$ zaczernienia kliszy fotograficznej, a pdzniej za
pomoca fotopowielczy lub kamer CCD.

Czestosci emitowanych lub absorbowanych fal dla wodoru spetniaja relacje

1 1
Vpm = Rc(ﬁ — W)(* * %),
gdzie m i n sa liczbami naturalnymi, a R = 109677.581cm ™! nazywa sie stala
Rydberga. Dowodzi to skwantowania energii atomu. Wartos¢ dozwolonych
energii atomu wodoru wynosi %th.
Linie widmowe ukiadaja sie w serie — dla emisji ciagi linii odpowiadajacych
przej$ciom z réznych pozioméw m na ustalony poziom n (n = 1 - seria



Lymana, n = 2 - seria Balmera, n = 3 - seria Paschena,...). Polozenia linii w
serii w funkcji czestosci zageszcezaja sie ze wzrostem czestosci.
Dla bardziej ztozonych atomow relacje te dadza sie uogdélnié

5 B Re B Rce
N N N NG Ik

gdzie liczby A (tzw.defekty kwantowe) sa pewnymi utamkami zaleznymi
przede wszystkim od dodatkowej liczby kwantowej [.

5. Model Bohra (1911)
Bohr zaproponowat orbitalny model atomu. Elektron porusza sie po orbicie
kolowej, tak ze sila kulombowska gra role sity dosrodkowej. Dozwolone sa
tylko takie orbity, dla ktorych orbitalny moment pedu jest wielokrotnoscia
stalej i = 7= = 1.05459 x 1073 Js,

mu? e?

o Amegr? (%),

mor = nh(x * x).

Prowadzi to do wniosku, ze dozwolone sa tylko orbity o promieniu n2a, gdzie

_ Amegh? : : :s _ etm
a = -, natomiast dozwolone poziomy energii F, = —W(* * %),
gdzie n = 1,2,3... . Elektron na orbicie nie promieniuje (niezgodnie z za-

sadami fizyki klasycznej), promieniuje tylko przeskakujac z orbity na orbite.
Model ten dobrze ttumaczy obserwacje Rydberga-Ritza. Model Bohra nic
nie méwi o energiach dodatnich, nie nadaje sie do prostego uogdlnienia dla
atomoéw wieloelektronowych.
Model kotowych orbit uogélnit Sommerfeld w latach 1915-16 dopuszczjac or-
bity eliptyczne.

6. Doswiadczenie Francka-Hertza (1913).
W do$wiadczeniu tym mierzono natezenie pradu elektrycznego przeptywajacego
przez banke z parami rteci w zaleznosci od napiecia przyspieszajacego. Dla
pewnego napiecia U (i jego wielokrotnosci) natezenie pradu spadalo. Oz-
nacza to, ze elektrony w zderzeniach z atomami traca energie (a wiec i
predkos¢) dopiero, gdy przekracza ona prog eU. Energia w atomie musi
by¢ skwantowana: atom nie moze zaabsorbowa¢ energii mniejszej niz eU.
Elektron moze w trakcie swojej drogi od katody do anody kilkakrotnie by¢
przyspieszonym do energii wiekszej niz eU i kilkakrotnie ja traci¢ w zderzeniu



z atomami. Pdzniej stwierdzono, ze energia eU potrzebna jest do przejscia
atomu rteci do drugiego stanu wzbudzonego, a przejscie do pierwszego stanu
wzbudzonego jest malo prawdopodobne z innych wzgledéw.
7. Efekt Comptona (1923).
Efekt ten polega na rozproszeniu promieniowania elektromagnetycznego na
elektronie. Fala rozproszona pod katem 6 ma dlugosé zwiekszona o A\ =
Do (1 — cos ) (s x %) (2 =0.0243 x 107'° m). Efekt ten mozna przewidzie¢
teoretycznie zakladajac, ze promieniowanie elektromagnetyczne sklada sie
z fotonéw o energii hr i pedzie h—c” Zalézmy, ze foton pada wzdluz osi x
na nieruchomy elektron. Po zderzeniu foton jest rozproszony pod katem
0 wzgledem osi x i ma czestos¢ /. Elektron, majacy poczatkowo energie
spoczynkowa mc? i zerowy ped, przejmuje ped p, ma energie F i biegnie pod
katem ¢ wzgledem osi x. 7Z powodu zachowania momentu pedu ruch jest
ptaski (w plaszczyznie zy). Zasady zachowania energii oraz obu sktadowych
pedu dajg
mc* + hvy = E + ht/,
/
hv = h—ycose + pcos ¢,
c c
/
0= hcysinﬁ — psin @,
E? = p*c + m2ch.

Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan i wprowadzajac dlugosc fali A = £

otrzymujemy cytowany wyzej wzér na przyrost dtugosci fali. Efekt jest wazny
dla fal krétkich, dla ktérych przyrost dlugosci nie jest o wiele rzedéw mniejszy
niz dhugosé.

Skuteczno$é¢ takiego opisu jest kolejnym dowodem Kkorpuskularnej natury
promieniowania elektromagnetycznego oraz kwantyzacji jego energii i pedu.
Zauwazy¢ nalezy, ze wzor powyzszy przewiduje dtugosc¢ fali rozproszonej pod
danym katem, ale nie okresla tego kata. W istocie mogze nastapic¢ rozprosze-
nie pod réznymi katami, a prawdopodobienstwa ich wystapienia pozwala
obliczy¢ teoria kwantowa.

8. Doswiadczenie Sterna-Gerlacha (1922). W doswiadczeniu tym prze-
puszczano wiazke atomow srebra przez niejednorodne pole magnetyczne.
Wiazka rozszczepita sie na dwie wiazki skladowe. Liczba tych wiazek moze
by¢ wyjasniona tylko tak, ze elektrony posiadaja spin, czyli wewnetrzny (nie



zwigzany z ruchem) moment pedu. Jest to przyklad wielkosci fizycznej nie
majacej analogii klasycznej. Problem ten bedzie oméwiony szerzej.

9. Hipoteza de Broglie’a (1923). De Broglie postulowal, aby z kazda
czastka o pedzie p zwiazaé fale o dlugosci A = %. Byt to wazny krok koncep-
cyjny w kierunku nowoczesnej teorii kwantowej opierajacej sie na pojeciu fal
materii.

10. Doswiadczenie Davisona-Germera (1927). W doswiadczeniu tym
wiazka elektronéw ulegala ugieciu na sieci krystalicznej, analogicznie do promieni
Rontgena. Réznica drég elektronéw (lub promieni) odbitych od dwéch warstw
atoméw odlegtych o d, i padajacych pod katem 6 (mierzonym wyjatkowo od
plaszczyzny krysztatu, a nie od prostopadlej) wynosi 2dsinf. W zaleznosci
od kata, a wiec od réznicy drég, obserwuje sie prazki dyfrakcyjne. Jest
to wyrazny dowod falowej natury czastek, takze tych o niezerowej masie
spoczynkowe;j.

Okoto roku 1926 dzieki pracom Heisenberga, Schrodingera, Diraca, Pauliego,
Borna, Bohra, Wignera i wielu innych stworzono nowa, kompletna, spojna
teorie.

2 Postulaty mechaniki kwantowe;j

Zasady mechaniki kwantowej mozna uja¢ w czterech postulatach. W koncowej
partii wyktadu zostana one nieco uogélnione i uzupetione piatym, dodatkowym.
Postulatow tych nie mozna wyprowadzi¢ z jakich$ naturalnych zatozen; nalezy
je przyjaé jako zgadniete i potwierdzone przez zgodnos¢ z do$wiadczeniem i
wewnetrzna spojnosc.
Postulat I: Stan czastki jest w pelni opisany funkcja falowa.
Funkcja ta oznaczana 1) = ¢ (r, t) jest zespolona funkcja rzeczywistych zmien-
nych: trzech wspéhzednych polozenia r=(x,y,z) (zamiast strzalki pogrubiona
litera) i czasu t. Symbol r oznacza dlugo$¢ wektora r, tzn. r = |r|.
Interpretacja probabilistyczna funkcji (Borna) méwi, ze |¢(r,t)|* jest
gestoscia prawdopodobienstwa znalezienia czastki w punkcie r w chwili ¢,
czyli

‘ 2

[, £)[Pd%r (+ %)
Vo

jest prawdopodobienstwem znalezienia czastki w chwili ¢ w objetosci Vy;



d®r = dxdydz. W zwiazku z tym funkcja powinna by¢ unormowana, tzn.

/7 , [(r, )P dPr = 1(x * *)
V=R

(jest to prawdopodobienistwo znalezienia czastki gdziekolwiek, czyli pewnosé).
Dalej V' bedzie oznaczaé¢ R3.
Jesli funkcja 1 nie jest unormowana, lecz jest normowalna, tzn.

[ Wt Pdr = M < o,
|4

to mozna ja unormowac, czyli przejs¢ do funkcji ¢ = M ’%zﬂ, ktora jest juz
unormowana.

Dla modeli jednowymiarowych zmienna r zastepuje po prostu x, a caltka
normalizacyjna jest jednowymiarowa (od —oo do 00).

Funkcja falowa okreslona jest z doktadnoscia do czynnika fazowego, tzn.
funkcje ¢ i explialt, gdzie a jest dowolna staly rzeczywista, opisuja ten sam
stan.

Prawdopodobienstwa otrzymania poszczegdlnych wynikow pomiarow wielkosci
fizycznych innych niz polozenie okresli postulat IT1.

Funkcje mozna mnozy¢ przez liczby zespolone i dodawaé. Zbior funkeji
falowych tworzy przestrzen wektorowa ze wzgledu na te operacje. Obowiazuje
zasada superpozycji, ktora méowi, ze jesli stan moze by¢ opisany funkcjami
¥ 1 ¢, to moze by¢ tez opisany funkcja ¥ = c19 + c2¢, gdzie c; 2 sa liczbami
zespolonymi.

Funkcje mozna mnozy¢ skalarnie. Iloczyn skalarny dwoéch funkcji ¢ oraz
¢ jest liczba

(.9) = | a1 @)o(r)(xxx),

gdzie * oznacza sprzezenie zespolone. Normalizacja oznacza wiec, ze (1,1) =

1. Dlugosé wektora ¢ jest to /(¢, ). Funkcje, ktérych iloczyn skalarny
wynosi 0, nazywamy ortogonalnymi.

Funkcje mozna rozwija¢ w bazach. Najwygodniej, gdy baza {¢,} jest
ortonormalna, tzn.(1,, V) = Ons, gdzie 6,5 =1 dlan=sid,s =0dlan #s
(0 Kroneckera). Jesli wektory bazowe 1), n=1,2,... nie sa ortogonalne, to
mozna je zortogonalizowa¢ metoda Schmidta. Polega ona na zbudowaniu
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nowej, ortogonalnej bazy {¢s}

¢1 = ¢17
n—1

¢n - ¢n - Z anj¢j7
j=1

gdzie an; = (@5, ¥n)/ (¢}, ;). Konstrukcja polega na tym, ze kazdy nastepny
wektor jest ortogonalny do skonstruowanych poprzednio.
Rozwiniecie oznacza, ze

¢ = chwn(* * *)

Dla bazy ortogonalnej oznacza to, ze ¢, sa rzutami wektora 1 na kierunki

wna Cth Cp = (wna w)(* * *)

Przyktadami baz ortogonalnych (w jednym wymiarze) sa funkcje
dn(z) = (20)7 exp[z'nlﬂ], n=0,+1+2..

(baza Fourierowska na odcinku (—I,1) ),

1 1
Pia) = gy (o — 1)
(wielomiany Legendre’a na odcinku (—1,1) ).

Pojecie ortonormalnych baz mozna uogélni¢ dla przypadku uktadow funkcji
nieprzeliczalnych (numerowanych liczbami rzeczywistymi). Sumy nalezy wt-
edy zastapi¢ catkami, a delte-Kroneckera - delta Diraca. Ta ostatnia jest
uogdlniong funkcja, taka ze (**%*)

d(z) =0,dla x#0

9(0) = oo,
ale /jo d(x)dx = 1.

Oznacza to, ze

11



Powyzsza wiasnosé przystuguje calce po dowolnym przedziale zawierajacym
zero, tzn.

[ f@stad = 1),

gdy a < 0 < b. Badajac zachowanie si¢ delty Diraca pod catka z dowolna
regularna funkcja f mozna pokazac, ze

0(F(x)) = Z]: |F’(xj|5(x —x;), gdzie F(x;)=0.
Jesli funkcje ;. stanowia baze nieprzeliczalna unormowana do delty Diraca,
to rozwiniecie w bazie ma postac

v = [ dhe(),

gdzie
o= | o).

Przyktadem bazy nieprzeliczalnej (w jednym wymiarze) jest zbiér funkeji

op(z) = (27) 72 exp(ikz),

tzn.
1 o]
(6 1) = 5= /_Oo expli(k — K)alde = 6(k — K).

Rozwiniecie w tej bazie nazywa sie transformata Fouriera

Y(x) = (2#)_% /O:O dkg(k) exp(ikx)(x * x),

gdzie .
g(k) = (2m)~% [ "~ dwexp(—ika)(a)( %)

Postulat II: Wielkosci fizyczne sa w mechanice kwantowej reprezentowane
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przez pewne operatory (hermitowskie, posiadajace bazowe uklady funkcji
wlasnych).

Operator A jest to "przepis” pozwalajacy kazdej funkcji przyporzadkowaé
pewna funkcje,tzn. dla kazdej funkcji ¢ istnieje dokladnie jedna funkcja ¢ =
A(Y) = Avy; (w pewnych sytuacjach wystarczy, ze okreslone jest dzialanie
operatora nie na wszystkie funkcje, lecz na funkcje z pewnego zbioru gestego).

Wspéhrzednym (z, y, z) polozenia odpowiadaja operatory (Z, ¢, Z) mnozenia

przez odpowiednia wspoélrzedna, tzn.

T = wp,  itd. (% * )
Sktadowym pedu (p,, py, p.) odpowiadaja operatory rézniczkowe (ps, py, D)

L L0y
Dat) = zhax

,dtd. (% x)

Zachowane sa klasyczne zwiazki miedzy wielkosciami, np.

- operator momentu pedu L =t x p, czyli L, = gp, — 2p,(* * *), (mozna
przestawié¢ cyklicznie indeksy);

. A2 A2 a2
- operator kwadratu momentu pedu L? = L, + L, + L, (**);

- operator energii kinetycznej 7' = ﬁ(plf +p,° +p.%) = —%VQ(***);
- operator energii potencjalnej V' = V/(t), czyli mnozenie przez funkcje
V)

-operator energii catkowitej (operator Hamiltona, hamiltonian) H=T+V =
—%VQ + V(% % %).

(dalej "daszek” bedzie czasem opuszczany).

Wszystkie te operatory sa liniowe, tzn. dla dowolnych funkcji v i ¢ oraz
dla dowolnych liczb zespolonych A i p

AN + pg) = ANAY + p1Ag.

Operatory mozna dodawaé, mnozy¢ przez liczbe oraz mnozyé przez siebie
(sktadac), z czego zrobiono juz uzytek konstruujac powyzsze przyktady. Ogdlnie
mozna napisa¢ dla dowolnych 1 i dowolnych liczb zespolonych A

C=A+ B, tzn. Cp = A + By

C = MA, tzn. Cp = \(AY)

C = AB, tzn. Cip = A(Bv)
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Na ogdét wynik dziatania iloczynu zalezy od kolejnosci, tzn. AB # BA.
Wprowadza sie obiekt zwany komutatorem

[A,B] = AB — BA.

Zachodza relacje
[A, B+ C]=[A,B]+[A,C],

[A, BC] = BIAS,C] + [A, B]C.

Mowi sie, ze operatory komutuja, jesli ich komutator jest réwny zeru. Przez

bezposrednie obliczenia mozna pokazaé, ze

[, 9] = 0 i analogicznie dla innych wspélrzednych,

[Pz, Py] = 0 1 analogicznie dla innych skladowych pedu,

(&, ps] = iR (**¥),

[z, p,] = 0 1 analogicznie dla innych skladowych,

Lz, Ly

(L., L% = 0 i analogicznie dla innych sktadowych,

e, T] = 0, [Ly,T] = 0, [L2,T] = 0, [#,V] = 0 i analogicznie dla innych

sktadowych,

[L,, V] =[L%, V] =0 dla V=V(r) (potencjaly sferycznie symetryczne).
Wprowadza sie operacje hermitowskiego sprzezenia operatoréw: A' jest

operatorem hermitowsko sprzezonym do A, jesli dla dowolnych i ¢ (1, Ap) =

(At @), tzn.

| = ihL. (mozma przestawi¢ cyklicznie indeksy),

[ diretag = [ ar(atyye.
v v
Mozna pokazaé korzystajac z definicji, ze
(A+ B)t = AT+ BT (MA)T = \*AT, (AB)" = BTAT.
Jedli A = AT, to operator nazywamy hermitowskim lub samosprzezonym.
Wymienione wyzej operatory wielkosci fizycznych sa samosprzezone. Samo-
sprzezonosé dla pedu pokazuje sie wykonujac calkowanie przez czesci i ko-
rzystajac ze faktu, ze normowalna funkcja musi zmierzac¢ do zera, gdy ktéras
ze wspotrzednych zmierza do 4oo.

Rownanie wlasne operatora jest to rownanie

Aty = apthy (% % x).

Liczbe «, nazywamy wartoscia wlasna operatora A, funkcje v, - nalezaca
do niej funkcja wlasna. Jesli istnieja rézne funkcje wlasne (tzn. réznigce
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sie wiecej niz o staly czynnik) to taka wartosé¢ wltasna nazywamy zdegen-
erowana, a ilos¢ niezaleznych funkcji wlasnych do tej samej wartosci wtasnej
- krotnoscia degeneracji. Oplaca si¢ wtedy zmieni¢ notacje

Awns = O‘n¢ns(* * *)7

gdzie pierwszy wskaznik numeruje warto$ci wlasne, a drugi funkcje wlasne
nalezace do tej samej wartosci wlasnej.

Jesli wartosci wlasne tworza zbidr nieprzeliczalny, to funkcje witasne sa
normowalne do delty Diraca i trzeba je indeksowaé liczbami rzeczywistymi «

Aty = athy,.

Mozna dowiesé, ze wartosci wlasne operatora hermitowskiego sa rzeczywiste,
a funkcje wilasne nalezace do réznych wartosci wlasnych sa ortogonalne.
Wezmy

(’gbn, A¢s) = O‘s(djna 1/]8)

rownoczesnie powyzsze wyrazenie jest rowne
(A¢na 7wbs) = (Oénwm ws) = &;(wnv ws)

A Wi(?C (Oé;); - &s)(¢n>ws) = 0.

Wstawiajac kolejnon = sin # s otrzymujemy dowdd obu czesci twierdzenia.
Dla funkcji wlasnych nalezacych do tej samej wartosci wlasnej ortogonalnosé
nie musi zachodzi¢; mozna je tak wybra¢ (stosujac metode Schmidta), aby
tworzyly baze ortonormalna.

Postulat I1I: Dozwolonymi wynikami pomiaréw wielkosci fizycznej A moga
by¢ tylko wartosci wlasne reprezentujacego ja operatora. Niech uklad fizy-
czny (czastka) opisany jest aktualnie pewna funkcja ¢. Funkcje te mozna
roztozy¢ w bazie funkcji wltasnych operatora A, tzn. ¢ = >, ¢, 1, gdzie
A, = apth,. Liczby |c,|? sa prawdopodobieristwami otrzymania w wyniku
pomiaru poszczegdlnych wartosci oy, (* * ).

Jest to kluczowy postulat wiazacy formalizm z doswiadczeniem. Jego

trescia jest powszechne prawo kwantyzacji i powszechna probabilistyczna in-
terpetacja teorii kwantowej.

15



Jesli warto$ciami wlasnymi sa wszystkie liczby rzeczywiste z calej proste;j
rzeczywistej (lub jej czesci), to wielko$é fizyczna nie jest skwantowana. Wt-
edy postulat nalezy nieco zmodyfikowa¢. Rozklad w bazie ma postac

U() = [ dacatalr)(x %),

a |cq|? jest gestodcia prawdopodobienstwa dla wynikéw pomiaru, tzn.

a2
/ docq|?
Qg

jest prawdopodobienstwem, ze wynik pomiaru znajdzie sie¢ w przedziale (aq, ap) (*
W wyniku pomiaru, gdy realizuje sie jedna z wielu potencjalnych mozliwosci
i otrzymujemy w wyniku liczbe np. «y, ukiad przechodzi natychmiast do
odpowiedniego stanu wiasnego 1. Wynik nastepnego pomiaru wykonanego
natychmiast po poprzednim jest juz przesadzony i wynosi «;.
Zmajomo$c¢ rozktadu prawdopodobienstwa jest ideatem, ale czesto charak-
teryzuje sie go czesciowo podajac warto$¢ Srednia i wariancje. Wartosci
srednie dla przypadkéw dyskretnego i ciagtego wynosza

A= Zan|cn|2(* * %)
lub o
Z:/ dafeaPa(x * *).

W obu przypadkach mozna napisac
A= / dProp* A (x * %),
1%

Rownowaznos¢ obu powyzszych wzoréw mozna wykaza¢ podstawiajac do
drugiego rozwiniecia funkcji ©» w bazie i korzystajac z réwnania wlasnego i
ortonormalnosci funkcji wtasnych.

Wariancja rozkladu jest to z definicji
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Srednie odchylenie kwadratowe jest pierwiastkiem z wariancji

Zerowa wariancja oznacza brak rozrzutu, czyli pewnosé otrzymania okreslonego
wyniku pomiaru

W(A) = (¢, [A— A*Y) = ([A - Ay, [A - AJy).

Jest to kwadrat dtugosci wektora [A— AJt). Jest ona rowna zeru wtedy i tylko
wtedy, gdy wektor ten jest zerowy, tzn. At = Av. Innymi stowami oznacza
to, ze w rozwinieciu na funkcje wlasne tylko jeden wyraz jest niezerowy (¢, =
1), a inne ¢, sie zeruja (dla n # m).

Waznym przyktadem jest paczka (funkcja) gaussowska

(z —a)?

b(x) = (2m) HoF exp[ -

+ ikz].
Wartoséé $rednia polozenia wynosi
00 _ 2
T = /_OO(QW)’%U’1 exp[—(xQUj)]xd:v =a,

a wariancja

W(z) = /°° 2m) b0 expl— TV )4 — )2y = 02,

oo 202

Mozna takze obliczy¢ analitycznie rozktad pedow. Funkcje wiasne pedu
¥,(z) spelniaja réwnanie

L d
iy () = Py ()
Réwnanie to daje sie rozwiazaé przez rozdzielenie zmiennych i funkcja po
unormowaniu do delty Diraca ma postac¢
px
Pp(x) = (27Th)_% exp(%)(* * k).
Amplituda rozktadu pedéw ma postac

—1ipT

o) = [ da(2mn)d exp(—b(a)

17



Jest to z dokladnoscia do wyboru jednostek transformata Fouriera
Dla paczki gaussowskiej po obliczeniu calki (na podstawie tablic) otrzy-
muje sie
—(p — hk)?
2(55)?

20

)~ exp] )
czyli otrzymujemy rozktad Gaussa z centrum w hk i o szerokosci % W sposéb
konieczny precyzyjnej znajomosci polozenia (mala warto$¢ o) odpowiada
nieprecyzyjna znajomosé¢ pedu (duza wartosé %) i odwrotnie.

Na mozliwosé réwnoczesnego pomiaru dwu wielkosci fizycznych A i B
istnieje ograniczenie: zasada nieoznaczonosci (nieokreslonosci, niepewnosci)
Heisenberga. Moéwi ona, ze

WA (B) > 1106, 14, BIO)(x + ).

Dowéd opiera sie na nieréwnosci Schwarza

(6, 0) 00 x) = (&, )

Nieréwno$¢ te otrzymuje sie korzystajcac z tego, ze (¢ + Ax, ¢+ Ax) > 0 dla
dowolnych funkcji ¢ i x oraz liczby A = —(x, ¢)/(x, x). W nieréwnosci tej
nalezy podstawi¢ ¢ = (A — A)y oraz x = (B — B).
W(AW(B) = (¢, [A — AP)(¥, [B - B]*y) =
([A— A, [A=A]Y) ([B = Bly,[B ~ Bly) = [([A— Ay, [B - BlY)]* =
(¥, [A—A][B - Bly)|* =

1 2
110,14, B,

gdzie skorzystano z faktu, ze pierwszy z iloczynéw skalarnych wewnatrz
wartoéci bezwzglednej jest liczba rzeczywista, drugi - urojona, ze wartosé
bezwzgledna z liczby zesplonej jest nie mniejsza od wartosci bezwzglednej jej
czesci urojonej oraz ze operator w drugim iloczynie skalarnym jest po prostu
komutatorem.
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Dla polozenia i pedu otrzymujemy w szczegdlnosci [x,p,] = ih i dalej
W(z)W(p) > %2, albo, po wzieciu pierwiastka, AxAp, > % Widaé, ze dla
funkeji Gaussowskiej realizuje sie¢ réwnosc¢.

Jesli [A, B] = 0, to nie ma ograniczen na dokladno$¢ jednoczesnego po-
miaru, tzn. mozna tak przygotowaé¢ uklad, ze wynik pomiaru obu wielkosci
bedzie przesadzony. Inaczej mozna powiedzie¢, ze komutujace operatory
maja wspolny bazowy uktad funkecji whasnych.

Istnieje takze zasada nieoznaczonosci dla czasu i energii
AFEAt > h.

Nie moze ona jednak by¢ uwazana za szczegdlny przyklad relacji przytoczonej
wyzej, gdyz czas nie jest tu wielkoscia fizyczna: nie ma operatora czasu. Sens
tej zasady jest taki, ze przy dwu kolejnych pomiarach energii wykonanych w
bardzo krétkim odstepie czasu At mozna dosta¢ wyniki rézniace sie o AFE.
Przy energii spoczynkowej elektronu mc? = 0.511 MeV oznacza to mozliwoéé
pojawiania sie par elektron-pozytron zyjacych krécej niz 1072 s.

Postulat IV: Ewolucja uktadu kwantowego (czastki), gdy nie dokonuje sie
pomiaru, jest opisana réwnaniem Schrodingera zaleznym od czasu:
O
th— = Hip(x x %),
= Hy(xx )
gdzie H jest operatorem energii. Jest to fundamentalne réwnanie mechaniki
kwantowej. Dla czastki o masie m w polu o potencjale V(r) ma wiec postaé

o) —h?
ihaw(r, t) = %v%(r, t) + V(e )ah(r, 1) (x * ).

Mozna pokazaé, ze przy sensownych zalozeniach dotyczacych potencjatu V,
rownanie posiada jednoznaczne rozwiazanie dla okreslonych warunkéw poczatkowych
U(r,t =0) = f(r).

Wazna klase rozwigzan tworza rozwiazania stacjonarne, istniejace, gdy
potencjal V' = V(r), tzn. nie zalezy od czasu. Wtedy rozwiazania mozna
szuka¢ w postaci iloczynu funkcji zaleznej tylko od zmiennych przestrzennych
i funkcji zaleznej tylko od czasu

U(r,t) = o(r)x(1).
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Po podstawieniu do réwnania Schrédingera otrzymuje sig

inom) X0 — @) o),
czyli
1 dx(t) 1

T = e

Lewa strona powyzszego réwnania zalezy tylko od czasu, prawa tylko od
zmiennych przestrzennych (tu korzysta sie z zalozenia o niezaleznosci hamil-
tonianu od czasu). Oznacza to, ze obie strony musza by¢ rowna stalej E,,.
Rozwiazanie réwnania dla x daje

X(1) = xalt) = exp(— ),

natomiast ¢ = ¢, musi spelnia¢ réwnanie wlasne dla H, zwane réwnaniem
Schrodingera niezaleznym od czasu

H¢n = n¢na

gdzie wprowadzono indeks n numerujacy rozwiazania witasne. Dla ciaglego
widma wartosci wiasnych energii nalezy ten indeks zastapi¢ ciaglym indeksem
E.

Rozwiazania stacjonarne opisuja uklady nie zmieniajace si¢ w czasie,
tzn. takie ze wyniki wszystkich mozliwych pomiaréw nie zaleza od czasu.
Rzeczywiscie, staly czynnik fazowy x(t), przy czym |x(t)| = 1, nie zmieni
wartosci bezwzglednych wspoétczynnikéw rozwinienia w zadnej bazie. Uktad
wlozony w stan stacjonarny ”zyje” w nim dowolnie dlugo i zawsze ”wyglada”
tak samo.

Rozwiazania niestacjonarne 1 (r,t) moga zawsze by¢ przedstawione jako
superpozycje (paczki) rozwigzan stacjonarnych, tzn.

0, 1) = 3 eadnle) exp(— ),

lub, dla widma ciaglego

wlr.t) = [ dBepop(r) esp(~'2),
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gdzie zachodzi Ho,, = E,¢, lub Hpp = Eo¢g.

Z réwnania Schrodingera mozna otrzymac tzw. rownanie ciaglosci. Jesli
wprowadzi¢ gestosé prawdopodobienstwa p(r,t) = ¥*(r,t)y(r,t), obliczy¢
pochodna tego iloczynu wzgledem czasu i skorzystaé z réwnania Schrodingera
dla funkcji v oraz z réwnania sprzezonego do niego dla funkcji ¢* otrzymuje

sie
Ip(r,t)

ot
gdzie j jest wektorem gestosci pradu

+ Vij(r,t) =0,

(1, 0) = ST — (V)]

Jesli rownanie to scatkowac po dowolnej objetosci Vj i zamieni¢ catke objetosciowa
z Vj na calke powierzchniowa z j po powierzchni zamknietej 3, otaczajacej
obszar Vj, otrzymuje sie

d
S pdr=—4¢ jdo.
dt/’vop " 20.] 7

Sens tej rownosci jest taki, ze zmiana prawdopodobienistwa znalezienia czastki

w objetosci Vi moze nastapi¢ tylko w wyniku przeptywu czastki przez powierzchnie.

Wektor gestosci pradu wyznacza wiec prawdopodobienstwo przeptywu czastki

przez jednostke powierzchni na jednostke czasu, prostopadle do powierzchni.
Wazne jest takze wyznaczenie, jak zmienia sie w czasie warto$¢ srednia

dowolnej wielkosci fizycznej A, tzn. obliczenie

i d o
%A_%W’AW_(W

dyp,

1 1 1
(o H, AY) + (Y, A H) = — (4, [A, Hy).

To czy wielkos¢ fizyczna jest zachowana, zalezy wiec od tego, czy jej operator
komutuje z hamiltonianem.
W szczegdlnosei dla A = &1 A = p, mamy relacje komutacji [z, H| = %p}c

oraz [p,, V] = —ih3~ i w konsekwencji
d_ 1 __
= 5
dt m?
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d_ oV

a’* T " or
Relacje powyzsze stanowia tre$¢ twierdzenia Ehrenfesta, ktore mowi, ze réwnania
kwantowe dla srednich sa analogonami réwnan klasycznych. Rzeczywidcie,
pierwsze z nich przypomina zwiazek miedzy pedem i predkoscia, a drugie -
réwnanie Newtona ruchu: %pm =F, = —%—Z.

Roéwnanie ciaglo$ci i twierdzenie Ehrenfesta uprawomocniaja interpre-
tacje czastki jako rozmytej struktury, w pewnym sensie ”chmury”, gestej tam,
gdzie jest duze prawdopodobienstwo znalezienia czastki, a rozrzedzonej tam,
gdzie to prawdopodobienstwo jest mate. Srodek chmury porusza si¢ ruchem
analogicznym do ruchu czastki klasycznej. Analogia nie jest pelna, gdyz w
ogolnosci 8});(;:) 8%@; tak jest np. dla czastki swobodnej i dla oscylatora
harmonicznego. Analogia psuje sie tez dla czastki stabo zlokalizowanej, gdy
na przyklad chmura sklada sie z dwu czesci: wtedy $rodek chmury ($rednie
polozenie) moze wypadaé¢ zupehie gdzie indziej niz jej najgestsze miejsce (na-
jbardziej prawdopodobne miejsce znalezienia czgstki). Sama chmura zmienia
w czasie ksztalt, zachowujac sie podobnie do klasycznego pltynu. Pomiar

powoduje natychmiastowa zmiane ksztaltu chmury.

3 Czastka swobodna

Dla czastki swobodnej w jednym wymiarze hamiltonian ma prosta postac

—h? d?

= om dz?

H

Hamiltonian ten komutuje z operatorem pedu —ih%. Funkcje wlasne pedu
do wartosci wlasnej p maja postac
_1 1px
Yp(x) = (27h) "2 exp(ﬁ)
i sa takze funkcjami wlasnymi energii do wartosci wlasnej E, = %. Stany
stacjonarne opisane sa wiec funkcjami falowymi
pT —1Et
(27h) 7 exp(©-) exp(—).
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Funkcje te, normowalne do delty Diraca, opisuja sytuacje idealna, gdy
znamy dokladnie ped czastki p (i jej energie E,) i nie posiadamy zadnej
informacji o jej potozeniu. W praktyce mamy zawsze do czynienia z paczkami

falowymi
o0 Bt
9(p)y(x) exp(—fhp )dp .

¢(l‘, t) = /_

Jesli g(p) znika poza przedzialem (py — Ap, po+ Ap) i jest na tym odcinku
funkcja stala oraz dodatkowo zrobi sie¢ przyblizenie

p? dE,

1
Ep= g~ Epy+ pm oo (P — P0) = %[pg + 2po(p — po)l,

mozna catke wykona¢ analitycznie. Kwadrat wartosci bezwzglednej funkcji
jest z doktadnoscia do stalego czynnika rowny

sin2 (:va;it)Ap
(z—vgt)? ’
h2

gdzie vy = dd% pmpg = o Maksimum paczki porusza si¢ wigc ruchem jednos-
tajnym z predkoscia v, zwana predkoscia grupowa, sama paczka nie zmienia
ksztaltu.

Scis}y rachunek, mozliwy na przyktad dla paczki gaussowskiej, pokazuje,
ze réwniez ksztalt paczki si¢ zmienia.

Niech funkcja w chwili t=0 ma postaé

Mozna ja rozlozy¢ na funkcje wlasne pedu

@) = [ g)y(e)

(por.przyktad w dyskusji Postulatu IIT). Wtedy w dowolnej chwili czasu

00 —1Et
(2, t) =/_ dpg(p)tp(x) exp(—=).
Po wykonaniu obliczen (za pomoca tablic) otrzymujemy gestosé prawdopodobienistwa
znalezienia czastki w postaci réwniez funkcji gaussowskiej

x — a — DEt)2
( w))

Ve, B = (2m) ()™ expl - o
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gdzie o(t)* = o2+ 4?572"52. Maksimum przesuwa si¢ wiec ruchem jednostajnym
0

z predkoscia %, a szerokosé¢ paczki o(t) wzrasta.

W przypadku tréjwymiarowym uogolnienie jest nastepujace. Operator
energii kinetycznej (i catkowitej) ma postaé

_fiv2_

2m

H—

Operator ten komutuje z wszystkimi trzema sktadowymi pedu. Wspdlne
funkcje witasne tych czterech operatorow maja postaé

Vp(r) = ¥y, (z)wpy(y)qﬁpz (2) =

7 3 7
(27‘('71)7% exp[ﬁ(pmx + pyy + p.2)| = (27h) > exp(ﬁpr).

Rozwiazania stacjonarne maja postac
0
() exp(— 1 B

. 2
gdzie By = 2= = -L(p2 + p2 + p2).

2m
Paczka falowa ma postac

i

= Ept).

U(r,t) = [ d*p g(p)p(r) exp(—

4 Prostokatne studnie i bariery potencjatu

Rozwazmy jednowymiarowy problem, w ktérym energia potencjalna jest
funkcja odcinkami staty

V(z)=Vi, dlax <0,

V(z) =V, dla0<zx<a,
V(z)=Vs, dla x> a.

Oznacza to, ze klasyczna sila F = —% jest rowna zeru we wszystkich
punktach z wyjatkiem z = 0 i x = a. W tych dwdéch punktach sila jest
nieskoriczona, ale poniewaz dziala tylko w punkcie (albo inaczej przez nieskoniczenie
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krétki czas), moze spowodowaé skonczony przekaz pedu. Czastka w tych
punktach doznaje nieskoniczenie silnego i nieskonczenie krotkiego pchniecia.
Jesli pchnigcie jest w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu, to z klasy-
cznego punktu widzenia albo jest ono dos¢ silne, aby czastke zawrdcié (i
wtedy mamy z pewnoscia odbicie) albo nie jest dosé silne (i wtedy czastka z
pewnoscia kontynuuje ruch ze zmniejszona predkoscia).

W podejsciu kwantowym naley rozwigza¢ rownanie Schrodingera

—n? a2
2m da?

() + V(@) (z) = E¢(z).

Niech indeksy 1,2,3 odnosza sie odpowiednio do obszréw 1 (z < 0), 2 (0 <
r <a)i3 (z>a). Wkazdym obszarze funkcja falowa spelia réwnanie

—h* 2
%W%(x) + Vivs(z) = Ev;(),
gdzie j = 1,2,3. Ogdlne rozwigzanie ma postac

Y; = Ajexp(ikjx) + B; exp(—ik;x),

gdzie k; = | 2. Stale A; i B; nalezy okresli¢ dopasowujac rozwiazania
do warunkow brzegowych. Funkcja i jej pierwsza pochodna powinny by¢
ciggte (dla nieskoniczonego skoku potencjalu mozna wymusié tylko ciagtosé
funkcji). Dla punktéw zszycia funkcji, tzn. x = 01 z = a otrzymuje sig

2m(E-V;) 11
T]

Ay + By = Ay + By,

ikl(Al — Bl> = ZkQ(AQ - B2)7
Ay explikqa) + By exp(—ikqa) = Asexp(iksa) + Bsexp(—iksa),
ik?gAQ exp(ikga) — ikQBQ exp(—ikga) = ik3A3 exp(ik:ga) — Z'k?3B3 exp(—ikg,a).

Studnia nazywa sie uktad taki, ze Vo < Vi, Vo < V5. Czastka jest
wewnatrz studni, gdy £ < Vi, E < V3, E > V,. Wtedy k| = iq oraz k3 =
iqs sa liczbami urojonymi. W funkcji ¢y pojawia sie wyraz A exp(—q1z),
ktorego warto$¢ bezwzgledna zmierza do oo dla x — —oo. Podobnie dla
13 warto$¢ bezwzgledna wyrazu Bsexp(gsz) zmierza do oo dla z — oo.
Funkcja moze opisywa¢ czastke, tzn. by¢ normowalna w sensie Kroneckera
lub Diraca, tylko gdy te dwa wyrazy usuniemy biorac A; = B3 = 0. Zostaje
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nam uklad czterech réwnan liniowych, jednorodnych. Ma on rozwiazania
niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy zeruje sie wyznacznik uktadu.

By, = Ay + Bs,

—i/ﬁBl = Z]{ZQ(AQ — Bg),
Ay exp(ikqa) + By exp(—ikqa) = Asexp(iksa),
ikQAg exp(ikQa) — iszQ exp(—ikQ(z) = ?;k'3A3 exp(ikga).

Jest to wlasciwie skomplikowane réwnanie na energie E, od ktorej zaleza
k1 23. Rozwiazania réwnania Schrodingera istnieja wige tylko dla pewnych
energii: jest kwantyzacja energii. W skoniczonych studniach istnieje skonczona
ilo$¢ rozwiazan, a wiec i dozwolonych pozioméw energii. Moze si¢ zdarzy¢,
ze dozwolonych pozioméw w ogdle brak. Dla studni symetrycznej (tzn. gdy
Vi = V3) zawsze istnieje przynajmniej jeden poziom. Funkcja falowa jest
rozna od zera w obszarach 11 3 - maleje tam wykladniczo przy oddalaniu
sie od studni. Istnieje skonczone prawdodobienstwo znalezienia czastki w
tych obszarach, niedostepnych klasycznie (energia catkowita bytaby wieksza
od potencjalnej).

Bariera potencjalu jest zasadniczo uktad, w ktorym V) < Vo, V3 < Vs, En-
ergia czastki £ > V;, E > V3. Rozwaza si¢ zaréwno przypadek E < V5 (bari-
era klasycznie nieprzepuszczalna) jak i E > V, (klasycznie przepuszczalna).
Ten ostatni przypadek obejmuje rowniez sytuacje, gdy wystepuje uktad po-
tencjalow typowy dla studni, lecz czastka jest nad nia. Funkcje w ob-
szarach 1 i 3 sa teraz oscylujace, nie ma powodu odrzucaé¢ jakichkolwiek
wyrazéw ze wzgledu na normalizacje funkcji. Nalezy natomiast zinterpre-
towaé poszczegélne wyrazy. Latwo obliczy¢, ze z fala postaci Cexp(ikx)
wiaze sie gestos¢ pradu

hik
—I|C".
m

Jesli Zrodlo czastek znajduje sie z lewej strony bariery czyli w obszarze
1, to fali Ajexp(ikiz) odpowiada gestosé pradu ja, = %|A1|2; jest to
wartos¢ dodatnia (czastki poruszaja sie¢ w dodatnim kierunku osi z) i fale
mozna nazwaé padajaca. Fali Bjexp(—ikiz) odpowiada ujemna gesto$é
pradu jp, = —™L|B,|? - jest to fala odbita. Fala Ajsexp(iksz) o dodatniej
gestosci pradu ja, = 3]A45)? jest fala przepuszczona. Fala Bjexp(—iksz)
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jest fala biegnaca ku barierze z lewej strony; tam nie ma zrddla, a fala nie
miala sie od czego odbi¢: nie powinno jej by¢, czyli B3 = 0. Do rozwiazania
pozostaja wiec cztery rownania liniowe jednorodne z piecioma niewiadomymi.
Maja one zawsze rozwiazania niezerowe, nie ma wie kwantyzacji. Istnieje
jednoparametrowa rodzina rozwiazan, za parametr mozna przyjac¢ jedna z
niewiadomych, np.A;, ktora mozna wyznaczy¢ normalizujac cata funkcje do
delty Diraca.
Liczba ,
R=|22
JA

jest prawdopodobienstwem odbicia, natomiast

T =4
JA
jest prawdopodobienstwem przepuszczenia.

Teoria gwarantuje zachowanie prawdopodobienstwa, tzn. R+T = 1. Na
ogot 0 < R, T < 1, a wiec mamy niezerowe prawdopodobienstwo przejscia
w sytuacji, gdy klasycznie jest to niemozliwe (efekt tunelowy), oraz nieze-
rowe prawdopodobienstwo odbicia, gdy klasycznie z pewnoscia nastapitoby
przejscie.

5 Oscylator harmoniczny

Jednowymiarowy oscylator harmoniczny jest to czastka w polu o energii

potencjalnej V(z) = %ka, gdzie k jest stala sprezystosci. Klasycznie jest

opisany przez rownanie Newtona

d?x v

dr_
mda:2 dx ot

ktérego rozwiazaniem ogdélnym jest funkcja x(t) = A cos(wt + ¢), gdzie w? =
%, natomiast A oraz ¢ sa stalymi wyznaczanymi z warunkéw poczatkowych.

W $wiecie kwantowym oscylatorem ze wzgledu na ruch jader jest na
przyktad drobina dwuatomowa. Bardziej skomplikowane drobiny lub dr-
gajaca sie¢ krysztalu mozna uwazac¢ za zespoly oscylatoréw harmonicznych
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(przyblizenie matych drgan). Kwantowy oscylator harmoniczny jest opisany
rownaniem Schrodingera
n® d? 1
o dp2 () + §k$2¢($) = Ep(x) ().
Po przejéciu do jednostek bezwymiarowych x = ay, gdzie a? = h(km)’%
otrzymuje sie

1 d? 1
Y (y) + §y2d)(y) = €9(y),
gdzie e = £, ¢(y) = ¢(az). Réwnanie to mozna rozwiaza¢ metoda wielo-

mianéw. Mozna sprawdzié, ze dla duzych |y| " prawie” dobrym rozwigzaniem
jest funkcja exp(—%yz). Szukamy $cistego rozwiazania w postaci f(y) exp(—%yQ),
a funkcje f(y) przedstawiamy w postaci szeregu f(y) = 352, a;y’ s, przy
czym s jest takie, ze ag # 0. Po podstawieniu do réwnania otrzymujemy
rownosé tozsamosciowa szeregdéw, co moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy za-
chodzi réwno$¢ wspotezynnikéw przy wszystkich potegach zmiennej y. Otrzy-
muje sie wtedy
s(s —1)ag =0,

awiec s =0 1lub s =1,
(s + 1)sa; =0,

(J+s+2)F+s+Daje =120 +5) — 2¢ + 1]a;.
2

7, ostatniego wzoru wynika, ze dla duzych j stosunek a;—“ ~ =
J

zachowanie jak dla funkcji exp(y?) i takie rozwiazania nalezy odrzucié. Je-
dyna mozliwoscia jest urwanie szeregu, tzn. dla pewnego j* musi zachodzi¢
2(7*+s) —2e+1=0. W ten sposéb przerwiemy podszereg o parzystch j.
Podszereg o nieparzystych j musimy zlikwidowaé przyjmujac a; = 0; znikaja
wtedy wszystkie jego wyrazy. Wprowadzajac liczbe kwantowa n = j* + s
mozemy zauwazy¢, ze n = 0,1,2,3,4...., a energia jest skwantowana, tzn.
_ 1
€E=n+g3,a

To jest

1
E=FE,=hvw(n+ 5)(* ).

Odstepy miedzy sasiednimi poziomami energii sa wiec rowne i wynosza hw.
Energia poziomu podstawowego wynosi %hw, nie jest wiec rowna zeru.
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Funkcja falowa f(y) jest wiec wielomianem. Pokazuje sie, ze po unor-
mowaniu funkcje falowe maja postac

6(y) = Ouly) = 7 H(2"nl) " EH(y) exp(— 137),

gdzie H,(y) sa wielomianami Hermite’a

n

Hy(y) = (=1)" eXp(yQ)dT/n exp(—y°).

Unormowana funkcja i, (z) = a’%gbn(g).

Wielomian o indeksie n jest stopnia n. Wielomiany stopnia parzystego
sa funkcjami parzystymi, a stopnia nieparzystego - nieparzystymi. Maja one
rzeczywiste pierwiastki. Wielomiany te maja szereg specyficznych wiasnosci
zebranych w tablicach funkcji specjalnych.

Mozna zaobserwowac, ze dla matych n otrzymamy najwieksze prawdopodobienstwo
znalezienia czastki w poblizu minimum potencjalu (z = 0), a dla duzych n
- w poblizu klasycznych punktéw zwrotu (tzn. takich w ktérych cata en-
ergia kinetyczna zostala zamieniona na potencjalna). Wedhig klasycznych
praw ruchu czastka przebywa najdluzej w okolicy punktéw zwrotu, bo tam
ma najmniejsza predkosé. Mamy tu przyklad zasady korespondencji, ktéra
stwierdza, ze dla duzych wartosci liczb kwantowych zachowania ukladéw
kwantowych przypominaja zachowania ich klasycznych analogonéw.

Oscylator harmoniczny mozna inaczej opisa¢ uzywajac operatoréw anihi-
lacji a i kreacji af, gdzie ;

1
a=2""2 (y + dy)’
P V)
a' =272( dy)'
Komutator tych operatoréw wynosi [a, a'] = 1. Hamiltonian daje si¢ zapisa¢
jako

1
H = hw(a'a + 5).
Niech ¢, beda funkcjami wlasnymi operatora a'a.

alag, = vo,.
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Rozpatrujac wyrazenia a'aag, oraz a'aa'®, i korzystajac z relacji komutacji
dochodzi sie do wniosku, ze a¢, jest funkcja wlasna operatora a'a do wartodci
wlasnej v — 1, a a'¢, - do wartosci wlasnej v + 1. Z normalizacji funkeji ¢,
otrzymuje sie

a¢u = \/;¢V717
GT¢V = Vv + 1¢V+1'

Stosujac wielokrotnie operator a mozna by skonstruowaé stan o dowolnie

malej energii - nie istnialby wiec stan podstawowy, co jest sprzeczne z doswiadczeniem.
To rekurencyjne postepowanie moze by¢ przerwane, jesli zaltozy¢, ze dla stanu
podstawowego a¢y = 0 (wtedy nie da si¢ utworzy¢ ¢_,. Wartosci wlasne op-

eratora a'a sa wiec réwne v =n =0,1,2,3, .... Réwnanie

1 d
apy =272(y + @)¢o =0

daje rozwiazanie unormowane

) 1
doly) =73 exp(—§y2)-

Funkcje wyzszych stanéw mozna otrzymac przez wielokrotne zastosowanie

operatora al
1 1

(n+1)%2€

To prowadzi do funkcji opisanych wyzej.

d
¢n+1 = (y+ @)¢n

6 Teoria momentu pedu

Moment pedu L jest tréjka operatoréw (L., Ly, L,) spelniajacych reguly ko-
mutacji [L,, L,] = ihL, (i relacje otrzymane przez cykliczne przestawienie
indekséw). Réwniez [Ly, ., L?] = 0. Mozna wigc tak przygotowaé uktad
(czastke), aby wynik pomiaru L, i L? byt przewidywalny z pewnodcia, tzn.
istnieja wspdlne funkcje wlasne tych operatoréw

Lsz\u = hQ}‘Q’@D)\u;
sz)\u = h:uw)\u-
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Role pojedynczego indeksu n w ogdélnych wzorach gra para A, p.
Wprowadza si¢ operatory Ly = L, +iL,; zachodzi Ll = L. Latwo pokazac,
ze spemiaja one relacje komutacji [Ly,L?] = 0 oraz [Ly,L.] = Fhl..
Badanie elementéw macierzowych

(w/\’u’a [Lia LQM’M)
oraz
(s [Lay La)ag)
prowadzi do relacji
(npr, Lethng) (N = X%) = 0
oraz
(Yxprs Letha) (0 = p ¥ 1) = 0.

Oznacza to, ze element macierzowy (¢, Li1)y,) zeruje sie, jesli A # X' lub
p' # p £ 1. Funkcje L1y, mozna rozwinaé w bazie

Loithye = > v (W, Leda,),

N

ale z powodu zerowania si¢ elementéw macierzowych kazda z tych sum re-
dukuje sie do pojedynczego wyrazu.

Liw)\u = C,\iuw)\uila

gdzie
Oi:u = (¢Aﬂi17 L:tqvb)\u)-

State C’fu mozna wyznaczy¢ badajac element macierzowy

(au, L Lx1byy).

Z jednej strony jest on rowny |C’f\FM|2, a z drugiej, poniewaz
Lily=L2+L)+hl,=L%—L:—hL,,

jest on rowny
RN — i % ).

Liw)\,u = h\/ A2 — :u(/JJ + 1)¢Aui1-
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Wydaje sig, ze stosujac wielokrotnie operatory L4 mozna zbudowaé stany
odpowiadajace momentowi pedu o okreslonej dlugosci i dowolnie duzym lub
dowolnie malym rzucie. Tej absurdalnej mozliwo$ci mozna uniknac¢ tylko
wtedy, gdy rekurencja zostanie przerwana, tzn. istnieja p1 = fimnin, Oraz
Mo = [hmaz, takie ze

N — (= 1) =0,
N — pia(pag + 1) = 05

dodatkowo od wartosci minimalnej do wartosci maksymalnej mozna przejsé
k skokami o 1, tzn. pus = py + k, k=0,1,2,3,... . Stad

No= (= 1) = (u + k) +k+ 1),

DO |

a stad pup = —% oraz iy = g Oznaczamy | = <, oraz zmieniamy indeksacje

(Ap) na lm.
Ostatecznie mozna napisac

L2 = R4 1) (* % %),
szlm = hm?ﬂm(* * *)a

=0, ;, 1, 2,2....(* * %),
m=—l,—l+1,—-1+2,.... =100k % %),

Dla okreslonej wartosci liczby [ mamy wiec 2] + 1 dozwolonych wartosci
liczby m. Sa to relacje stuszne dla kazdego momentu pedu (orbitalny mo-
ment pedu jednej czastki, wypadkowy orbitalny moment pedu wielu czastek,
wewnetrzne momenty pedu (spiny), catkowity moment pedu). Korzystano
jedynie z regut komutacji i samosprzezonosci operatoréw. Dalej okaze sig,
ze dla momentéw pedu posiadajacych odpowiednik klasyczny (ruch czegos
wokot czegos) realizuja sie tylko catkowite wartosci liczby [; wartosci potéwkowe
odpowiadaja nieklasycznym momentom pedu: spinom.

Pogladowy obraz kwantowego momentu pedu musi z natury rzeczy by¢
utomny. Pewne cechy oddaje wlasciwie model wektora wykonujacego ruch
precesyjny dookota osi z. Dlugosé wektora wynosi hy/I(l 4+ 1), a jego rzut
hm. Tworzaca jest nachylona do osi z pod skwantowanym katem «, takim

Ze Cos o = l?;+1)° Sktadowe L, i L, nie sa okreslone w modelu klasycznym,

bo si¢ zmieniaja w czasie, a w modelu kwantowym z powodéw zasadniczych.

32



Te ogdlne relacje mozna zastosowaé w szczegolnosci dla orbitalnego mo-
mentu pedu jednej czastki r x p. W tym celu operatory momentu pedu
nalezy przedstawi¢ we wspolrzednych sferycznch

x = rsinf cos ¢,
y = rsinfsin ¢,
2z =rcosf.
Relacje odwrotne maja postac
r=(a2+y®+ 222,

z
0 = arccos ,

(22 + 12 + 22)2

¢ = arctgg.
x

Wyrazajac pochodne kartezjanskie przez pochodne wzgledem wspélrzednych
sferycznych wg. zasady

o _wo w0 w0
or  Oxdr 0xd0  Ox 0

itd., a nastepnie podstawiajac do definicji momentu pedu otrzymuje sie

L, = —ih(—sin ¢886 — ctgf cos ¢aa¢),
L, = —ih(cos (baae — ctgfsin ¢88¢),
L - _mafb,

L, =—ih exp(ms)(z';g - ctge(%),
L= —ihexp(—iqﬁ)(—iaae - ctge%).
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Przy okazji otrzymaé¢ mozna wazne relacje

9?1
sing 00 90 sin? 0 0¢2"’

, 10 ,0 A
= ——71‘—+ —.
r2or oOr r?
Funkcje wlasne operatoréw L? i L, sa funkcjami katéw 0, ¢. Mozna sprébowaé
kazda z nich przedstawi¢ jako iloczyn czesci zaleznej od 0 i czesci zaleznej od

¢

L? = —I°A° = —R?|

¢lm(07 925) = ®lm<9)q)m(¢)7

(taka zaleznosé od indekséw zostanie potwiedzona dalej). Podstawienie takie;
funkcji do réwnania wtasnego dla L, prowadzi do rownania na funkcje &
h d O(¢p) = hmd
—ih— = hmo,
dg
gdzie skorzystano, ze L, nie dziala na funkcje ©,,(0) i przez te ostatnig
podzielono obie strony. Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja

®(¢) = exp(img).

Poniewaz po obrocie o 27 funkcja przestrzenna nie powinna zmienic¢ wartosci,
tzn. explim(¢ + 27)] = exp(im¢), m musi byé liczba calkowita: m =
0,+1,+2.... Tak samo liczba [ musi by¢ catkowita (m zmienia sie od —[ do
[. Calkowitos¢ liczb kwantowych [ i m musi zachodzi¢ dla kazdego orbital-
nego (tzn. zwiazanego z ruchem) momentu pedu; potéwkowe liczby [ i m
przystuguja pewnym momentom pedu nie majacym klasycznego odpowied-
nika (spinom).

Najtatwiej wyznaczyé¢ funkcje ©(6) dla minimalnej wartosci m = —I.
Wtedy
L,@l,l exp(—il¢) = 0,
czyli
—(z2 +ct 9£>@ exp(—ilp) =0
89 g a¢ -1 p -
i dalej
do,_
dé L= lctgho,_ .
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Latwo zgadnaé¢ rozwiazanie ostatniego rownania
0(f) = Csin' 0,

gdzie C jest stalta normalizacyjna (2rC? [ sin®**10d0 = 47 C? 212451';" =1).
Funkcje dla wiekszych m mozna otrzymaé dziatajac Wlelokrotnle operatorem
L

1 —1i
Lithy, =
1L+ 1) — m(m + 1) VI +1) —m(m +1)

m=—l,—l+1,-l+2,...,01—1.
Wiszystkie te funkcje maja posta¢ wielomianu od zmiennej cos § pomnozonego
przez sin f w jakiejs$ potedze i przez czynnik exp(ime@). Funkcje ¥y, (0, ¢) po

unormowaniu sg standardowo oznaczane symbolem Y,,,(0, ¢) i nazywaja sie
funkcjami sferycznymi lub kulistymi. Ogélna ich postaé jest

(2l4jr<1z)f |;n||?;|)!léa'm'<cos ) exp(img),

wlm—&—l -

YZm(‘ga (b) = 6[

gdzie P/"(z) = (1 — 2?)% =3 ddm‘ Pi(x), nazywaja si¢ stowarzyszonymi funkc-

jami Legendre’a; Pi(z) = 51 dd;l (22 —1)! sa wielomiamani Legendre’a, a ¢ = 1
dlam <0ie=(—1)"dlam > 0. Przy inwersji uktadu wspélrzednych, tzn.
zamianie r na —r, nastepuje zamiana - 7 — 60 i ¢ — ¢ + w. Funkcje Y},
o parzystej liczbie [ nie zmieniaja si¢, natomiast te o nieparzystej liczbie [

zmieniaja znak. Parzysto$¢ wynosi wiec (—1).

7 Atom wodoru

Najprostszy model atomu wodoru uwzglednia punktowe jadro umieszczone w

poczatku uktadu i elektron jako kwantowa czastke o wspéhrzednej r poruszajaca

sie w przestrzeni. Oddzialywanie miedzy elektronem i jadrem jest kulom-
bowskie. Niech tadunek jadra wynosi Ze, tzn. rozwazamy tez przy okazji
jednoelektronowe jony dodatnie. Masa elektronu wynosi m = 9.109 x 1073
kg, a tadunek e = 1.602 x 10! C. Hamiltonian ukladu ma postaé

h? Ze?

H=-—V*-
2m 4megr

(5 * *)

Y
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gdzie jak zwykle r = |r|, a potencjal kulombowski napisano w jednostkach
miedzynarodowych.

Uproszczenia modelu polegaja na:
1. nieuwzglednieniu ruchu jadra - ponizsze wyniki mozna poprawi¢ za-

mieniajac masg jadra na tzw. masg zredukowana p = ;"5 gdzie m; jest
J

masa jadra;

2. nieuwzglednienie oddzialywan magnetycznych zwiazanych z istnieniem
wewnetrznych momentow magnetycznych elektronu i jadra;

3. nieuwzglednienie relatywistycznego przyrostu masy;

4. nieuwzglednienie kwantowej istoty oddzialywan elektromagnetycznych,
jaka jest ustawiczna emisja i absorpcja wirtualnych fotonéw oraz modyfikacja
pola kulombowskiego w wyniku polaryzacji prézni.

O roli tych efektéw bedzie jeszcze mowa dalej.

Hamiltonian komutuje ze wszystkimi sktadowymi momentu pedu i z jego
kwadratem (operator energii kinetycznej zawsze komutuje z momentem pedu,
operator energii potencjalnej - dzieki jego sferycznej symetrii). Mozna wiec
zmierzy¢ réwnoczesnie energie, kwadrat momentu pedu i jego rzut na os z,
czyli znalez¢ wspolne funkcje whasne tych trzech operatoréw.

We wspotrzednych sferycznych hamiltonian ma postaé

10,0 N Ze

H = | -

_%[7‘2 87"T or

20 Ameor

Operator —h%A? jest operatorem kwadratu momentu pedu. Widaé jeszcze
raz spelnienie regut komutacji: cze$¢ hamiltonianu zalezna od katéw stanowi
L?, ktéry komutuje z soba i z L,. Wspdlnych funkeji wlasnych mozna szukaé
w postaci

¢(Ta 0) ¢) = Rnl<r)yim(07 ¢)a

dalej okaze sie, ze funkcja R powinna mie¢ wiasnie te indeksy. Funkcje te
nalezy wstawi¢ do réwnania, podziala¢ operatorem L? na funkcje kulista,
a potem przez te funkcje skrécié. Dodatkowo nalezy podstawié¢ R,,; = @
(to ostatnie podstawienie ma charakter pomocniczny i indeksy funkeji beda

chwilowo opuszczone). Po tych operacjach otrzymuje sie

CREaF R+, Ze
2m dr? 2mr? 4dmegr

f=FEf.
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. - sy , . . reoh2
Mozna przejsé¢ do wspotrzednych bezwymiarowych r = ap, gdzie a = % =

0.529x1071% m jest promieniem pierwszej dozwolonej orbity w modelu Bohra.

Roéwnanie w nowej zmiennej ma postaé¢ (podstawiono F(p) = f(ap), € =
Eme)
1d*F  1(1+1) Z
—— + F — —F =¢F.
2 dp? 2p? p

Dla duzych p rozwiazanie rownania powinno si¢ zachowywac¢ jak rozwiazanie
rownania
F" — k*F =0,

gdzie € = —%. Oznacza to, ze dla energii ujemnych « > 0 i funkcja F
zachowuje sie dla duzych p jak exp(—xr).
Dla p — 0 i [ # 0 rozwiazania zachowuja sie jak rozwiazania rownania

1d*F  1(l+1)

—= F=0.
2 dp? - 2p?

Rozwiazania ostatniego réwnania maja postaé F = p!*! lub p~!, przy czym

te ostatnie odrzucamy, bo prowadza do nienormowalnych rozwiazan.
Dla | = 0 otrzymujemy w przyblizeniu réwnanie
1 Z
——F'"— —F =0,
2 P
ktorego rozwiazaniem w przyblizeniu jest F' =~ p. Ostatecznie sprobujmy
poszukacé Scistego rozwiazania w postaci

Flp) = p* exp(—rp) 3 g0,

j=0
przy czym ay # 0. Podstawienie takiej postaci rozwiazania do réwnania,
uporzadkowanie i poréwnanie wspolczynnikéw przy tych samych potegach
zmiennej p prowadzi to relacji
26(j +1+1)—2Z2
Clj+1 = — - aj.
GHI+2)G+1+1) = 1(1+1)

Dla duzych j oznacza to, ze

Q41 2K
Y

(Zj ]
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Jest to zachowanie typowe dla funkcji exp(2kp), tzn. nasze rozwiazanie
zmierza do nieskonczonosci dla duzych p, nawet po uwzglednieniu czynnika
exp(—kp). Szereg powyzszy musi wiec sie urywaé, tzn. dla pewnego j*

26(5"+1+1) =22,

75 =0,1,2,... Wprowadzmy oznaczenie n = j*+[+1, czylin = {+1,[+2, .....

Wtedy k = %, czyli € = —% i otrzymujemy kwantyzacje energii
Z%et 1
E=F, = ccem (s * ).

a 1672630 2n2

Jest to ten sam wynik, jak dla energii w modelu Bohra.
Biorac liczbe n za zmieniajaca si¢ niezaleznie mozna napisac, zen = 1,2, 3, ...
Wtedy liczba | = 0,1,2,....n — 1. Liczba m = —I,—l+ 1,...,1 — 1,1. Dla
ustalonego n liczba standéw o energii E,, czyli krotno$¢ degeneracji, wynosi
SrL20+ 1) = n?

Po wykonaniu obliczen i unormowaniu funkcje radialne R,,; maja postaé

Rutr) = Nt o0} expl 0] 12520,
gdzie "
Llsﬁ(if) = %Ls(x)v
nazywaja sie stowarzyszonymi wielomianami Laguerre’a, Lg(x) = exp(x) dci; z® exp(—x)

sa wielomianami Laguerre’a, a

3
2

2Z s (n—1-1)!
E) [Qn(n+l)!3

Nn = _( ]%

Funkcja radialna R,,; jest wiec iloczynem wielomianu i funkeji wyktadniczo
malejacej. Ma n — [ — 1 weztéw, czyli miejsc zerowych (nie liczac poczatku
uktadu). Maksima radialnej funkcji rozktadu prawdopodobienstwa r2R?, dla
[ =n—1wypadaja wr = nQ%, czyli tam, gdzie potklasyczne orbity Bohra.
Dla mniejszych [ jest wiecej maksimow i nie wypadaja dokladnie tam, gdzie
orbity Bohra. Zalezno$¢ rozktadu gestosci chmury elektronowej od kierunkéw
tkwi w funkcjach kulistych. Poniewaz |Y,,(0 ¢)| nie zalezy of ¢, chmura ma
symetrie cylindryczna (obrotowa) wokét osi z. Dla [ = 0 funkcja nie zalezy
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od kata 6 i chmura ma symetrie kulista (izotropowy rozklad gestosci). Dla
[ =11m = %1 funkcja Y4, jest proporcjonalna do sin € - najwieksze praw-
dopodobienstwo znalezienia elektronu jest w okolicy # = 0 ("réwnik” kuli);
analogicznie dla [ = 1 i m = 0 Y}, jest proporcjonalna do cosf i maksy-
malne prawdopodobienstwo znalezienia elektronu jest w okolicy ”biegunéw”
kuli (# =016 = 7). Ze wzrostem [ ksztalt chmury staje si¢ coraz bardziej
skomplikowany.

Dla energii dodatnich nie ma konieczno$ci przerwania szeregu: k jest wt-
edy wielkoscig urojona i funkcja exp(kp) jest funkcja oscylujaca. Nie ma wiec
kwantyzacji. Funkcje falowe, normowalne do delty Diraca, opisuja elektron
po jonizacji atomu (fala padajaca i rozproszona).

Funkcje stanow stacjonarnych opisuja chmury elektronowe o ksztalcie
niezaleznym od czasu. Mozna rozwaza¢ paczki falowe, czyli superpozy-
cje stanéw stacjonarnych. W szczegdlnosci od niedawna istnieja techniczne
mozliwosci wprowadzenia atomu wodoru w stan, ktérego funkcja falowa jest
superpozycja stanéw o duzych n (rzedu kilkudziesieciu). Ruch takiej paczki
moze przypomina¢ ruch klasycznego elektronu w modelu Bohra; centrum
chmury wykonuje ruch orbitalny, a sama chmura na zmiane rozmywa si¢ i z
powrotem zbiera.

8 Uogdlnienie dla wielu czastek

Przedstawiony wyzej formalizm daje sie tatwo uogélni¢ dla N czastek. Funkcja
falowa musi zaleze¢ od wszystkich wspétrzednych wszystkich czastek, czyli

’QZJ = ¢(r1,r2, ...I'N,t),

przy czym r; = (z;,Y;,%;). Jest wiec funkcja 3N zmiennych przestrzennych
oraz czasu. Interpretacja probabilistyczna jest teraz taka, ze

"l/}(rla ry,..I'y, t)|2

jest gestoscia rozkladu potozen w przestrzeni 3N wymiarowej, tzn.
|1/J<I‘1, Iro,...I'y, t) ’2d3T1d37’2...d3TN

jest prawdopodobienstwem ze:
pierwsza wspélrzedna pierwszej czastki lezy w przedziale (xy, z1 + dxy),
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druga wspétrzedna pierwszej czastki lezy w przedziale (y1,y1 + dyy),
trzecia wspohrzedna pierwszej czastki lezy w przedziale (21, 21 + dz1),
pierwsza wspélrzedna drugiej czastki lezy w przedziale (xq, zo + dxs),
druga wspoétrzedna drugiej czastki lezy w przedziale (yo, y2 + dys),

trzecia wspohrzedna N-tej czastki lezy w przedziale (zy, zy + dzy).

Warunek normalizacji wymaga catkowania po wszystkich wspdlrzednych
wszystkich czastek po calym zakresie zmiennosci (we wspohrzednych kartezjanskich
od —oo do o), czyli po przestrzeni VY = R3N.

/N |th(ry, ro, ...rN,,t)\2d3r1d3r2...d37’N =1.
1%

loczyn skalarny dwoch funkeji v i ¢ jest tez zdefniowany jako catka po calej
przestrzeni 3 N-wymiarowej

(w, ¢) = /VN d37"1d37“2...d37"]\777[1*(1‘1, ro, ...FN)¢<P1, Iy, ...I'N).

Zasady konstrukcji operatoréw sa rowniez podobne, z tym ze trzeba
rozroznia¢ indeksami wspotrzedne poszezgdlnych czastek i zaznaczaé wzgledem
wspotrzednych ktorej czastki rozniczkujemy, tzn. energia kinetyczna j-tej
czastki jest reprezentowana przez operator 7= V2, gdzie V; = (2,2 .2

5 J P p P 2m; ]7g J BZj’ayj’azj .
Na przykiad Hamiltonian atomu helu, przy pominieciu ruchu jadra i odd-
zialywan relatywistycznych, ma postaé

o h? o2 R, 22 2¢? e?
= V-

2 - ‘l‘
2m 2m 47T€0T1 471'607"2 471'60‘['1 — 1'2‘ ’

gdzie ry i ry sa wektorami polozenia obu elektronéw wzgledem jadra potozonego

w poczatku ukladu.

Operatory odnoszace si¢ do réznych czastek komutuja, w szczegélnosci (7, py, | =
Wszystkie zasadnicze twierdzenia przedstawione dla jednej czastki po-

zostaja w mocy, jesli postuzyé sie zmodyfikowanymi iloczynami skalarnymi.
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9 Formalizm macierzowy

Jesli znamy funkcje v opisujaca uklad i wybierzemy dowolnas ortonormalna
baze 1, to mozemy rozwinac¢ funkcje 1) w tej bazie

Y= chwn

Mozna powiedzie¢, ze znajomo$¢ funkeji ¢ jest réwnowazna znajomosci ciagu
liczb zespolonych ¢, i ze stan ukladu jest jednoznacznie wyznaczony przez
liczby ¢,, ktére ustawiamy w wektor (skonczenie lub nieskoriczenie wymi-
arowy)

(&1

(&)

Cn

Dodawanie wektorow i ich mnozenie przez liczbe zespolona A przenosi si¢
na dodawanie wspotrzednych wektorow i ich mnozenie przez A. Niech ¢ =

> Cnny & = >, bptby. Niech x = +¢. Wtedy x = X, (¢, + b, )0, 1 funkcja
X = X, an¥, jest reprezentowana przez wektor a, taki ze a, = ¢, + b,.
Podobnie funkcja A\ jest reprezentowana przez wektor o wspolrzednych Ac,.
lloczyn skalarny (1, ¢) przyjmuje postaé

n k n,k n

dzieki ortonormalnosci bazy. Sume iloczynéw "po skladowych” mozna za-
pisa¢ macierzowo

by
by

b
Wektor sprzezony do kolumny jest wierszem (czyli jest transponowany) i jest

dodatkowo sprzezony w sposob zespolony.
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Operatory sa reprezentowane przez macierze kwadratowe (skonczenie lub
nieskoriczenie wymiarowe). Niech funkcje ¢ i ¢ sa zwiazane relacja ¢ = A,

tzn.
n k

Jesli wzia¢ iloczyn skalarny obu stron tej réwnosci z funkcja 14 otrzymujemy

(wsa Z ann) = (iﬂs, A Z bkwk)

i dalej
Cs = Z(%; A¢k)bk = ZAskbk.
k

k

Macierz reprezentujaca operator A jest wiec tablica liczb zespolonych Ay =
(15, Atbg). Ostatnig relacje mozna napisa¢ macierzowo

C1 AH A12 Aln b1
Co AQl A22 cee Agn cee bg
Cn Anl An2 cee Ann cee bn

[loczyn operatorow jest reprezentowany przez iloczyn macierzy. Rozwazmy

(AB)ns = (¥, ABYy). Roztézmy wektor By, w bazie {1);}. Otrzymamy

quz)s - Zﬂ)j(d)j’ B¢s)

i dalej
(AB)ns = (¢na AB¢5) = (¢nv AZ¢](¢]7 B¢s)) = Z(@Zjna A%‘)(%‘) B¢s) = ZAnij :

J J
Operator sprzezony po hermitowsku ma te wlasnosé, ze
Ailk = (wnaAka) = (A¢n>wk) = (wkaAwn)* = Aznv

jest wiec reprezentowany macierza operatora A dodatkowo transponowana i
sprzezona w sposob zespolony. Dla operatora samosprzezonego taczne zas-
tosowanie transpozycji i sprzezenia zespolonego nie zmienia macierzy.
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W bazie swoich funkcji wlasnych operator jest reprezentowany przez macierz
Ap = (U, Athg) = (U, cithy) = apdnk, a wiec przez macierz diagonalng,
ktora ma wartosci wlasne na gtéwnej przekatnej.

Rozwiazanie réwnania wtasnego Ay = o sprowadza sie do problemu
algebraicznego
Z Ajrcr = ac;
k

lub

Z[Ajk‘ — &5jk]ck = 0.
k

Réwnanie to ma rozwiazania niezerowe, gdy zeruje sie wyznacznik macierzy
uktadu

AH — A12 Aln
AQl A22 - ... Agn
det =0.
Anl An2 Ann —

Przy zmianie bazy ulegaja zmianie zaréwno wektory stanu jak i operatory.
Niech ¢,, stanowia nowa baza ortonormalna. Nowe wektory bazowe daja sie
oczywiscie wyrazi¢ przez stare

(bn = Z Unsws-

Poniewaz obie bazy sa ortonormalne, mozna napisaé

6mn - (Qbm) gbn) = (Z Umk’@bka Z Uns¢s) = Z U;kUns<¢ka ws) -
k s ks

S U UnsOrs = > UniUf = (UUT) o,
k

ks

czyli UUT = I albo U = U~!. Taka macierz U nazywa si¢ unitarna. Wektor
1 jest okreslony w bazie 1, przez wspolczynniki ¢, tzn. ¢ = ", ¢,¥,. Dalej
mozna napisaé

77/} = ch Z(U_l)ns¢s = ZZ U;ncn¢s = ZC;¢5-

S S
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W nowej bazie funkcja 1) jest wiec reprezentowana przez wektor ¢, gdzie
c=%,Uc,.

Ta sama macierz U stuzy do transformacji operatorow. Mozna napisaé

o= (O Ad) = (3 Upithi, A Uppthy) =
k s

Z k; ms wkaAws Z ]gqus[]*Jr (U*AU*T)

10 Spin

Spin czastki jest jej wewnetrznym momentem pedu, czyli nie jest zwiazany
z jej ruchem woko6t punktu ani z ruchem jej czesci skladowych. Nie po-
trafimy go zinterpretowac¢ klasycznie. W zwiazku z tym nie potrafimy tez
opisa¢ go funkcja zalezna od zmiennych potozeniowych ani wyrazi¢ opera-
toréw tego momentu pedu przez wspéhrzedne lub pochodne. Spin mozna
natomiast wygodnie opisa¢ w formalizmie macierzowym.

Istnienie spinu zapostulowano dla wyjasnienia rozszczepienia linii wid-
mowych (struktura subtelna) oraz szczeg6téw ich rozszczepienia w polu mag-
netycznym (anomalny efekt Zeeemana). Potwierdzone zostalo w stawnym
do$wiadczeniu Sterna-Gerlacha. Wiazke atomow srebra przepuszczano przez
silnie niejednorodne pole magnetyczne, ktére spowodowalo rozszczepienie
wiazki na dwie wiazki sktadowe.

Elementarnym ukladem oddzialujacym z polem magnetycznym jest dipolowy
moment magnetyczny, ktéry mozna sobie wyobraza¢ jako ptaska ramke z
pradem. Wielkos¢ tego momentu p = |p| jest iloczynem natezenia pradu I i
pola powierzchni ramki S. Wektor p jest skierowany prostopadle do ramki.
Dla pradu dodatnich tadunkéw ma ten sam zwrot co ich moment pedu. W
jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B sity dzialajace na ramke sie
znosza, pozostaje niezerowy moment sit obracajacy ramke N = p x B. W
polu niejednorodnym oprécz momentu obracajacego pozostaje wypadkowa
sita F = (uV)B. Ta wiasnie sita musi powodowaé rozszczepienie wiazki.
Moment magnetyczny jest proporcjonalny do momentu pedu. Wezmy model
atomu Bohra. Mozna powiedzie¢, ze elektron obiegajacy jadro po okregu o
promieniu r z predkoscia v i okresem T = Qvﬂ tworzy prad o natgzeniu =%.
Moment magnetyczny wynosi p = 1.5 = 527 5 L. Czastka natadowana
i majaca pewien moment pedu ma tez pewien moment magnetyczny.
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Zachowanie atomu srebra jest determinowane przez wiasnosci jednego
elektronu (najbardziej zewnetrznego. Istnienie dwéch wiazek oznacza istnie-
nie dwéch dozwolonych wartosci momentu magnetycznego elektronu i tylu
samo wartosci jego momentu pedu. Orbitalny moment pedu o caltkowitych
liczbach [ i m posiada dla okreslonego [ nieparzysta ilos¢ 2/ + 1 dozwolonych
wartosci m. Na podstawie doswiadczenia mozna podejrzewaé istnienie mo-
mentu pedu o liczbie [, oznaczanej tu symbolem s = [ = % Dozwolone
wartosci rzutu momentu pedu wynosza mgh, gdzie mg; = :I:%. Okazuje sie,
ze dla spinu elektronu czynnik proporcjonalno$ci miedzy momentem pedu s
1 momentem magnetycznym p, rézni si¢ o czynnik 2 od analogicznego czyn-

—2e

nika dla orbitalnego momentu pedu, tzn. p, = S==°s.

Funkcje spinowe dla elektronu sa wiec dwusktadnikowymi kolumnami

¢::<g>(**@.

Operatory spinu - macierze 2 x 2 - sa dane jako

(V1 880150 ) = B (Y1, V100) = B S

13 3
W%W §+¢%m’> - h\/22 —m/(m’ + 1), (wéw ¢%m’+1) - h\/4 —m/(m/ + 1) 81,
2 13 o 3 oW
(djém’ S—w%m’> =h 55 -m (TTL - 1>(¢%m7w%m’—1) =h Z -—m (m - 1)5m,m’—17

gdzie m,m’ = i% i wprowadzono oznaczenie 6,, ,y = 1 dlam =m’, §,p s =0
dlam #m/, m,m' + % W macierzowej postaci oznacza to

. 0 1 R 00 R h{1 0
s+:h<0 O)’ 3:h<1 0), szz2<0 _1>.

1/~

. oA A A N ~ coA ~ .
Poniewaz 8+ = 5, £18,, to 8, = 5(8; +5_) i 5, = 5:(5; — 5_) i otrzymu-

jemy ostatecznie operatory

. hfo01 . hf0 —i . h({1 0 e x)
=5 10 ) %~ 3\ i o0 ) 730 -1 '

Trzy ostatnie macierze (bez czynnika %) znane sa jako macierze Pauliego

04,0y, 0. Oczywiscie macierze spinowe 3, §, i 5, spelniaja reguly komutacji
typowe dla momentu pedu [$,, §,] = ihs, itd.
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Czastki takie jak proton, neutron, miony, neutrina, kwarki (i ich an-
tyczastki) maja réwniez spin % i sa opisywane w sposéb taki sam jak elek-
tron. Istnieja czastki o spinie catkowitym (rozmaite mezony, foton, bozony
posrednie W i Z9), a takze czastki o spinie % i wigkszym. Ogolnie funkcje
spinowe czastek o spinie s sa kolumnami o 2s 4+ 1 sktadnikach, operatory
spinu sa natomiast macierzami (2s + 1) x (2s + 1).

Wektory wlasne operatora S, otrzymamy rozwiazujac rownanie

(0 5) () -2(5)

to znaczy a = Aa, b = —\b, a wiec albo a # 0, A =11b =0, albo a = 0,
A = —11ib # 0. Poniewaz wektory maja by¢ unormowane, czyli |a|?+|b|*> = 1,

maja one postacé
1 0
X% - 0 5 Xfé - 1 .

Moga oczywiscie by¢ pomnozone przez dowolny czynnik zespolony o jednos-
tkowej wartosci bezwzgledne;j.

Rozpatrzmy operator rzutu spinu elektronu na dowolny kierunek okreslony
przez wektor jednostkowy n = (sinf cos ¢, sin dsin ¢, cos ). Operator ten
S$n = nS ma postac

5 [sin 6 cos ¢po,+sin 6 sin ¢po,+cos o, =

h cos 6 sin 6 exp(—i@)
2 \ sinfexp(io) —cos @ '

Roéwnanie wlasne dla tego operatora ma postac

h cos 0 sin 0 exp(—i¢) a _ﬁ)\ a
2 \ sinfexp(i¢) —cosf b)) 2 b |’

Ten ukiad réwnan ma rozwiazania niezerowe, gdy wyznacznik macierzy
ukladu sie zeruje, co zachodzi gdy A = +1, czyli dozwolone wartosci rzutu
spinu na dowolny kierunek wynosza j:% Wektory wilasne odpowiadajace
odpowiednio wartosciom wiasnym % 5 maja postac
( cos & exp(—ig) ) ( — sin & exp(—i¢) ) .

0 6
S1n 9 COS 9

i —
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Wygodnie tu zilustrowaé¢ podstawowa wiasnos¢ uktadow kwantowych opisanych
przez superpozycje stanéow. Niech spin jest w stanie opisanym wektorem

(3) (o) (Y)

Mozna tak wybraé czynnik fazowy, aby b bylo rzeczywiste, dodatnie.
Oznacza to, ze przy pomiarze rzutu spinu na o$ z otrzymamy g 7 praw-
dopodobieristwem |a|? i —g 7z prawdopodobienstwem |b|?. Nie oznacza to
jednak, ze w wiazce sa dwa rodzaje czastek! Istnieje bowiem taki kierunek
0

okreslony przez katy ¢ i ¢ (takie ze b = sin 3, a = cos g exp(—i¢)), ze wynik

pomiaru rzutu spinu na ten kierunek da z pewnoscia g

11 Dodawanie momentéw pedu

Dane sa dwa operatory momentu pedu Ly = (L1, L1y, L1,) i Ly = (Lag, Loy, Lo.).
Moga to by¢ dwa orbitalne momenty pedu opisane operatorami zaleznymi od
katéw lub dwa spiny opisane macierzami lub jeden orbitalny moment pedu i
jeden spin.

Dla kazdego z nich spelnione sa relacje komutacji typowe dla momentéw
pedu. Kazda ze skltadowych L; komutuje z kazda ze sktadowych Ly. Mozna
skonstruowa¢ operator wypadkowego momentu pedu L = L; + Lo. Reguly
komutacji dla wypadkowego momentu pedu sa takie jak dla wszystkich mo-
mentow pedu

[an Ly] - [le+L2xa L1y+L2y] - [Llacy Lly]+[L2x7 L2y] - ZhL1z+ZhL2z - ZhLz

Niech sktadowe momenty pedu opisane sa liczbami kwantowymi [, m; i
ly, my. Wypadkowy moment pedu opisany jest liczbami kwantowymi [, m,
tak ze jego kwadrat wynosi A*l(l + 1), jego rzut na o$ z jest réwny hm, a
m=—l,—l+1,..1L

Kluczowa jest obserwacja, ze operator L? nie komutuje z Ly, i z Lo.,
cho¢ komutuje z ich suma. Moza zmierzy¢ jednocze$nie wielkosci fizyczne
L2, Ly., L% Ly, bo kazdy z tych operatoréw komutuje z kazdym, a wigc
mozna znalez¢ wspolne funkcje wlasne tych operatorow. Druga taka rodzine
komutujacych operatoréw tworza L%, L3, L? L,. Funkcje wlasne pierwszej
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rodziny sa po prostu iloczynami funkcji opisujacych sktadowe momenty pedu,
tzn.

¢l1mll2m2 (1’ 2) = ,lvz)lﬂm (l)wlﬂm (2)7

gdzie liczba w nawiasie oznacza, do ktorej czastki odnosi sie funkcja.
Funkcje wiasne operatoréw z drugiej rodziny musza sie da¢ roztozy¢ w bazie
funkcji z pierwszej rodziny

77blll2lm(1’ 2) - Z (lll?mlm?,lm)wllml(1)¢12m2(2)(* * *)
mima2
Wspélezynniki w okragtym nawiasie nazywaja sie wspotczynnikami Clebscha-
Gordana, a ich wartosci oraz ogdlne wlasnosci mozna znalezé w bardziej
szczegdtowych Zrodlach. Sumowanie musi przebiega¢ po takich indeksach,
ktore sa obecne po prawej stronie, a nie ma ich po lewej stronie.

Zakres zmiennosci liczb [ mozna wyznaczy¢ korzystajac z réwnolicznosci
obu baz. Dla ustalonych ; il funkcji w pierwszej bazie jest (21;+1)(2l+1).
Zalozmy, ze liczba [ moze zmieniac si¢ od [, dO lye.. Poniewaz rzuty dodaja
sie algebraicznie, Myer = Mimar + Momae = 1 + lo. Z drugiej strony m,q.
musi by¢ rowne l,,q,. Stad . = l1 + 2. Dla kazdej wartosci [ mamy 20 + 1
funkcji o réznych m. Oznacza to,.ze

lmaz:ll““lQ
S+ 1) = (20 +1)(2 + 1).

Powyzsze réwnanie mozna rozwiazaé¢ ze wzgledu na [,,;,. Korzysta sie z
faktu, ze

N o@n+1) = (N +1)? dla liczb calkowitych (oraz podobnej relacji dla
liczb poléwkowych Zfl\[:%(Zn +1) = (N + 3)(N + 2). Ostatecznie otrzymuje
sie, ze lyin = |l1 — l3|. Oznacza to, ze

=1l = lo|, |lh =l + 1, L + L.

Jest to kwantowy odpowiednik klasycznej relacji mowiacej, ze z trzech od-
cinkéw a, b, ¢ mozna zbudowaé trdjkat, jesli |b—c| < a < b+ ¢ itd.

Pogladowy obraz skonstruowany za pomoca obracajacych si¢ wektoréw
jest nastepujacy. Gdy okreslone sa wielkosci z pierwszej rodziny, wektory L,
i Ly, mozna sobie wyobraza¢ jako wykonujace niezaleznie precesje wokot osi
z. Dla drugiej rodziny te dwa wektory wykonuja precesje wokdt kierunku
wektora L, a ten ostatni wykonuje precesje wokoét osi z.

48



12 Rachunek zaburzen niezalezny od czasu

Rachunek zaburzen niezalezny od czasu jest metoda przyblizonego znajdowa-
nia wartosci wtasnych i funkcji wtasnych operatoréw. Na przyktad dla oper-
atora energii poszukujemy rozwiazan rownania

’l/}n - nwn

Metode te mozna stosowac, gdy hamiltonian daje si¢ roztozy¢ na sume dwoch
operatoréw

H=Hy+\V,

takich ze znamy rozwiazania zagadnienia wlasnego dla H
0 _ 70,0
Hown - Enq/}n

oraz ze operator V jest w pewnym sensie mala poprawka (wyjasnienie po-
jawi sie nizej). Parametr A jest miara malosci, na koricu polozymy A =
1. Istota metody polega na zalozeniu, ze funkcje wlasne i wartosci wiasne
pelnego hamiltonianu sa funkcjami parametru A i mozna je roztozy¢ w szereg
wzgledem A

E, —E<°>+E )\+E )\2

Po napisaniu réwnania wiasnego w formie

i podstawieniu rozwinieé¢ otrzymujemy

[EQ+EOAED N . — Ho) O+ WA+ PN ] = AV [ O +p WA PN .

Rownosé szeregdw oznacza, ze musza by¢ odpowiednio réwne wspolczynniki
przy tych samych potegach \. Przyréwnujac wspétezynniki przy A%, AL, A\2...
otrzymujemy

[EY) — Holy{? =0,
[E(O) _ How(l + Eél)q/,n = ng))a

n n

B = Holui? + Bl + B = Vol
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Widaé, ze kolejne poprawki ) do funkcji nie sa wyznaczone jednoz-
nacznie. Dodanie do nich funkcji at)? z dowolnym czynnikiem « nie zmieni
réwnan. Mozna te funkcje tak wybraé, aby (¢9,%9)) = 0.

Pierwsze z tréjki powyzszych réwnan méwi, ze w nieobecnosci oddzialywania
V rozwiazania zaburzone sprowadzaja sie do niezaburzonych. Musi zachodzi¢
E© = EO  Jesli energia EY nie jest zdegenerowana, to funkcja 1(?), czyli na-
jnizszy wyraz rozwiniecia w szereg, musi by¢ tozsama z niezaburzona funkcja
Y. Drugie réwnanie zrzutowane na funkcje 1)¥ prowadzi do

(W2, [EQ — HolplD) + EM (02, 4%) = (VD)
albo
(BY — ED @, o) + BN,y = Vi,

gdzie wprowadzono oznaczenie V,, = (¢%, V1?). Dla s = n otrzymujemy

EW — Vi (5 % %),

n

adlas#n
Vin
1
W) = go "

Mozna ¥} roztozyé w bazie funkcji niezaburzonych

Vin
wyﬁ” = §¢g( S,wl = ; md’g‘

Trzecie z réwnan zrzutowane na 10 daje
(W8, (B — Holw?) + BP0, oY)
B (W0, vn) = (4, V).

Dla n = s otrzymuje sie

Vns-‘/sn

s#n TN

Te procedure mozna kontynuowac budujac coraz wyzsze wyrazy szeregow.
Na ogél nie da si¢ udowodnié¢ zbieznosci procedury i poprzestaje si¢ na in-
tuicji, ze zachodzi zbieznos¢, gdy kolejne wyrazy maleja. Czesto poprzestaje
sie na pierwszej niezerowej poprawce.
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WYZSZ wzorow widaé znacz 5¢ . funkcj
7 powyzszych wzord daé¢, co znaczy "malo$¢” operatora V: funkc

() mozna traktowaé jako poprawke do funkeji ¢°, jedli wspStezynniki Eg/j’bg

7’ . 7’ . ’ n
sa matle, tzn. wartosci bezwzgledne elementow macierzowych musza by¢ mate

w poréwnaniu z réznicami energii stanéw niezaburzonych.

Jedli energia EY jest zdegenerowana, metoda wymaga modyfikacji: widaé
na przyktad, ze pierwsza poprawka do funkcji zawieralaby wyrazy z zerem w
mianowniku. Wygodnie jest wtedy zmieni¢ indeksacje numerujac pierwszym
wskaznikiem energie niezaburzona, a drugim - rézne funkcje wtasne do tej
samej wartosci wlasnej. Otrzymamy w szczegdlnosci

[Enj — Holthny = AViby;

i dalej
0
E, W '=0,

[ET(L(;) - HO]w'rLj TLj 1/)(0) an]

Przy wylaczeniu oddzialywania (tzn. gdy A — 0) energie zaburzone
muszg zmierza¢ do niezaburzoej Efz(;-) = F,0, a funkcje zaburzone musza

zmierzaé do specjalnie wybranych funkcji niezaburzonych, tzn. w,(g.) sa kombi-
nacjami liniowymi funkcji ng. Podstawowy wzoér dla pierwszej poprawki do
energii mozna otrzymac bez powtarzania calego rozumowania. Zerowanie sie
mianownikéw w rozwinieciu (1) nie szkodzi, jedli tak wybraé¢ funkcje bazowe
aby elementy macierzowe V,,;,s = (ww, V) zerowaly sig dla j # s.
Wtedy pierwsze poprawki do energii sa elementami macierzowymi E,%) =
Viajnjs czyli wartoSciami wlasnymi diagonalnej macierzy V,,;,,. Poniewaz
wartosci wlasne macierzy nie zmieniaja sie przy zmianie bazy (czyli przy
tranformacji unitarnej), oznacza to, ze mozna macierz te zbudowaé¢ w dowol-
nej bazie i wyliczy¢ wartosci wlasne z rownania

’Vl]’

1
an,nl - E7(1]) an,n2 an,nk’n
1
det Vn2,n1 VnQ,nQ - quj) Vn2,nkn — 0’
1
Vnk’n,nl Vnk’n,n2 Vnkn,nkn - E7(1])

gdzie stopien degeneracji k,, jest rozmiarem macierzy i jednoczesnie stopniem

réwnania na E! .. ktére nalezy rozwiazac.

TL]’
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13 Metody wariacyjne

Metody wariacyjne stanowia druga wazna rodzine metod znajdowania przy-
blizonych wartosci wlasnych w szczegdlnosci operatora energii. Rozpatrzmy
funkcjonal energii, czyli operacje przyporzadkowania kazdej funkcji ¢ pewnej
liczby I[1)] (rozpatrujemy tylko funkcje unormowane)

1Y) = (¢, HY).

Funkcji wtasnych ,, hamiltonianu, takich ze Hv,, = E,1,, nie znamy, lecz
wiadomo, ze istnieja i tworza baze ortonormalna. Zalézmy, ze energie wlasne
sa uporzadkowane E; < E, < F3 < ... . Funkcje 1 mozna rozwina¢ w tej
bazie i rozwiniecie ¥ = Y, ¢, ¥, podstawié¢ do funkcjonatu otrzymujac

I[Y] = Y Enleal?,
n=1

gdzie skorzystano z normalizacji funkcji ¢, tzn. 3, |c,|> = 1. Suma nie
ulegnie zwigkszeniu, jesli kazda z energii E, zastapi¢ przez najmniejsza z
nich E;.
I[Y] >3 Bile,|* = B
n=1
Zauwazy¢ nalezy, ze I[i)] = Ej.

Oznacza to, ze wartos¢ F; jest minimum funkcjonatu I przy warunku
dodatkowym, jakim jest normalizacja funkcji, i minimum to jest osiagane.
Inaczej mowiac, gdyby oblicza¢ warto$é¢ funkcjonatu kolejno dla wszystkich
unormowanych funkcji z calej przestrzeni funkcji normowalnych z kwadratem,
to najmniejsza z otrzymanych wartosci funkcjonatu bylaby réwna energii
wiasnej . W praktyce nie da sie przeszukaé calej przestrzeni, ale mozna
przeszukaé jej podzbidr (tzn.znalez¢é minimum funkcjonatu na pewnym podzbiorze).
Jesli écista funkcja ¢/ nalezy do przeszukiwanego pozbioru, otrzymamy $cisty
wynik. Jesli tak nie jest, ale podzbidr jest sensownie wybrany (potrzeba jest
intuicja i znajomosé ogdlnych wlasnosci $cistej funkeji), to mozna osiagnaé
dobre przyblizenie.

Mozna takze wyznaczac¢ energie stanéw wzbudzonych, ale jest to bardziej
klopotliwe. Oszacowanie powyzsze mozna powtérzy¢ dla energii Fy pier-
wszego stanu wzbudzonego przy dodatkowym zatozeniu, ze badane funkcje
1) sa ortogonalne do funkcji stanu podstawowego, czyli jesli ¢; = 0. Wtedy

I =3 Epleal® = > En|cal?® > > Es|cy|? = Eo.
n=1 n=2 n=2
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Energie pierwszego stanu wzbudzonego otrzymamy wiec jako minimum
funkcjonatu I w zbiorze wszystkich funkcji unormowanych i ortogonalnych
do 1. Dla wyzszych stanéw przybywa warunkéw dodatkowych: dla stanu n
potrzebna jest ortogonalnosé do funkeji wszystkich nizszych stanow.

14 Atom wodoru ze spinem

Uwzglednienie spinu elektronu powoduje koniecznosé uzupelnienia opisu przez
rozszerzenie przestrzeni wektoréw falowych. Funkcje wodorowe beda iloczy-
nami dyskutowanych wezesniej funkcji przestrzennych ,,;,,, (r) i macierzowych
funkeji spinowych (lub kombinacjami liniowymi takich iloczynéw). Oper-
atory w reprezentacji potozeniowej dziataja tylko na funkcje przestrzenne,
macierzowe operatory spinowe- tylko na funkcje spinowe. Na przyktad funkcje
postaci

wnlmms (1) = zbnlm(r)XmS s

gdzie (1) oznacza skrétowo wszystkie wspohrzedne przestrzenne i spin, a

w=(0) - (1)

sa funkcjami wiasnymi energii, kwadratu orbitalnego momentu pedu, jego
rzutu na o z, kwadratu spinu (zawsze réwnego %hQ) i rzutu spinu na o$
z. Mozna tez skonstruowa¢ funkcje witasne energii, kwadratu orbitalnego
momentu pedu, kwadratu spinu, kwadratu catkowitego momentu p@duj =
L + § o wartosciach h2%j(j +1) ) i rzutu calkowitego momentu pedu na of z,
réwnego hm,;

1 11 1 1 1

Yatjm; (1) = (L 5155, 517105 g n, 1 (X (L 5o myb 50 =5 15105) ¥ gy (0 X
7. calej sumy zostaly tylko dwa wyrazy, bo rzuty dodaja sie¢ algebraicznie
(m; = m + my), a przy my £ 1 sa tylko dwie mozliwosci. Liczba j moze
przyjmowac wartosci [ + %, z wyjatkiem przypadku [ = 0, gdy j = %

Po uwzglednieniu spinu krotnos¢ degenracji energii wzrasta dwukrotnie i
wynosi 2n2.

Poziomy energetyczne ulegaja w ogdlnosci przesunieciu i rozszczepieniu,
jesli uwzgledni¢ w hamiltonianie oddzialywania inne niz elektrostatyczne lub
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wlaczy¢ zewnetrzne pola (eletryczne lub magnetyczne). Wielkosci przesunigé
pozioméw liczy sie metoda rachunku zaburzen, uwzgledniajac kolejno odd-
zialywania od najsilniejszych do najstabszych. Przy stosowaniu rachunku
zaburzen najwygodniej wybiera¢ takie bazy funkcji niezaburzonych, dla ktérych
macierze kolejnych zaburzen sa diagonalne. Takie funkcje, bedace funkec-
jami wlasnymi operatoréw komutujacych z hamiltonianem (uwzgledniajacym
poprawke), nazywamy ”dobrymi” funkcjami w danej sytuacji.

Istnienie spinu zwiazane jest z dodatkowa energie oddzialywania, ktéra
powinno si¢ uwzgledni¢ w hamiltonianie i ktéra powoduje rozszczepienie
poziomoéw energetycznych (struktura subtelna). Postaé tego oddzialywania
zwanego oddzialywaniem spin-orbita, mozna wyprowadzi¢ przez analogie klasy-
czng. W ukladzie zwigzanym z elektronem mozna powiedzie¢, ze znajduje
sie on w polu magnetycznym spowodowanym przez kotowy prad wywotany
przez ruch jadra, o natezeniu I = % = % (T jest okresem obiegu, v -
predkoscia, r promieniem orbity). Z prawa Biota-Savarta wynika, ze pole
magnetyczne w tym punkcie ma warto$¢ B = ”OI = Za9v Pole to jest
prostopadte do ptaszczyzny orbity, a wiec rownolegle do orb1talnego momentu
pedu L = r xmv elektronu. Z uwzglednieniem zwrotow B = 4Z 5> L. Powrot
do uktadu spoczywajacego jadra wymaga formalnego przetransformowania
pol zgodnie z teoria wzglednosci, a wynikiem dos$¢ skomplikowanych obliczen
jest pojawienie dodatkowego czynnika % (efekt Thomasa). Spinowy moment
magnetyczny elektronu ps = —=s powoduje energi¢ oddziatywania

Z€2:u0 ]ZA o Z€2M0 1(52 . _i/Q . §2),

8mm?2r3 S8mm?2r3 2

V=—-—uB=

gdzie skorzystano z relacji J L+§ podniesionej do kwadratu. Ten os-
tatni operator powinien pojawi¢ sie w hamiltonianie, a jego wplyw na en-
ergie wlasne mozna obliczy¢ metoda rachunku zaburzen. Dobrymi funkcjami
bazowymi, tzn. takimi, ze operator zaburzenia jest w tej bazie diagonalny,
sa funkcje Y1 m,. Poprawka do energii wynosi

. Zetugh? 1l
B = 2 G+ 1) — 11+ 1) —

3 -3
8tm?2 2 7](wnljmja7a wnljmj)'

4

Ostatni iloczyn skalarny - calka z funkcji wodorowych oraz =3 wynosi WE)UH)’
eoh?

gdzie a = A";Tm = 0.529% 107 1%n. Po podstawieniu otrzymuje sie ostatecznie
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(dla > 0)
B0 P27+ 1) -0+ 1) - 3
" op L+ H(1+1) "

gdzie a = 47ri2hc ~ % jest stala struktury subtelnej, a E, jest energia niez-

aburzong. Dla wodoru (Z = 1) poprawka jest o 4 rzedy mniejsza od energii
niezaburzonej. Poprawka maleje ze wzrostem gléownej liczby kwantowej n i
rosnie ze wzrostem tadunku jadra. Dla [ = 0 ta poprawka jest rowna zeru,
bo j = % i zeruje si¢ licznik poprawki.

Dla wodoru rownie istotna jest poprawka wynikajaca z relatywistycznego
przyrostu masy. Zwiazek miedzy energia i pedem powinien by¢ napisany jako

2 4
2 p p
~me|l+ 2m2E  Rmich | -

2
p
m2c?

E = [p*@ + m*c"2 = mé\[1+

Najnizsza poprawka wynosi wiec P a perturbacyjna poprawka do energii

8m3c2?
Wynosi

4 2
—p 1 Ze

S a2 oWnlim;) — — 5 5\ Wnlym;» H,

8m302¢ tim; ) (Vntjm; , [Ho + dmegr

(1)// .
Enl — (1/}nljmj7 22

]2¢nljmj) -

Ze? AT A
E? +2F, -1 -2
B+ 47T€0T (47r60)QT

2mc?

gdzie jak zwykle kreska oznacza warto$¢ érednia. Srednie te, bedace znéw
catkami z funkcji wodorowych, wynosza

r2=——
I+ %)n3a2

Po uporzadkowaniu otrzymuje sie
" &222 3 n

[f

4 1+

1B,

nl n2

Istnieje jeszcze trzecia poprawka tego samego rzedu, mianowicie tzw.
poprawka Darwina, ktéra nie ma klasycznego odpowiednika. Daje ona wkiad

55



tylko dla stanéw z | = 0. Ma zwiazek z faktem, ze tylko dla stanéw z ze-
rowym mometem pedu funkcja falowa nie znika w » = 0, a w tym obszarze
energia potencjalna moze by¢ poréwnywalna z energia spoczynkowa. Wkiad
poprawki Darwina wynosi

(1)/// Q2ZQ
nl T

E, .
n

Po dodaniu tych trzech poprawek zaleznych od liczb kwantowych n, [, j otrzy-
muje sie wynik niezalezny od [

o?7? 3 n

Y _ _ (2
3 ji+s

nj

n2

Obecnos$¢ poprawki Darwina oraz fakt, ze nie ma juz wiecej poprawek
rzedu a? wynika z formalnej teorii relatywistycznej czastki o spinie % i kluc-
zowego dla niej réwnania Diraca, ktére jest w pewnym sensie uogdlnieniem
rownania Schrodingera.

Zdegenerowane 2n%-krotnie poziomy energii o okreélonej gléwnej licz-
bie kwantowej n zostaja wiec rozszczepione na podpoziomy o okreslonym
catkowitym momencie pedu. Dla wodoru (Z = 1) rozszepienie jest rzedu m
wartosci energii niezaburzonej. Dla jonow wodoropodobnych o wigkszych Z
jest odpowiednio wieksze. W szczegdlnosci stan podstawowy wodoru (n = 1,
[l =0,s = %, J = %, m; = :I:%) pozostaje dwukrotnie zdegenerowany,
lecz zostaje obnizony na osi energi o ok. 180 peV. O$miu stanom o n =
2 odpowiadaja dwa obnizone poziomy energii, oba czterokrotnie zdegen-
erowane: j = 3 (m; = £5, 1 = 0 lub [ = 1), obnizony o ok. 56.6 eV,
ij=23(mj =+ 43 1=1), obnizony o ok. 11.3 peV.

Utrzymujaca sie jeszcze degeneracja ze wzgledu na [ zostaje usunieta
w wyniku oddzialywania z wirtualnymi fotonami oraz polaryzacji prozni.
Wynikajaca z tych oddzialywan réznica pozioméw 225% i QQP% wynosi 4.4/
eV (0k.107% wartodci energii niezaburzonej, poziom z [ = 0 lezy wyzej).
Zastosowano tu uzywana w fizyce atomowej notacje: liczba 2 na poczatku
oznacza wartos¢ gtéwnej liczby kwantowej, orbitalny moment pedu okreslany
jest litera (S-0, P-1, D-2, F-3, G-4...), lewy gérny indeks oznacza liczbe 25+ 1
(tu s = %), a dolny indeks jest rowny liczbie j. W niektérych podrecznikach
dla pojedynczego elektronu rezerwuje sie matle litery, a wypadkowych orbital-
nych i spinowych momentéw pedu - duze.
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Kolejne poprawki do energii zwiazane sa z oddzialywaniami z jadrem,
innymi niz elektrostatyczne. Nalezy wzia¢ pod uwage oddzialywanie mo-
mentu magnetycznego jdra z polem magnetycznym wytwarzanym przez elek-
trony oraz kwadrupolowego momentu magnetycznego jadra z gradientem
pola elektrycznego elektronéw. Podobnego rzedu wielkosci moga by¢ prze-
suniecia izotopowe: poprawki zwiazane ze skoniczona masa jadra i rozkladem
tadunku w jadrze. Mozna wyréznié normalny efekt masy (rézne izotopy maja
rézne masy zredukowane elektronéw), specyficzny efekt masowy (dla atmoéw
woeloelektronowych sprzezenie ruchu elektronéw przez oddzial ywanie z jadrem )
oraz efekt pola (zmiany w rozkladzie tadunku jadra w zaleznosci od izo-
topu, np. efekt objetg’sciowy zwicazany z zaleznoscica rozmiarow jadra od
liczby masowej. Postepowanie jest podobne jak w opisanym wyzej przypadku
rozszczepienia subtelnego, w szczegdlnosci nalezy wprowadzié¢ catkowity mo-
ment pedu atomu (catkowity moment pedu elektronu + spin jadra) i jego
funkcje wiasne.

Efekty te powoduja tzw. nadsubtelne rozszczepienie pozioméw, np. stan
podstawowy atomu wodoru ma strukture dubletu o réznicy energii ok. 5.9
peV, co odpowiada emisji promieniowania o dlugosci 21 cm.

Utrzymuje si¢ przez caly czas degeneracja energii ze wzgledu na liczby
kwantowe m.

15 Atom wodoru w polu magnetycznym

Elektron posiada moment magnetyczny
e e e e .
H= 2mL ms B 2m<L+2S) B 2m('] +3)

zwiazany zarowno z jego ruchem orbitalnym jak i ze spinem. Istotna kom-
plikacja jest zwiazana z faktem, ze wspolczynniki proporcjonalnosci miedzy
kazdym z tych momentéw magnetycznych a odpowiednim momentem pedu
roznia sie o czynnik 2. Gdy atom wodoru znajdzie si¢ w zewnetrznym staltym
polu magnetycznym o indukcji B, skierowanym wzdtuz osi 2z, pojawia sie do-
datkowa energia oddzialywania

e ~
V=-uB=—DB(.+35).
7 o (- + 52)

Gdy pole magnetyczne jest stabe, tzn. powoduje rozszczepienie znacznie
mniejsze od rozszczepienia subtelnego, oddzialywanie V' mozna traktowaé
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jako kolejna poprawke perturbacyjna do hamiltonianu niezaburzonego, uwzgledniajacego
juz oddziatywanie spin-orbita, poprawke relatywistyczna do masy i poprawke

Darwina. W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen potrzebne beda elementy
macierzowe (Ynijm, , anljmj,), gdyz tatwo pokazaé, ze jest to macierz diag-

onalna w m;, cho¢ nie w j. Poprawki do energii dane sa przez elementy
macierzowe o tych samych [ i j

ET(LBmJ = <wnljmj7 anljmj) = %Bﬁbnl_jmja []z + §z]wnljmj)-

FunkCJe w tych elementach macierzowych sa funkcjami wtasnymi operatora
J» ale nie §,. Srednie wartosci tego ostatniego operatora mozna obliczy¢ for-
malnie korzystajac z ogdlnych witasnosci transformacyjnych momentu pedu,
ale mozna je wydedukowad¢ na podstawie modelu wektorowego. Nalezy sobie
wyobrazi¢ ze momenty pedu L i s wykonuja precesje wokot kierunku wektora
j, a ten ostatni wykonuje precesje wokét osi z. Srednia wartosé s, bedzie

wiec rowna sredniej rzutu s na kierunek j, rzutowanego nastepnie na o$ z

Operator js mozna wyliczy¢ korzystajac z relacji L = j — s podniesionej do
kwadratu

N B
js= §(j2 —L*+ ).

Poprawka przyjmuje wiec postaé

52 T2 a2
any € g =L+ 5,
Eim, = %B(l/fnljmja 1+ T]Jz%ljmj)‘
Funkcje ¢njm; sa funkcjami wlasnymi wszystkich wystepujacych tu opera-
toréw. Ostatecznie otrzymujemy
e
Egg)mj = %Bhgmj(* * %),
gdzie
jG+1) = L(L+1)+32
2j(j +1)

g=1+ (5 * )

nazywa sie czynnikem Landégo.
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Poziom o okreslonej liczbie kwantowe]j j zostaje rozszczepiony na 25 + 1
réwno odlegtych podpozioméw rézniacych sig liczbami magnetycznymi m;.
Wielkos¢ rozszczepienia jest proporcjonalna do pola i zalezy od liczb kwan-
towych L i j przez czynnik Landégo. Rozszczepienie to nazywa sie efektem
Zeemana.

Gdy pole magnetyczne jest silne, oddzialywanie z tym polem musi by¢
rozwazane przed uwzglednieniem oddziatywania spin-orbita (kolejne poprawki
powinny by¢ coraz mniejsze). Calkowity moment pedu przestaje by¢ za-
chowany, a liczba j przestaje by¢ uzyteczna. Nalezy najpierw za hamilto-
nian niezaburzony przyja¢ operator zawierajacy tylko oddziatywanie kulom-
bowskie. Najwazniejsze zaburzenie

e ~
=—uB=—B(L,+2s,).
V 7 o (L, +2s,)

Rachunek zaburzen najwygodniej przeprowadzi¢ teraz w bazie funkcji ¥imm, ,
bo zaburzenie jest w tej bazie diagonalne. Poprawka do energii pochodzaca
od pola magnetycznego wynosi

. h
Y  B[i. +23 — " B(m +2m,).
nlmms (¢nlmms> m [ » T Sz]wnlmms) m (m + ms)

Ten efekt rozszczepienia poziomow energii nosi nazwe efektu Paschena-Backa.
Jako kolejne mniejsze zaburzenie mozna dalej bada¢ oddzialywanie spinowo-
orbitalne.

16 Atom wodoru w polu elektrycznym

Niech bedzie wlaczone jednorodne state pole elektryczne o natezeniu E, skierowane
wzdtuz osi z. Powoduje ono, ze energia oddzialywania, w przyblizeniu niere-
latywistycznym czyli uwzgledniajaca tylko oddzialywanie kulombowskie, jest
wzbogacona o dodatkowy czton V' = —Ed, gdzie d = —er jest operatorem
momentu dipolowego. Funkcje niezaburzone mozna przyja¢ w postaci ¥,
(operator oddzialywania nie zalezy od spinu, a wiec funkcje spinowe nie nic

nie zmienig: ich elementy macierzowe dadza tylko delty Kroneckera). Dla
stanu podstawowego, ktéry nie jest zdegenerowany (pomijajac spin) mozna
liczy¢ kolejne poprawki

E%l) = (Y100, —Ea%oo) = 0.
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Zerowanie sie elementu macierzowego wynika z faktu, ze przy inwersji ukladu
wspéhrzednych, tzn. transformacji r — —r, iloczyn funkcji falowych (tu
nawet kazda z nich) jest parzysty, a operator jest nieparzysty. Wtasnosé ta
przystuguje wszystkim catkom postaci (Vnm, —Ed,., ), poniewaz parzystosé
funkcji kulistych jest okreslona i wynosi (—1)!. Druga poprawka do energii
Wynosi ,
9 z ntm
Egz) — 2E2 Z W’
(nlm)(100)

jest wiec proporcjonalna do kwadratu pola elektrycznego i efekt nazywa sie
kwadratowym efektem Starka. Z witasnosci funkeji kulistych wynika, Ze nieze-
rowy wkiad do sumy daja tylko wyrazy z [ = 1, m = 0. Symboliczna suma
po n zawiera takze catke po widmie ciaglym.

Dla pierwszego stanu wzbudzonego (n=2) istnieje degeneracja czterokrotna.
W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen poprawki beda wartosciami wiasnymi
macierzy 4 x 4. Niech liczby 1,2,3,4 indeksuja kolejno stany sn0, Y911, ¥210,
91_1. Latwo policzy¢ bezposrednim rachunkiem, ze nie zeruje si¢ tylko ele-
ment macierzowy Vi3 = V33 = —3ea|E| = U. Poprawki do energii otrzymamy
rozwiazujac rownanie

—EM 0 U 0

_
det 0 2 0(1) 0 =0.
U 0 —E5 0
0 0 0o —£gW
Otrzymujemy cztery wartosci: Eé}) = U, Eg) = U, E%) = é}l) =

0. Mamy wiec czesciowe zniesienie degeneracji, a przesuniecie poziomu jest
proprocjonalne do pierwszej potegi natezenia pola (liniowy efekt Starka).

17 Uklady czastek identycznych

Uktad dwéch czastek o spinie % jest opisany albo funkcja typu

9(1,2) = di(r) ( b ) - 02(r2) ( b ) ,

albo kombinacja liniowa takich funkcji. Indeks przy funkcji spinowej oznacza,
do ktorej czastki sie ona odnosi. Obliczjac iloczyn skalarny nalezy mnozy¢
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macierze spinowe z tym samym indeksem. Macierze spinowe réznych czastek
sa mnozone w sensie iloczynu tensorowego.

Gdy czastki sa identyczne i ich chmury prawdopodobienstwa znajda si¢ w
tym samym obszarze przestrzennym, a potem sie rozbiegna, tracimy mozliwosci
ich rozroznienia. Proces zderzenia, w ktorym pierwsza czastka poleci w
prawo, a druga w lewo, nie da si¢ odrozni¢ od procesu, w ktorym pierwsza
czastka poleci w lewo, a druga w prawo. Oba procesy musza by¢ wziete pod
uwage jako rownowazne. Prawdopodobienstwa obu tych proceséw musza by¢
zlozone poprzez dodawanie funkcji, a wiec z mozliwoscia intereferencji.

Formalnym wyrazem nierozréznialnosci czastek i réwnoprawnosci obu ta-
kich proceséw jest zadanie, aby opisujaca uktad funkcja byta rownoczesnie
funkcja wlasna operatora permutacji czastek P zdefiniowanego tak, ze

Pi(1,2) =(2,1).
Operator P komutuje z hamiltonianem, albo inaczej
H(1,2) = H(2,1).
Réwnanie wlasne dla P

Pi(1,2) = \p(1,2),
prowadzi do

P%(1,2) = X(1,2).
Operator P? powoduje dwukrotna zamiane czastek, czyli powrét do konfig-
uracji poczatkowej

P2y(1,2) = Py(2,1) = ¢(1,2).
Stad M2 =1, a A = £1.
Funkcje spetiajaca relacje 1(2,1) = (1, 2) nazywamy symetryczng, a
relacje 1(2,1) = —(1,2) - antysymetryczna.
Dla uktadéw N czastek rozumowanie takie mozna powtorzy¢ dla dowolnej
pary. Funkcja symetryczna nie zmienia sie przy przestawieniu dowolnej pary
czastek, a funkcja antysymetryczna zmienia znak przy takim przestawieniu.

Dodatkowy postulat teorii kwantowej méwi:
Postulat V: Uklady identycznych czastek o spinie calkowitym (bozony) opisy-
wane sa funkcjami symetrycznymi, a uklady czastek o spinie poléwkowym
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(fermiony) - funkcjami antysymetrycznymi. Dowolng funkcje tatwo zsymetry-

zowaé lub zantysymetryzowac. Niech funkcja ¢(1,2, ..., N) jest dowolna. Wt-
edy funkcja
Us(1,2,...,N) = C; > p(in, iz, ..., in)
P

jest symetryczna, a funkcja

Ya(1,2,..., N) = C. D (1) (i, da, ...y in)

P

jest antysymetryczna. Sumowanie przebiega po wszystkich permutacjach
i1, 79, ..., iny (W iloéci N!) liczb 1,2,..., N, a (—=1)F jest parzystoscia permu-
tacji, tzn. wynosi 41, gdy permutacje mozna otrzymac przez parzysta liczbe
przestawien, oraz —1, gdy ilos¢ przestawien jest nieparzysta. Po takiej oper-
acji funkcje trzeba na nowo unormowac¢ przez dobér statych Cy i C,. Spec-
jalnie wazny jest przyktad antysymetryzacji funkcji bedacej iloczynem unor-
mowanych funkcji jednoczastkowych, tzn.

¥(1,2,...N) =1 (1)1h2(2)...0n (N).
Wtedy

(1) 9i(2) . ()
der | 21 ¥2(2) o a(N)
vn(1) ¢n(2) ... Pn(N)
Konsekwencja antysymetrii funkcji jest zakaz Pauliego méwiacy, ze dwa
fermiony nie moga znalez¢ sie w tym samym stanie. Rzeczywiscie, jesli
wystepuje identycznosé zespoléw argumentéw przestrzenych i spinowych (1)=(2),
czyli r1 = ro i stany spinowe sa identyczne, to przy zamianie argumentow
(1) = (2) 1 (2) — (1) z jednej strony nic si¢ nie zmieni, a z drugiej funkcja
musi zmieni¢ znak. Funkcja jest wiec réwna zeru. Taka konfiguracja przestrzenna,
ze dwa elektrony o tym samym spinie sa w otoczeniu tego samego punktu
przestrzeni jest wiec nieprawodopodobna, nie tylko dlatego, ze sie one odpy-
chaja.
Jesli zatozy¢, ze funkcje elektronéw w atomie wieloelektronowym chrak-
teryzowane sa takimi samymi liczbami kwantowymi jak w atomie wodoru

Y (1,2,....N) = Cazwl(il)wg(ig)...wN(iN) =

B WE
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(n,l,m,my), czyli ¥; = U, 1,m;m,, 1 dwa zestawy tych liczb kwantowych
jest sa identyczne, to wyznacznik zbudowany z takich funkcji zeruje sie i
znow taki stan jest zakazany.

W dalszej czesci wykladu w nastepnym semestrze przedstawiony wyzej aparat
zastosowany bedzie do obliczania (przyblizonego) dozwolonych stanéw atoméw
wieloelektronowych, drobin i ciata stalego, a takze do obliczania prawdopodobienstw
indukowanych przejs¢ miedzy stanami stacjonarnymi

63



