Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna ¢z.9

1 Mechanika hamiltonowska 2

1.1 Przeksztalcenia kanoniczne
Wyrazmy zmienne kanoniczne q;, p;, | = 1,2, ..., f, przez nowe zmienne (),
P, s=1,2 ... f

q = QZ<Qa P7 t)?

= p(Q, Pt). (1)

Jak zwykle Q = (Q1,...,Q;), P = (P, ...P). Niech wystepujace tu funkcje
maja ciagle pierwsze pochodne i jakobian transformacji

D
(Q17 » 41, D1,y 7pl) %O, (2)
D(Qb sy Ql7P17 Tt ‘Pl)

co zapewnia istnienie transformacji odwrotne;j.
W starych zmiennych spelnione sa réwnania Hamiltona

_oH
q = apl7
) o0H
b= _qu' (3)

Przeksztalcenie kanoniczne jest takim przksztatceniem, ktére zachowuje rownania
Hamiltona, tzn. zachodzi

. O0H
Ql - 87Pl7
: OH



z pewnym nowym hamiltonianem H, ktéry w ogdélnosci nie musi by¢ starym
hamiltonianem H, w ktérym zamieniono zmienne,.

Poniewaz réwnania Hamiltona sa réwnowazne zasadzie wariacyjnej musi
zachodzi¢

5/ pq — H)dt =0,
5[ <z RQ:~ H)dt =0, (5)

przy czym oq(to) = 0pi(to) = dqu(t1) = dpi(tr) = 0, 0Qi(to) = 0F(to) =
dQi(t1) = P, (t1) = 0;( dla wariacji pedéw nie jest to zalozenie konieczne, ale
jest przydatne).

Odejmujec powyzsze relacje stronami otrzymuje sie

5 [ IS~ PG) = (1 — )t =0 )

(traci sie na ogdlnosci, bo mozna by przed odjeciem pomnozy¢ jedng z wari-
acji funkcjonatu przez stata).

Kluczowa jest obserwacja, ze dla prawdziwosci ostatniej relacji wystarcza,
aby funkcja podcatkowa byta pochodna zwykla pewnej funkcji @, tzn.

(i~ Q) — (1 — ) = LT )

l

Zachodzi wtedy

5/“ do(@. Prt) .\ _
t,

5/: [Xl:(pzq'z ~ PQi) — (H — H))dt = . dt

S = 3 (580 + SaRl = )

z powodu znikania wariacji 0¢Q); i 0P, na koncach przedziatu. Funkcje ®
nazywa sie funkcja tworzaca przksztalcenia kanonicznego.

Wygodniej jest uzalezni¢ funkcje tworzaca od tych zmiennych, ktérych
rozniczki pojawiaja sie formule; w tym przypadku sa to zmienne ¢ i Q). Trzeba
wyrazi¢ zmienne P, przez zmienne g5 i ()5, co jest mozliwe, pod warunkiem



niezerowania sie wyznacznika |8qz |. Oznaczmy funkcje ®(Q, P(q,Q,t),t) =
W(q,Q,t). Wtedy zachodzi

S (i — RO — (1 — ) = P2 @1 5~ O, gngH a;f- 9)

] dt I 8ql
Poniewaz pochodne wystepujace w ostatnim wzorze sa niezalezne, mozna
napisac

ow ow ow
pl_87ql’ Pl——ain, H=H+— o (10)

Wazniejszy jest jeszcze inny wariant. Dodajmy % > BQ; do obu stron relacji

> (pig — PQi) — (H — H) = d(ID(CC)l,tP,t) (11)

l

Otrzymamy

Sl + Q) — (H — H) = S(8(Q. PO + R (12)

l

Jesli wyrazimy zmienne (); przez zmlenne qs 1 Ps, co jest mozliwe pod warunk-
iem niezerowania sie wyznacznika |24 50 | i przyjmiemy ®(Q(q, P,t), P,t) +
> PQi(q, P t) = S(q, P,t), o trzymamy

o s 95 . 0S5 .. 0S
Y (ma+QP)— (H—H) = g—; 6(11% 9P P)‘F@ (13)

]
Mozna znowu przyrowna¢ wspotczynniki stojace przy pochodnych i napisac

oS oS _ oS
—, Q=—=—, H=H+ —. (14)
oq

b= aPla ot

Mozna takze zapisa¢ warunki na kanonicznos¢ przeksztalcenia za pomoca
wariacji zmiennych, zamiast ich pochodnych (czy ré.zniczek). Korzystajac z
wyprowadzonych wyzej relacji

> (mbq — PoQ)) = Z(aiwfs(]z + il

: uen QléQl) = oW, (15)



lub
oS oS

) oP) = —0 —0F) =45 16
;(Pz Q@+ QioF) ;(aql ql+apl 1) : (16)

lub, korzystajac z tego, ze 0W (q, Q,t) = d®(Q, P(q,Q,1),t),
> (mdq — PoQi) = 69(Q, P.t). (17)

l

Okazuje sie, ze w tej ostatniej postaci daje sie przedstawi¢ warunek
konieczny i dostateczny kanonicznosci przeksztalcenia.

Przeksztalcenia kanoniczne tworza grupe.

1. ztozenie dwoch przeksztatcen kanonicznych jest przeksztalceniem kanon-
icznym. Przejdzmy od zmiennych (g, p) do zmiennych (@', P'), a nastepnie
do zmiennych (Q, P). Z kanonicznosci wynika

> (pdq — P0Q;) = 6@,

]

> PF6Q; — PoQy) = 6P, (18)
;

Po dodaniu tych relacji otrzymujemy

> (mdq — PoQi) = 6(®1 + D). (19)
1
Funkcja tworzaca dla zltozenia transformacji jest suma funkcji tworzacych
obu transformac;ji.
2. Lacznos¢ sktadania transformacji wynika z tacznosci dodawania funkcji
tworzacych.

3. Transformacja tozsamosciowa jest kanoniczna, bo Y (pidq —pidq) = 0,
a wiec funkcja tworzaca jest ¢ = 0.

4. Transformacja odwrotna do kanonicznej jest kanoniczna, bo jesli > (p;dq—
PoQ;) = 09, to Y ;(P0Q; — pdq) = d(—P). Funkcja tworzaca dla trans-
formacji odwrotnej jest funkcja tworzaca dla transformacji prostej, wzieta z
przeciwnym znakiem.

Transformacja kanoniczna zachowuje nawiasy Poissona, tzn.

oF 0G O0GOF oF 0G 0G oOF
FGy =3 (% Oy (GO PO e gV, (20
G =2 G an ~ aaon) ~ 2B om ~agiap) — 1HEY 20
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Dowdd jest zmudny i nie bedzie tu przeprowadzony. Mozna go znalez¢ w
podreczniku Rubinowicza.

Ewolucja uktadu hamiltonowskiego od (qo, po) do (q(t), p(t)), gdzie g =
q(to), pio = pi(to), moze byé uwazana za transformacje kanoniczna:

q(t) = ai(qo, po, 1), pi = pi(qo, o, 1) (21)
Zbadajmy
td t ) .
> (pida — pdaw) = Y pidaly, = | = D pdqdt = [ > (pidq + pidg)dt
to dt ¢
l 0 l 0 7
t oL oL t t1
= —0 —0q))dt = | OLdt =96 Ldt. 22
| S (g0 + ggoide= [ ) (22)

Funkcja tworzaca jest wige dziatanie W (qo, po,t) = J, L(q(qo, po, t), P(qo: po, t), t)dt.

1.2 Przyklady przeksztalcen kanonicznych

1. Przeksztalcenie w dwuwymiarowej przestrzeni fazowej

q=P

p=-Q. (23)
Badamy pj — PQ = —QP — PQ = %(—PQ). Zatem istnieje funkcja
tworzaca ®(Q, P) = —PQ, czyli przeksztalcenie jest kanoniczne. Warto

zwroci¢é uwage, ze to, ktore ze zmiennych kanonicznych sa wspoétrzednymi,
a ktére pedami, jest do pewnego stopnia umowne. Minus w powyzszej trans-
formacji jest kluczowy; bez niego transformacja nie bytaby kanoniczna.

2. Rozwazmy ogdlniejsza transforemacje

q=aQ+pP,
p=1Q +€P. (24)
Badamy wyrazenie
pi—PQ = (1Q +eP)(aQ + fP) — PQ = (25)
ayQQ + BYQP + (ae — 1)PQ + BePP = i@(@, P) = ng + gizb.
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Poréwnujac wyrazy przy pochodnych otrzymujemy warunki

ay@ + (e — 1)P = g(;,
0P
@ + PeP = P (26)

Scatkujmy jedno z réwnan, np. drugie, po P, pamietajac, ze stala pojawiaja
sie przy catkowaniu po jednej zmiennej moze zaleze¢ od drugiej

ByQP + ﬁE;PQ +C(Q)=9. (27)

Wstawiajac ten wynik do pierwszego z rownan otrzymujemy

ay@Q + (ae — 1)P = fyP + — (28)

dQ

Roéwnanie to moze by¢ spetione, gdy (ae —1) = fv i to jest warunek kanon-
icznosci przksztalcenia. Funkcja C'(Q) ma postaé C(Q) = ory%QQ + Cy, gdzie
Cy jest juz stala niezalezna od P ani @), cata funkcja tworzaca ma postaé

B(Q, P) = 5E;P2 4 m;cf + +8YPQ + Co, (29)

3. Rozwazmy przeksztalcenie nieliniowe

= \/6 cos 2P,
p=1/Qsin2P. (30)

Badamy wyrazenie

pj — PQ = \/ésin 2P(25@Q cos 2P — \/asin 2P2P) — PQ =

1 do od .
Q(i sindP — P) — PQ2sin? 2P = = QQ P. (31)
Musza by¢ spelnione rownania
0P 1
8@ =1 sin4P — P,
0P 9
9P = —2(@) sin” 2P. (32)



Calkujac pierwsze réwnanie po d() otrzymujemy
1
@zQ(Zsin4P—P)+C'(P). (33)

Wstawiajac ten wynik do drugiego réwnania dostaje sie

Q(cos4P — 1) + d(;(]f) = —2Qsin®*2P. (34)

Ze wzgledu na tozsamos¢ trygonometryczna obie strony ostatniej relacji sa
réwne dla C(P) = const. Przeksztalcenie jest wigc kanoniczne.
4. Rozwazmy z kolei przeksztatcenie

q = —QctgP,
p = logcos P (35)

Zbadajmy teraz wyrazenie inne niz poprzednio. Jes’li pq — PQ = ‘fj—‘f to po
odjeciu od obu stron %(pq) otrzymamy —qp — QP = %(@ —pq); ® — pq to
tez jest dobra funkcja tworzaca.

d

. . —sinP . .
—ap = PQ = QetgP——5-P = PQ = —(PQ). (36)

Istnieje funkcja tworzaca, przeksztalcenie jest wige kanoniczne. Szukanie
funkcji tworzacej dla pg— P(Q) tez byloby poprawne, lecz calki i funkcja bytyby
bardziej skomplikowane.

2 Rownanie Hamiltona-Jacobiego

Réwnania Hamiltona stanowia uktad 2f réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu, a ich rozwiazanie jest na ogdt klopotliwe. Mozna przerzuci¢ trudnosé
na znalezienie przeksztalcenia kanonicznego do takich zmiennych, w ktérych
rozwiazanie jest proste. Réwnanie Hamiltona-Jacobiego jest réwnaniem rézniczkowym
czastkowym na funkcje tworzaca takiego przeksztalcenia.

Niech réwnania Hamiltona w wyjsciowych zmiennych (g, p) maja typowa
postaé

_oH
) oH
P = —87%7 (37)



z pewnym hamiltonianem H(q,p,t). Celem jest znalezienie przeksztalcenia
kanonicznego prowadzacego do zmiennych (@, P), takich ze nowy hamilto-
nian H(Q, P) = 0.

W nowych zmiennych réwnania Hamiltona sie trywializuja

. OH
Ql - aipl - 07
: OH

a wiec rozwiazania sa Q; = oy = const., P, = 8y =const., | =1,2,..., f.
Aby znalez¢ przeksztalcenie i jego funkcje tworzaca wykorzystamy wyprowad-
zone wyzej zwiazki
08 08 - 08

Q=455 H=H+—, S=5(q,P.t). (39)

pl:aiql7 aBJ at

Poszukiwany warunek na funkcje tworzaca S przybiera wigc postaé

as  aS . 95

(qlv >y df, 8(]1’ 78

— =0. 4
= + 5 =0 (40)

Ostatnie réwnanie nazywa sie réwnaniem Hamiltona-Jacobiego.
Rozwiazanie ogdlne réwnania czastkowego pierwszego rzedu f + 1 zmi-
ennych, tzn, (qi,...,qr,t), zawiera f + 1 stalych. Roéwnanie zawiera tylko
pochodne funkcji S, a wiec jedna stata jest addytywna i nie bedzie tu is-
totna. Pozostale stale to 31, B, ..., 8. Relacja @Q; = 3751 przybiera postac

3S(q1, "‘7Qf7/817 7ﬁf7t)
OBy

Te ostatnie relacje, w liczbie f, stanowia poszukiwane rozwigzania ¢, = ¢(t),
dane w postaci uwiklanej. Wazne jest, aby stale g, daly sie wyznaczy¢ przez
odwrécenie ostatnich relacji, co wymaga, aby wyznacznik 0”5 | # 0.

. 0q108s
Relacje
as<q17 s g, ﬁla sy Bf? t)
gy

przedstawiaja zaleznos¢ pedow uogdélnionych od czasu.

ap = . (41)

p= (42)



Jesli hamiltonian nie zalezy od czasu, to mozna odseparowaé czas w
rownaniu Hamiltona-Jacobiego, czyli szuka¢ rozwiazania w postaci

S(q17 "'7qf7517 7/8f7t) - SO(q17 "‘7Qf7/617 76f) - Et) (43>

gdzie E jest stala o mianie energii; nie jest nowa stala, lecz musi wyrazaé
sie przez stale 5;, a moze by¢ jedna z nich. Réwnanie Hamiltona-Jacobiego
przybiera postac

05, 05,
q1,---, 4y, aqla"'a aqf

Wtedy rozwiazania daje sie zapisa¢ w postaci

Qy —+ aﬂt — aso(qla --~>Qf,ﬁ1, 7/8f)

9B 0B

Jesli ktoras ze wspdtrzednych, np, ¢, jest cykliczna, czyli hamiltonian od
niej nie zalezy, tez mozna wykonac speracje tej zmiennej

H( )= E. (44)

. (45)

SO(CIl’ e dqf, 517 sy ﬁf) = Sl((h, e qf, ﬁl? ceey ﬂf) + 61‘]1- (46>
Réwnanie Hamiltona-Jacobiego juz po separacji czasu ma postac
051 051
H(qs,...,q7, 01, —,.... —) = E. 47
(92,45, B o 8Qf) (47)

Otrzymujemy wtedy rozwiazania

0S5, OF 05
:7—7t’ = = l:2,3,..-,
N0 " am T B d
05, oE
(@51 551 q1 851 p1 Bi ( )

2.1 Przyklad oscylator harmoniczny

Hamiltonian ma postac

2 2
p mw- o
H=— . 49
om 2 " (49)
Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego przybiera postaé
1 ,dSy., mw? ,
= F 50
2m( dx )y 2 " ’ (50)



gdzie ' = (31 jest jedyna stala.

Zatem i
=20 = +V2mE — m*w?a?, (51)
dz
a
So = :t/\/2mE — m2w2x?dx (52)
Nie ma potrzeby wyliczania ostatniej calki. Zachodzi natomiast
a—i——t:—::i:/ dx, 53
oF oF 2V2mE — m2w2z? (53)
czyli
A 1 dz _ 1 ) x 54
a+t= W/ﬁ%—x?_ ;arcsm QTQEQ’ (54)
czyli
E .
r==+ sinw(t + ). (55)

mw?

Otrzymano wiec inng metoda dobrze znane rozwiazanie.

2.2 Zagadnienie dwéch ciatl

Po wprowadzeniu wspotrzednych biegunowych dla ruchu wzglednego hamil-

tonian ma postac
He l@retp2y e (56)
2 Pr 2P r
(av jest wspdtezynnikiem w potencjale grawitacyjnym lub kulombowskim, nie
myli¢ ze statymi ;). Réwnanie Hamiltona-Jacobiego ma postaé

1 .,05

ﬂ[(ﬁf +

—(— —=F. 57
G 1+ 67)
Energia pelni role stalej £ = fs.

W hamiltonianie jest zmienna cykliczna ¢. Mozna dokonaé¢ separacji
biorac

So(r, ¢, B1B2) = Si(r, B152) + P26 (58)

10



Otrzymamy wtedy réwnanie
s, ., B

—= — =F.
(G + 21+ 2 (59)
Zatem
dS]_ _\/ (8% BQ
e -0 -2, (60)
czyli

S, = /\/QME—Q—% (61)

Rozwiazania otrzymujemy jako

oS
ay+t= 8El:/2\/ﬂ
252
d7
+/2\/2M r

P, = 850 :/ —Q[LTT‘F% dr
o S oofouE-2)-5%
a5
Py = gbo = [a. (62)

Ostatnia z powyzszych relacji identyfikuje stata 8 z momentem pedu J72.

Calki w tych réwnaniach mozna wykonaé¢, uzyskujac wyniki otrzymane
wezesniej inng metoda. Szczegdly rachunkowe mozna znalezé w podreczniku
Rubinowicza.

2.3 Rachunek zaburzen

Réwnanie Hamiltona-Jacobiego stwarza mozliwosci przyblizonego rozwiazywania
rownan ruchu. Niech hamiltonian sktada sie z dwoch czesci

H:HO(Q7p7t)+Hl(Q7pvt)7 (63)

gdzie H; jest w pewnym sensie "maly”. Niech znane bedzie rozwiazanie
ogblne rownania Hamiltona-Jacobiego dla hamiltonianu H|
oS 05

H,
(q,a 1) + 5

=0, (64)
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(q = (Q17...7Qf)7 % = (%77%)) Zachodzi S = S(q7ﬁ7t)’ b = %Z,

ap = g—;, rozwiazania daje sig¢ zapisa¢ jako q = ¢ (o, 8, 1), pr = p) (v, B, 1).

Wprowadzenie H; powoduje, ze dotychczasowe stale o i f; staja sie funke-
jami czasu (tzw. procedura uzmienniania statych). Transformacja kanon-
iczna do teraz juz zmiennych «; i 8; prowadzi do hamiltonianu

_ 0S 0S
H=H+ 55 =H+H+ 5 =H. (65)

Funkcje oy(t) i 5i(t) spelniaja réwnania Hamiltona

. OH,
[ — a/@l I
: 0H,

gdzie H, = H,(¢°(a, B,t),p%(cx, B, 1), 1).

Jesli Hy jest "male”, to funkcje o; i 5; sa wolnozmienne i mozna je w
przyblizeniu zastapi¢ przez ich wartosci poczatkowe ayy = oy(to) i B0 =
Bi(to). Rozwiazywanie rownan sprowadza sie wtedy do obliczania calek ze
znanych funkcji

t OH, (¢ (v, Bos t), p° (v, Bo, t), 1)

o = o + o 0B dt,
t OH+ (° 0

B = B _/ OH,(q (040750,;)7]9 (a0, Bos 1), 1) dt, (67)
to a0

Przyktad: zaburzony oscylator harmoniczny

Niech hamiltonian ma postac

1 1
H=_—p"+ -mw’as® + ya*. 68
5 T3 gl (68)
Potencjal harmoniczny zostal wiec zaburzony wyrazem H; = yz*.
Rozwiazanie rownan Hamiltona w nieobecnosci zaburzenia podano wyzej

26
0 __ .
"= —5sin w(t + ), (69)

12



gdzie energie E oznaczono jako 3, jak w ogdlnej teorii.
Po wprowadzeniu zaburzenia dotychczasowe stale a1 § staja sie zmien-
nymi, spelniajacymi réwnania Hamiltona

.0 ) s 838 4

Q=53 57[ g sin(wt +a)]t =g sin’(wt +a), (70)
. 0 26 . i 4%

p= 78047[ p—_ sin(wt + a)]* = — 4sin®(wt + a) cos(wt + ).

m2w

Przyblizenie polega na tym, ze zastepuje sie¢ wolnozmienne funkcje «a(t) i
B(t) po prawej stronie przez ich wartosci poczatkowe oy i 5y. Wtedy mozna
wykonaé¢ catkowanie

86

m2w?

t
at) = ag + / Y sin® (wt + ay)dt, (71)
to

POABE s
B(t) = Bo — /to fymél sin”(wt + o) cos(wt + ap)dt.

Mozliwe sa kolejne przyblizenia, ktére polegaja na tym ze funkcje aft)
i B(t) policzone w poprzednim kroku wstawia si¢ po prawej stronie réwnan
Hamiltona. Pozostaje trudno$¢ obliczania coraz bardzie skomplikowanych
calek, ale nie ma réwnan rézniczkowych do rozwiazania.

3 Trajektorie w przestrzeni fazowej i rozwigzywalnosc¢
rownan

3.1 Proste trajektorie

W prostych przypadkach mozna latwo zanalizowac ksztalt trajektorii.

1. Oscylator harmoniczny
Rozwiazania rownania ruchu sa

z(t) = Asin(wt + 1),
p(t) = mi = Amw cos(wt + ), (72)

13



gdzie A jest amplituda, a @ - faza poczatkowa. Z powyzszych rozwiazan
mozna wyrugowacé czas, otrzymujac réwnanie trajektorii

72 P
2 + ot 1. (73)
W ukladzie wspéhrzednych (zp) trajektoria jest elipsa. Poniewaz masa i
czestose oscylatora sa ustalone, jedynym parametrem jest amplituda A, okreslona
e £ = £ 4+ mw?? = 1mA%02  Amplitud i i
przez energic B = I~ + cmw?r® = ;mA°w®. Amplituda, a wigc energia
okreslaja rozmiary elipsy.

2. Wahadlo matematyczne

Niech, jak poprzednio, ¢ jest odchyleniem od pionu, m jest masa, a [ -
dlugoscia. Lagranzjan ma postac

L= ;ml%ﬁz + mgl cos ¢. (74)
Ped uogélniony py = % = mli%¢$. Hamiltonian jest energia i ma postac
P
52 mglcos ¢ = E. (75)
Mozna stad wyliczy¢ ped
ps = £/2mi2(E + mgl cos ¢). (76)

W zaleznosci od wartosci energii trajektoria w ukladzie wspélrzednych (¢py)
jest nieograniczona dla E' > —mgl (wszystkie katy sa dozwolone), lub ogranic-
zona dla matych energii (dozwolone tylko katy, dla ktérych wyrazenie pod
pierwiastkiem jest nieujemne).

Dla najmniejszych energii, gdy dozwolone sa tylko tak male katy, ze
cosp =~ 1— %gbz, czyli w przyblizeniu malych drgan, trajektoria przechodzi w
elipse. Dla bardzo duzych energii p, jako funkcja ¢ przypomina prosta, na
ktorej sa tylko nieznaczne zafalowania. W granicznym przypadku FE = mgl
trajektoria p, = £+/2mi*mgl cos %; jest to tak zwana separatrysa, a punkt
¢ = 7 jest punktem stalym.

14



3.2 Oscylator harmoniczny - zmienne dzialanie-kat

Popatrzmy na funkcje reprezentujace rozwiazania dla oscylatora harmon-
icznego jak na przeksztalcenie kanoniczne od zmiennych (x, p) do zmiennych

(J,9)
T = —QJ sin ¢,
\ mw

p = V2Jmw cos ¢. (77)

J gra role pedu, a ¢ - wspolrzednej. Kanonicznos¢ przeksztalcenia mozna
sprawdzi¢, badajac

p$—J¢—V2ijCOS¢( mijlﬂQb‘i‘ %COSQbe)—J(ﬁ—
1, . dl .
J§ sin 2¢ + ¢J cos 2¢ = %5‘] sin 2¢. (78)

Istnieje funkcja tworzaca, przeksztalcenie jest wiec kanoniczne. Funkcja
tworzaca nie zalezy od czasu, wiec

_ 1 1 2J
H=H=_—2Jmwcos* ¢ + —mw*——sin’ ¢ = Jw. (79)
2m 2 mw

Nowe wspolrzedne spelniaja rownania Hamiltona w wyjatkowo prostej postaci

of

. OH

czyli ¢ = wt + 1, a J jest stala ruchu. Istotnie, H = E = Jw. Wielkos¢
J nazywa si¢ dziataniem, cho¢ nie jest tym samym dziataniem, ktore bylo
zdefiniowane wczesniej.

3.3 Dwa niezalezne oscylatory harmoniczne
Hamiltonian ma postac

2 5
p 1 p 1
H= 2—721 + imlwf:c% + 277;2 + imgwgaﬁ. (81)
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Oscylatory nie sa sprzezone, gdyz hamiltonian jest suma sktadnikow, ktérych
kazdy zalezy tylko od zmiennych jednego oscylatora. Rozwiazania réwnan
Hamiltona otrzymuje sie niezaleznie dla obu oscylatorow

x1(t) = Ay sin(wit + 1),

p1(t) = Aymawy cos(wit + 1), (82)
xo(t) = Agsin(wsat + 102),

pa(t) = Agmows cos(wit + 1)

Mozemy napisaé¢ dwie niezalezne stale ruchu bedace energia pierwszego

oscylatora By = smwiA? i catkowita energia £ = $miwiA? 4+ smow3 A3

Mamy
ma
Py muwiri o py | mawyr L
2m1 2 2m2 2 ’
(84)

Drugie rownanie opisuje tréjwymiarowa elipsoide zanurzona w przestrzeni
czterowymiarowej, a pierwsze - trojwymiarowy walec o przekroju eliptycznym
i dwuwymiarowej tworzacej. Uklad porusza sie wiec w przestrzeni fazowej
po dwuwymiarowej powierzchni bedacej przecieciem tych hiperpowierzchni.
Ruch jest periodyczny, jesli czestosci sa liczbami wspéimiernymi, tzn. istnieja
liczby naturalne ny i ng, takie ze njw = nswy. Wtedy po czasie 7 = 22% =
2’;—7;1 oscylatory znajda sie w takiej samej fazie, jak w ¢t = 0. Ruch jest wiec
okresowy, a trajektoria sie zamyka.

Jesli czestoscei nie sa wspotmierne trajektoria si¢ nie zamyka. Przechodzi
natomiast dowolnie blisko dowolnego punktu na hiperpowierzchni wyznac-
zonej przez wiezy, czyli jest gesta na tej hiperpowierzchni. Taki ruch nazywa
sie quasi-okresowym.

Wprowadzenie zmiennych dzialanie-kat pozwal patrze¢ na ruch jako odby-

wajacy sie po f-wymiarowym torusie.

3.4 Uwagi ogdlne

Wrhasnosci uktadu 2 oscylatorow harmonicznych okazuja sie reprezentatywne
dla duzej klasy ukladdéw.
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Uktad réwnan rézniczkowych, w szczegdlnosci rownan Hamiltona, nazywa
sie catkowalnym w kwadraturach, jesli jego rozwiazania mozna otrzymac
przez skonczona liczbe operacji algebraicznych oraz catkowanie znanych funkc;ji.

Warunek dostateczny catkowalnosci jest dany przez twierdzenie Liouville’a-
Arnolda, podane tu bez dowodu i pelnej Scistosci. Mowi ono, ze uklad réwnan
Hamiltona jest catkowany przez kwadratury, jesli istnieje f niezaleznych catek
(statych) ruchu (jedna jest energia), ktérych dla kazdej pary nawias Poissona
jest réwny zero.

Trajektorie leza na f-wymiarowej hiperpowierzchni. Jesli sa ograniczone,
to sa okresowe lub quasi-okresowe. Mozna je charakteryzowaé jako lezace na
odksztalconych torusach.

Inaczej warunek ten mozna sformutowaé, ze istnieje transformacja do
nowych zmiennych kanonicznych (.J, @) typu dzialanie-kat, czyli takich, ze
Jl = 0, qbl = (JJl(Jl, ceey Jf)

Dla f =1 jest jedna stala ruchu - energia i uklad jest catkowalny.

Na ogét znajdowanie kompletu statych ruchu jest trudne.

Na ogot uklady hamiltonowskie nie sa catkowalne. Jesli uklad nie jest
catkowalny, trajektorie nie sa na ogo6t ani okresowe ani quasi-okresowe. Ruchu
nie mozna sprowadzi¢ do odbywajacego sie po wielowymiarowym, odksztalconym
torusie.

Uklady fizyczne, w szczegolnosci hamiltonowskie, moga wykazywaé zjawisko
chaosu deterministycznego. Polega ono na specjalnej wrazliwosci na warunki
poczatkowe: trajektorie uktadow startujacych z warunkéw poczatkowych
nieznacznie sie rézniacych bardzo szybko sie rozbiegaja i uklady te zachowuja
sie jakosciowo zupelnie inaczej.

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie Poincarégo o powrocie: jesli obszar w
przestrzeni fazowej jest ograniczony, to dla wszystkich uktadéw hamiltonows-
kich po dostatecznie dtugim czasie uktad wréci dowolnie blisko stanu poczatkowego.

17



