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1 Mechanika hamiltonowska 2

1.1 Przekszta lcenia kanoniczne

Wyraźmy zmienne kanoniczne ql, pl, l = 1, 2, ..., f , przez nowe zmienne Qs,
Ps, s = 1, 2, ..., f

ql = ql(Q,P, t),

pl = pl(Q,P, t). (1)

Jak zwykle Q = (Q1, ..., Ql), P = (P1, ...Pl). Niech wystȩpuja̧ce tu funkcje
maja̧ cia̧g le pierwsze pochodne i jakobian transformacji

D(q1, ..., ql, p1, ..., pl)

D(Q1, ..., Ql, P1, ..., Pl)
6= 0, (2)

co zapewnia istnienie transformacji odwrotnej.
W starych zmiennych spe lnione sa̧ równania Hamiltona

q̇l =
∂H

∂pl
,

ṗl = −∂H
∂ql

. (3)

Przekszta lcenie kanoniczne jest takim przkszta lceniem, które zachowuje równania
Hamiltona, tzn. zachodzi

Q̇l =
∂H̄

∂Pl
,

Ṗl = − ∂H̄
∂Ql

, (4)
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z pewnym nowym hamiltonianem H̄, który w ogólności nie musi być starym
hamiltonianem H, w którym zamieniono zmienne,.

Ponieważ równania Hamiltona sa̧ równoważne zasadzie wariacyjnej musi
zachodzić

δ
∫ t1

t0
(
∑
l

plq̇l −H)dt = 0,

δ
∫ t1

t0
(
∑
l

PlQ̇l − H̄)dt = 0, (5)

przy czym δql(t0) = δpl(t0) = δql(t1) = δpl(t1) = 0, δQl(t0) = δPl(t0) =
δQl(t1) = δPl(t1) = 0;( dla wariacji pȩdów nie jest to za lożenie konieczne, ale
jest przydatne).

Odejmujȩc powyższe relacje stronami otrzymuje siȩ

δ
∫ t1

t0
[
∑
l

(plq̇l − PlQ̇l)− (H − H̄)]dt = 0 (6)

(traci siȩ na ogólności, bo można by przed odjȩciem pomnożyć jedna̧ z wari-
acji funkcjona lu przez sta la̧).

Kluczowa jest obserwacja, że dla prawdziwości ostatniej relacji wystarcza,
aby funkcja podca lkowa by la pochodna̧ zwyk la̧ pewnej funkcji Φ, tzn.

∑
l

(plq̇l − PlQ̇l)− (H − H̄) =
dΦ(Q,P, t)

dt
. (7)

Zachodzi wtedy

δ
∫ t1

t0
[
∑
l

(plq̇l − PlQ̇l)− (H − H̄)]dt = δ
∫ t1

t0

dΦ(Q,P, t)

dt
dt =

δΦ|t1t0 =
∑
l

(
∂Φ

∂Ql

δQl +
∂Φ

∂Pl
δPl)|t1t0 = 0, (8)

z powodu znikania wariacji δQl i δPl na końcach przedzia lu. Funkcjȩ Φ
nazywa siȩ funkcja̧ tworza̧ca̧ przkszta lcenia kanonicznego.

Wygodniej jest uzależnić funkcjȩ tworza̧ca̧ od tych zmiennych, których
różniczki pojawiaja̧ siȩ formule; w tym przypadku sa̧ to zmienne q iQ. Trzeba
wyrazić zmienne Pl przez zmienne qs i Qs, co jest możliwe, pod warunkiem

2



niezerowania siȩ wyznacznika | ∂ql
∂Ps
|. Oznaczmy funkcjȩ Φ(Q,P (q,Q, t), t) ≡

W (q,Q, t). Wtedy zachodzi

∑
l

(plq̇l−PlQ̇l)− (H− H̄) =
dW (q,Q, t)

dt
=

∑
l

(
∂W

∂ql
q̇l +

∂W

∂Ql

Q̇l) +
∂W

∂t
. (9)

Ponieważ pochodne wystȩpuja̧ce w ostatnim wzorze sa̧ niezależne, można
napisać

pl =
∂W

∂ql
, Pl = −∂W

∂Ql

, H̄ = H +
∂W

∂t
. (10)

Ważniejszy jest jeszcze inny wariant. Dodajmy d
dt

∑
l PlQl do obu stron relacji

∑
l

(plq̇l − PlQ̇l)− (H − H̄) =
dΦ(Q,P, t)

dt
. (11)

Otrzymamy

∑
l

(plq̇l +QlṖl)− (H − H̄) =
d

dt
(Φ(Q,P, t) +

∑
l

PlQl). (12)

Jeśli wyrazimy zmienne Ql przez zmienne qs i Ps, co jest możliwe pod warunk-
iem niezerowania siȩ wyznacznika | ∂ql

∂Qs
| i przyjmiemy Φ(Q(q, P, t), P, t) +∑

l PlQl(q, P, t) = S(q, P, t), otrzymamy

∑
l

(plq̇l +QlṖl)− (H − H̄) =
dS

dt
=

∑
l

(
∂S

∂ql
q̇l +

∂S

∂Pl
Ṗl) +

∂S

∂t
. (13)

Można znowu przyrównać wspó lczynniki stoja̧ce przy pochodnych i napisać

pl =
∂S

∂ql
, Ql =

∂S

∂Pl
, H̄ = H +

∂S

∂t
. (14)

Można także zapisać warunki na kanoniczność przekszta lcenia za pomoca̧
wariacji zmiennych, zamiast ich pochodnych (czy ró.zniczek). Korzystaja̧c z
wyprowadzonych wyżej relacji

∑
l

(plδql − PlδQl) =
∑
l

(
∂W

∂ql
δql +

∂W

∂Ql

δQl) = δW, (15)
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lub ∑
l

(plδql +QlδPl) =
∑
l

(
∂S

∂ql
δql +

∂S

∂Pl
δPl) = δS, (16)

lub, korzystaja̧c z tego, że δW (q,Q, t) = δΦ(Q,P (q,Q, t), t),∑
l

(plδql − PlδQl) = δΦ(Q,P, t). (17)

Okazuje siȩ, że w tej ostatniej postaci daje siȩ przedstawić warunek
konieczny i dostateczny kanoniczności przekszta lcenia.

Przekszta lcenia kanoniczne tworza̧ grupȩ.
1. z lożenie dwóch przekszta lceń kanonicznych jest przekszta lceniem kanon-

icznym. Przejdźmy od zmiennych (q, p) do zmiennych (Q′, P ′), a nastȩpnie
do zmiennych (Q,P ). Z kanoniczności wynika∑

l

(plδql − P ′l δQ′l) = δΦ1,∑
l

P ′l δQ
′
l − PlδQl) = δΦ2 (18)

Po dodaniu tych relacji otrzymujemy∑
l

(plδql − PlδQl) = δ(Φ1 + Φ2). (19)

Funkcja tworza̧ca dla z lożenia transformacji jest suma̧ funkcji tworza̧cych
obu transformacji.

2.  La̧czność sk ladania transformacji wynika z  la̧czności dodawania funkcji
tworza̧cych.

3. Transformacja tożsamościowa jest kanoniczna, bo
∑
l(plδql−plδql) = 0,

a wiȩc funkcja̧ tworza̧ca̧ jest Φ ≡ 0.

4. Transformacja odwrotna do kanonicznej jest kanoniczna, bo jeśli
∑
l(plδql−

PlδQl) = δΦ, to
∑
l(PlδQl − plδql) = δ(−Φ). Funkcja tworza̧ca dla trans-

formacji odwrotnej jest funkcja̧ tworza̧ca̧ dla transformacji prostej, wziȩta̧ z
przeciwnym znakiem.

Transformacja kanoniczna zachowuje nawiasy Poissona, tzn.

{F,G} =
∑
l

(
∂F

∂ql

∂G

∂pl
− ∂G

∂ql

∂F

∂pl
) =

∑
l

(
∂F

∂Ql

∂G

∂Pl
− ∂G

∂Ql

∂F

∂Pl
) = {F,G}′. (20)
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Dowód jest żmudny i nie bȩdzie tu przeprowadzony. Można go znaleźć w
podrȩczniku Rubinowicza.

Ewolucja uk ladu hamiltonowskiego od (q0, p0) do (q(t), p(t)), gdzie ql0 =
ql(t0), pl0 = pl(t0), może być uważana za transformacjȩ kanoniczna̧:

ql(t) = ql(q0, p0, t), pl = pl(q0, p0, t). (21)

Zbadajmy

∑
(plδql − pl0δql0) =

∑
l

plδql|tt0 =
∫ t

t0

d

dt

∑
l

plδqldt =
∫ t

t0

∑
l

(ṗlδql + plδq̇l)dt

=
∫ t

t0

∑
l

(
∂L

∂ql
δql +

∂L

∂q̇l
δq̇l)dt =

∫ t

t0
δLdt = δ

∫ t1

t0
Ldt. (22)

Funkcja̧ tworza̧ca̧ jest wiȩc dzia lanieW (q0, p0, t) =
∫ t
t0
L(q(q0, p0, t), p(q0, p0, t), t)dt.

1.2 Przyk lady przekszta lceń kanonicznych

1. Przekszta lcenie w dwuwymiarowej przestrzeni fazowej

q = P

p = −Q. (23)

Badamy pq̇ − PQ̇ = −QṖ − PQ̇ = d
dt

(−PQ). Zatem istnieje funkcja
tworza̧ca Φ(Q,P ) = −PQ, czyli przekszta lcenie jest kanoniczne. Warto
zwrócić uwagȩ, że to, które ze zmiennych kanonicznych sa̧ wspó lrzȩdnymi,
a które pȩdami, jest do pewnego stopnia umowne. Minus w powyższej trans-
formacji jest kluczowy; bez niego transformacja nie by laby kanoniczna.

2. Rozważmy ogólniejsza̧ transforemacjȩ

q = αQ+ βP,

p = γQ+ εP. (24)

Badamy wyrażenie

pq̇ − PQ̇ = (γQ+ εP )(αQ̇+ βṖ )− PQ̇ = (25)

αγQQ̇+ βγQṖ + (αε− 1)PQ̇+ βεP Ṗ =
d

dt
Φ(Q,P ) =

∂Φ

∂Q
Q̇+

∂Φ

∂P
Ṗ .
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Porównuja̧c wyrazy przy pochodnych otrzymujemy warunki

αγQ+ (αε− 1)P =
∂Φ

∂Q
,

βγQ+ βεP =
∂Φ

∂P
. (26)

Sca lkujmy jedno z równań, np. drugie, po P , pamiȩtaja̧c, że sta la pojawiaja̧
siȩ przy ca lkowaniu po jednej zmiennej może zależeć od drugiej

βγQP + βε
1

2
P 2 + C(Q) = Φ. (27)

Wstawiaja̧c ten wynik do pierwszego z równań otrzymujemy

αγQ+ (αε− 1)P = βγP +
d

dQ
C. (28)

Równanie to może być spe lnione, gdy (αε−1) = βγ i to jest warunek kanon-
iczności przkszta lcenia. Funkcja C(Q) ma postać C(Q) = αγ 1

2
Q2 +C0, gdzie

C0 jest już sta la̧ niezależna̧ od P ani Q, ca la funkcja tworza̧ca ma postać

Φ(Q,P ) = βε
1

2
P 2 + αγ

1

2
Q2 + +βγPQ+ C0. (29)

3. Rozważmy przekszta lcenie nieliniowe

q =
√
Q cos 2P,

p =
√
Q sin 2P. (30)

Badamy wyrażenie

pq̇ − PQ̇ =
√
Q sin 2P (

1

2
√
Q
Q̇ cos 2P −

√
Q sin 2P2Ṗ )− PQ̇ =

Q̇(
1

4
sin 4P − P )− ṖQ2 sin2 2P =

dΦ

dt
=
∂Φ

∂Q
Q̇+

∂Φ

∂P
Ṗ . (31)

Musza̧ być spe lnione równania

∂Φ

∂Q
=

1

4
sin 4P − P,

∂Φ

∂P
= −2Q sin2 2P. (32)
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Ca lkuja̧c pierwsze równanie po dQ otrzymujemy

Φ = Q(
1

4
sin 4P − P ) + C(P ). (33)

Wstawiaja̧c ten wynik do drugiego równania dostaje siȩ

Q(cos 4P − 1) +
dC(P )

dP
= −2Q sin2 2P. (34)

Ze wzglȩdu na tożsamość trygonometryczna̧ obie strony ostatniej relacji sa̧
równe dla C(P ) = const. Przekszta lcenie jest wiȩc kanoniczne.

4. Rozważmy z kolei przekszta lcenie

q = −QctgP,

p = log cosP (35)

Zbadajmy teraz wyrażenie inne niż poprzednio. Jeśli pq̇ − PQ̇ = dΦ
dt

to po

odjȩciu od obu stron d
dt

(pq) otrzymamy −qṗ − QṖ = d
dt

(Φ − pq); Φ − pq to
też jest dobra funkcja tworza̧ca.

−qṗ− PQ̇ = QctgP
− sin P

cos P
Ṗ− PQ̇ = − d

dt
(PQ). (36)

Istnieje funkcja tworza̧ca, przekszta lcenie jest wiȩc kanoniczne. Szukanie
funkcji tworza̧cej dla pq̇−PQ̇ też by loby poprawne, lecz ca lki i funkcja by lyby
bardziej skomplikowane.

2 Równanie Hamiltona-Jacobiego

Równania Hamiltona stanowia̧ uk lad 2f równań różniczkowych pierwszego
rzȩdu, a ich rozwia̧zanie jest na ogó l k lopotliwe. Można przerzucić trudność
na znalezienie przekszta lcenia kanonicznego do takich zmiennych, w których
rozwia̧zanie jest proste. Równanie Hamiltona-Jacobiego jest równaniem różniczkowym
cza̧stkowym na funkcjȩ tworza̧ca̧ takiego przekszta lcenia.

Niech równania Hamiltona w wyj́sciowych zmiennych (q, p) maja̧ typowa̧
postać

q̇l =
∂H

∂pl
,

ṗl = −∂H
∂ql

, (37)
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z pewnym hamiltonianem H(q, p, t). Celem jest znalezienie przekszta lcenia
kanonicznego prowadza̧cego do zmiennych (Q,P ), takich że nowy hamilto-
nian H̄(Q,P ) ≡ 0.

W nowych zmiennych równania Hamiltona siȩ trywializuja̧

Q̇l =
∂H̄

∂Pl
= 0,

Ṗl = − ∂H̄
∂Ql

= 0, (38)

a wiȩc rozwia̧zania sa̧ Ql = αl = const., Pl = βl = const., l = 1, 2, ..., f .
Aby znaleźć przekszta lcenie i jego funkcjȩ tworza̧ca̧ wykorzystamy wyprowad-

zone wyżej zwia̧zki

pl =
∂S

∂ql
, Ql =

∂S

∂Pl
, H̄ = H +

∂S

∂t
, S = S(q, P, t). (39)

Poszukiwany warunek na funkcjȩ tworza̧ca̧ S przybiera wiȩc postać

H(q1, ..., qf ,
∂S

∂q1

, ...,
∂S

∂qf
, t) +

∂S

∂t
= 0. (40)

Ostatnie równanie nazywa siȩ równaniem Hamiltona-Jacobiego.
Rozwia̧zanie ogólne równania cza̧stkowego pierwszego rzȩdu f + 1 zmi-

ennych, tzn, (q1, ..., qf , t), zawiera f + 1 sta lych. Równanie zawiera tylko
pochodne funkcji S, a wiȩc jedna sta la jest addytywna i nie bȩdzie tu is-
totna. Pozosta le sta le to β1, β2, ..., βf . Relacja Ql = ∂S

∂Pl
przybiera postać

αl =
∂S(q1, ..., qf , β1, ..., βf , t)

∂βl
. (41)

Te ostatnie relacje, w liczbie f , stanowia̧ poszukiwane rozwia̧zania ql = ql(t),
dane w postaci uwik lanej. Ważne jest, aby sta le βl da ly siȩ wyznaczyć przez
odwrócenie ostatnich relacji, co wymaga, aby wyznacznik | ∂2S

∂ql∂βs
| 6= 0.

Relacje

pl =
∂S(q1, ..., qf , β1, ..., βf , t)

∂ql
(42)

przedstawiaja̧ zależność pȩdów uogólnionych od czasu.
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Jeśli hamiltonian nie zależy od czasu, to można odseparować czas w
równaniu Hamiltona-Jacobiego, czyli szukać rozwia̧zania w postaci

S(q1, ..., qf , β1, ..., βf , t) = S0(q1, ..., qf , β1, ..., βf )− Et, (43)

gdzie E jest sta la̧ o mianie energii; nie jest nowa̧ sta la̧, lecz musi wyrażać
siȩ przez sta le βl, a może być jedna̧ z nich. Równanie Hamiltona-Jacobiego
przybiera postać

H(q1, ..., qf ,
∂S0

∂q1

, ...,
∂S0

∂qf
) = E. (44)

Wtedy rozwia̧zania daje siȩ zapisać w postaci

αl +
∂E

∂βl
t =

∂S0(q1, ..., qf , β1, ..., βf )

∂βl
. (45)

Jeśli któraś ze wspó lrzȩdnych, np, q1, jest cykliczna, czyli hamiltonian od
niej nie zależy, też można wykonać speracjȩ tej zmiennej

S0(q1, ..., qf , β1, ..., βf ) = S1(q2, ..., qf , β1, ..., βf ) + β1q1. (46)

Równanie Hamiltona-Jacobiego już po separacji czasu ma postać

H(q2, ..., qf , β1,
∂S1

∂q2

, ...,
∂S1

∂qf
) = E. (47)

Otrzymujemy wtedy rozwia̧zania

αl =
∂S1

∂βl
− ∂E

∂βl
t, pl =

∂S1

∂βl
, l = 2, 3, ..., f

α1 =
∂S1

∂β1

+ q1 −
∂E

∂β1

t, p1 = β1, l = 1. (48)

2.1 Przyk lad oscylator harmoniczny

Hamiltonian ma postać

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2. (49)

Równanie Hamiltona-Jacobiego przybiera postać

1

2m
(
dS0

dx
)2 +

mω2

2
x2 = E, (50)
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gdzie E = β1 jest jedyna̧ sta la̧.
Zatem

dS0

dx
= ±
√

2mE −m2ω2x2, (51)

a
S0 = ±

∫ √
2mE −m2ω2x2dx (52)

Nie ma potrzeby wyliczania ostatniej ca lki. Zachodzi natomiast

α +
∂E

∂E
t =

∂S0

∂E
= ±

∫ 2m

2
√

2mE −m2ω2x2
dx, (53)

czyli

α + t = ± 1

ω

∫ dx√
2E
mω2 − x2

= ± 1

ω
arcsin

x√
2mE
m2ω2

, (54)

czyli

x = ±
√

2E

mω2
sinω(t+ α). (55)

Otrzymano wiȩc inna̧ metoda̧ dobrze znane rozwia̧zanie.

2.2 Zagadnienie dwóch cia l

Po wprowadzeniu wspó lrzȩdnych biegunowych dla ruchu wzglȩdnego hamil-
tonian ma postać

H =
1

2µ
(p2
r +

1

r2
p2
φ) +

α

r
. (56)

(α jest wspó lczynnikiem w potencjale grawitacyjnym lub kulombowskim, nie
mylić ze sta lymi αl). Równanie Hamiltona-Jacobiego ma postać

1

2µ
[(
∂S0

∂r
)2 +

1

r2
(
∂S0

∂φ
)2] +

α

r
= E. (57)

Energia pe lni rolȩ sta lej E = β2.
W hamiltonianie jest zmienna cykliczna φ. Można dokonać separacji

biora̧c
S0(r, φ, β1β2) = S1(r, β1β2) + β2φ. (58)
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Otrzymamy wtedy równanie

1

2µ
[(
dS1

dr
)2 +

β2
2

r2
] +

α

r
= E. (59)

Zatem
dS1

dr
=

√
2µ(E − α

r
)− β2

2

r2
, (60)

czyli

S1 =
∫ √

2µ(E − α

r
)− β2

2

r2
dr. (61)

Rozwia̧zania otrzymujemy jako

α1 + t =
∂S1

∂E
=

∫ 2µ

2
√
µ(E − α

r
)− β2

2

r2

dr,

α2 =
∂S0

∂β2

= φ+
∫ −2β2

r2

2
√

2µ(E − α
r
)− β2

2

r2

dr,

pr =
∂S0

∂r
=

∫ −2µ−α
r2

+
2β2

2

r3

2
√

2µ(E − α
r
)− β2

2

r2

dr,

pφ =
∂S0

∂φ
= β2. (62)

Ostatnia z powyższych relacji identyfikuje sta la̧ β2 z momentem pȩdu JSz .
Ca lki w tych równaniach można wykonać, uzyskuja̧c wyniki otrzymane

wcześniej inna̧ metoda̧. Szczegó ly rachunkowe można znaleźć w podrȩczniku
Rubinowicza.

2.3 Rachunek zaburzeń

Równanie Hamiltona-Jacobiego stwarza możliwości przybliżonego rozwia̧zywania
równań ruchu. Niech hamiltonian sk lada siȩ z dwóch czȩści

H = H0(q, p, t) +H1(q, p, t), (63)

gdzie H1 jest w pewnym sensie ”ma ly”. Niech znane bȩdzie rozwia̧zanie
ogólne równania Hamiltona-Jacobiego dla hamiltonianu H0

H0(q,
∂S

∂q
, t) +

∂S

∂t
= 0, (64)
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(q = (q1, ..., qf ),
∂S
∂q

= ( ∂S
∂q1
, ..., ∂S

∂qf )
)). Zachodzi S = S(q, β, t), pl = ∂S

∂ql
,

αl = ∂S
∂βl

, rozwia̧zania daje siȩ zapisać jako ql = q0
l (α, β, t), pl = p0

l (α, β, t).
WprowadzenieH1 powoduje, że dotychczasowe sta le αl i βl staja̧ siȩ funkc-

jami czasu (tzw. procedura uzmienniania sta lych). Transformacja kanon-
iczna do teraz już zmiennych αj i βj prowadzi do hamiltonianu

H̄ = H +
∂S

∂t
= H0 +H1 +

∂S

∂t
= H1. (65)

Funkcje αl(t) i βl(t) spe lniaja̧ równania Hamiltona

α̇l =
∂H1

∂βl
,

β̇l = −∂H1

∂αl
, (66)

gdzie H1 = H1(q0(α, β, t), p0(α, β, t), t).
Jeśli H1 jest ”ma le”, to funkcje αl i βl sa̧ wolnozmienne i można je w

przybliżeniu zasta̧pić przez ich wartości pocza̧tkowe αl0 = αl(t0) i βl0 =
βl(t0). Rozwia̧zywanie równań sprowadza siȩ wtedy do obliczania ca lek ze
znanych funkcji

αl = αl0 +
∫ t

t0

∂H1(q0(α0, β0, t), p
0(α0, β0, t), t)

∂βl0
dt,

βl = βl0 −
∫ t

t0

∂H1(q0(α0, β0, t), p
0(α0, β0, t), t)

∂αl0
dt, (67)

Przyk lad: zaburzony oscylator harmoniczny

Niech hamiltonian ma postać

H =
1

2m
p2 +

1

2
mω2x2 + γx4. (68)

Potencja l harmoniczny zosta l wiȩc zaburzony wyrazem H1 = γx4.
Rozwia̧zanie równań Hamiltona w nieobecności zaburzenia podano wyżej

x0 =

√
2β

mω2
sinω(t+ α), (69)
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gdzie energiȩ E oznaczono jako β, jak w ogólnej teorii.
Po wprowadzeniu zaburzenia dotychczasowe sta le α i β staja̧ siȩ zmien-

nymi, spe lniaja̧cymi równania Hamiltona

α̇ =
∂

∂β
γ[

√
2β

mω2
sin(ωt+ α)]4 = γ

8β

m2ω4
sin4(ωt+ α), (70)

β̇ = − ∂

∂α
γ[

√
2β

mω2
sin(ωt+ α)]4 = −γ 4β2

m2ω4
4 sin3(ωt+ α) cos(ωt+ α).

Przybliżenie polega na tym, że zastȩpuje siȩ wolnozmienne funkcje α(t) i
β(t) po prawej stronie przez ich wartości pocza̧tkowe α0 i β0. Wtedy można
wykonać ca lkowanie

α(t) = α0 +
∫ t

t0
γ

8β0

m2ω4
sin4(ωt+ α0)dt, (71)

β(t) = β0 −
∫ t

t0
γ

4β2
0

m2ω4
4 sin3(ωt+ α0) cos(ωt+ α0)dt.

Możliwe sa̧ kolejne przybliżenia, które polegaja̧ na tym że funkcje α(t)
i β(t) policzone w poprzednim kroku wstawia siȩ po prawej stronie równań
Hamiltona. Pozostaje trudność obliczania coraz bardzie skomplikowanych
ca lek, ale nie ma równań różniczkowych do rozwia̧zania.

3 Trajektorie w przestrzeni fazowej i rozwia̧zywalność

równań

3.1 Proste trajektorie

W prostych przypadkach można  latwo zanalizować kszta lt trajektorii.

1. Oscylator harmoniczny
Rozwia̧zania równania ruchu sa̧

x(t) = A sin(ωt+ ψ),

p(t) = mẋ = Amω cos(ωt+ ψ), (72)
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gdzie A jest amplituda̧, a ψ - faza̧ pocza̧tkowa̧. Z powyższych rozwia̧zań
można wyrugować czas, otrzymuja̧c równanie trajektorii

x2

A2
+

p2

A2m2ω2
= 1. (73)

W uk ladzie wspó lrzȩdnych (xp) trajektoria̧ jest elipsa. Ponieważ masa i
czȩstość oscylatora sa̧ ustalone, jedynym parametrem jest amplitudaA, określona
przez energiȩ E = p2

2m
+ 1

2
mω2x2 = 1

2
mA2ω2. Amplituda, a wiȩc energia

określaja̧ rozmiary elipsy.

2. Wahad lo matematyczne

Niech, jak poprzednio, φ jest odchyleniem od pionu, m jest masa̧, a l -
d lugościa̧. Lagranżjan ma postać

L =
1

2
ml2φ̇2 +mgl cosφ. (74)

Pȩd uogólniony pφ = ∂L
∂φ̇

= ml2φ̇. Hamiltonian jest energia̧ i ma postać

p2
φ

2ml2
−mgl cosφ = E. (75)

Można sta̧d wyliczyć pȩd

pφ = ±
√

2ml2(E +mgl cosφ). (76)

W zależności od wartości energii trajektoria w uk ladzie wspó lrzȩdnych (φpφ)
jest nieograniczona dlaE > −mgl (wszystkie ka̧ty sa̧ dozwolone), lub ogranic-
zona dla ma lych energii (dozwolone tylko ka̧ty, dla których wyrażenie pod
pierwiastkiem jest nieujemne).

Dla najmniejszych energii, gdy dozwolone sa̧ tylko tak ma le ka̧ty, że
cosφ ≈ 1− 1

2
φ2, czyli w przybliżeniu ma lych drgań, trajektoria przechodzi w

elipsȩ. Dla bardzo dużych energii pφ jako funkcja φ przypomina prosta̧, na
której sa̧ tylko nieznaczne zafalowania. W granicznym przypadku E = mgl
trajektoria pφ = ±

√
2ml2mgl cos φ

2
; jest to tak zwana separatrysa, a punkt

φ = π jest punktem sta lym.
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3.2 Oscylator harmoniczny - zmienne dzia lanie-ka̧t

Popatrzmy na funkcje reprezentuja̧ce rozwia̧zania dla oscylatora harmon-
icznego jak na przekszta lcenie kanoniczne od zmiennych (x, p) do zmiennych
(J, φ)

x =

√
2J

mω
sinφ,

p =
√

2Jmω cosφ. (77)

J gra rolȩ pȩdu, a φ - wspó lrzȩdnej. Kanoniczność przekszta lcenia można
sprawdzić, badaja̧c

pẋ− Jφ̇ =
√

2Jmω cosφ(

√
2

mω

1

2
√
J
J̇ sinφ+

√
2J

mω
cosφφ̇)− Jφ̇ =

J̇
1

2
sin 2φ+ φ̇J cos 2φ =

d

dt

1

2
J sin 2φ. (78)

Istnieje funkcja tworza̧ca, przekszta lcenie jest wiȩc kanoniczne. Funkcja
tworza̧ca nie zależy od czasu, wiȩc

H̄ = H =
1

2m
2Jmω cos2 φ+

1

2
mω2 2J

mω
sin2 φ = Jω. (79)

Nowe wspó lrzȩdne spe lniaja̧ równania Hamiltona w wyja̧tkowo prostej postaci

J̇ = −∂H̄
∂φ

= 0.

φ̇ =
∂H̄

∂J
= ω, (80)

czyli φ = ωt + ψ, a J jest sta la̧ ruchu. Istotnie, H̄ = E = Jω. Wielkość
J nazywa siȩ dzia laniem, choć nie jest tym samym dzia laniem, które by lo
zdefiniowane wcześniej.

3.3 Dwa niezależne oscylatory harmoniczne

Hamiltonian ma postać

H =
p2

1

2m1

+
1

2
m1ω

2
1x

2
1 +

p2
2

2m2

+
1

2
m2ω

2
2x

2
2. (81)
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Oscylatory nie sa̧ sprzȩżone, gdyż hamiltonian jest suma̧ sk ladników, których
każdy zależy tylko od zmiennych jednego oscylatora. Rozwia̧zania równań
Hamiltona otrzymuje siȩ niezależnie dla obu oscylatorów

x1(t) = A1 sin(ω1t+ ψ1),

p1(t) = A1m1ω1 cos(ω1t+ ψ1), (82)

x2(t) = A2 sin(ω2t+ ψ2),

p2(t) = A2m2ω2 cos(ω1t+ ψ1)

Możemy napisać dwie niezależne sta le ruchu bȩda̧ce energia̧ pierwszego
oscylatora E1 = 1

2
m1ω

2
1A

2
1 i ca lkowita̧ energia̧ E = 1

2
m1ω

2
1A

2
1 + 1

2
m2ω

2
2A

2
2.

Mamy

p2
1

2m1

+
m1ω

2
1x

2
1

2
= E1, (83)

p2
1

2m1

+
m1ω

2
1x

2
1

2
+

p2
2

2m2

+
m2ω

2
2x

2
2

2
= E,

(84)

Drugie równanie opisuje trójwymiarowa̧ elipsoidȩ zanurzona̧ w przestrzeni
czterowymiarowej, a pierwsze - trójwymiarowy walec o przekroju eliptycznym
i dwuwymiarowej tworza̧cej. Uk lad porusza siȩ wiȩc w przestrzeni fazowej
po dwuwymiarowej powierzchni bȩda̧cej przeciȩciem tych hiperpowierzchni.
Ruch jest periodyczny, jeśli czȩstości sa̧ liczbami wspó lmiernymi, tzn. istnieja̧
liczby naturalne n1 i n2, takie że n1ω = n2ω2. Wtedy po czasie τ = 2πn2

ω1
=

2πn1

ω2
oscylatory znajda̧ siȩ w takiej samej fazie, jak w t = 0. Ruch jest wiȩc

okresowy, a trajektoria siȩ zamyka.
Jeśli czȩstości nie sa̧ wspó lmierne trajektoria siȩ nie zamyka. Przechodzi

natomiast dowolnie blisko dowolnego punktu na hiperpowierzchni wyznac-
zonej przez wiȩzy, czyli jest gȩsta na tej hiperpowierzchni. Taki ruch nazywa
siȩ quasi-okresowym.

Wprowadzenie zmiennych dzia lanie-ka̧t pozwal patrzeć na ruch jako odby-
waja̧cy siȩ po f -wymiarowym torusie.

3.4 Uwagi ogólne

W lasności uk ladu 2 oscylatorów harmonicznych okazuja̧ siȩ reprezentatywne
dla dużej klasy uk ladów.

16



Uk lad równań różniczkowych, w szczególności równań Hamiltona, nazywa
siȩ ca lkowalnym w kwadraturach, jeśli jego rozwia̧zania można otrzymać
przez skończona̧ liczbȩ operacji algebraicznych oraz ca lkowanie znanych funkcji.

Warunek dostateczny ca lkowalności jest dany przez twierdzenie Liouville’a-
Arnolda, podane tu bez dowodu i pe lnej ścis lości. Mówi ono, że uk lad równań
Hamiltona jest ca lkowany przez kwadratury, jeśli istnieje f niezależnych ca lek
(sta lych) ruchu (jedna̧ jest energia), których dla każdej pary nawias Poissona
jest równy zero.

Trajektorie leża̧ na f -wymiarowej hiperpowierzchni. Jeśli sa̧ ograniczone,
to sa̧ okresowe lub quasi-okresowe. Można je charakteryzować jako leża̧ce na
odkszta lconych torusach.

Inaczej warunek ten można sformu lować, że istnieje transformacja do
nowych zmiennych kanonicznych (Jl, φl) typu dzia lanie-ka̧t, czyli takich, że
J̇l = 0, φ̇l = ωl(J1, ..., Jf ).

Dla f = 1 jest jedna sta la ruchu - energia i uk lad jest ca lkowalny.
Na ogó l znajdowanie kompletu sta lych ruchu jest trudne.
Na ogó l uk lady hamiltonowskie nie sa̧ ca lkowalne. Jeśli uk lad nie jest

ca lkowalny, trajektorie nie sa̧ na ogó l ani okresowe ani quasi-okresowe. Ruchu
nie można sprowadzić do odbywaja̧cego siȩ po wielowymiarowym, odkszta lconym
torusie.

Uk lady fizyczne, w szczególności hamiltonowskie, moga̧ wykazywać zjawisko
chaosu deterministycznego. Polega ono na specjalnej wrażliwości na warunki
pocza̧tkowe: trajektorie uk ladów startuja̧cych z warunków pocza̧tkowych
nieznacznie siȩ różnia̧cych bardzo szybko siȩ rozbiegaja̧ i uk lady te zachowuja̧
siȩ jakościowo zupe lnie inaczej.

Prawdziwe jest również twierdzenie Poincarégo o powrocie: jeśli obszar w
przestrzeni fazowej jest ograniczony, to dla wszystkich uk ladów hamiltonows-
kich po dostatecznie d lugim czasie uk lad wróci dowolnie blisko stanu pocza̧tkowego.
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