Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna cz.8

1 Mechanika hamiltonowska 1

Réwnania Lagrange’a Il rodzaju stanowia uklad f réownan drugiego rzedu.
Mozna je napisa¢ w postaci 2f rownan pierwszego rzedu traktujac ¢ jako
niezalezna zmienna v;

4oL _ oL
dt c%l aql N
dq

— = U (1)

Okazuje sie, ze zamiast wspolrzednych i predkosci bardziej korzystne jest
potraktowanie jako zmiennych niezaleznych wspétrzednych i pedéw. Oznacza

to, ze z relacji p; = g—fl mozna wyliczy¢ predkos’ci To jest mozliwe przy
zalozeniu, ze wyznacznik macierzy | 85 L = |2 8vz (%S # 0.
Wezmy funkcje
q p7 Zplvl q, p7 L(Qa U(Qapa t)a t)a (2)

zwang funkcja Hamiltona lub hamiltonianem. Jest to funkcja G z wezesniejszego

rozdzialu, w ktorej predkosci wyrazono przez wspédlrzedne i pedy. Przy

zalozeniach, ze wspotrzedne uogoélnione wprowadzono w sposob niezalezny

od czasu i ze istnieje energia potencjalna, jest to energia catkowita uktadu.
Obliczmy pochodna

61}[ oL (91)1 oL .
Zpl Z == = —Ds; (3)
3(18 9qs 0q5 dui 9gs 9qs
gdzie skorzystano z tego, ze gL = p; oraz z réwnania Lagrange’a dla zmiennej

gs-



Podobnie obliczmy

oH o 81}1 oL Oy,

3ps:;(3p R Ds Zﬁvzﬁpszvszqs’ @)

gdzie skorzystano z tego, ze p; = g—fl.

Otrzymany uktad 2f rownan pierwszego rzedu

. OH
QS - aps )

: oH

pS - aqs (5)

nosi nazwe rownan kanonicznych Hamiltona.

Przy zalozeniu, ze funkcja Hamiltona jest dostatecznie regularna, rozwiazania
réwnaii Hamiltona przy zadanych warunkach poczatkowych ¢ (tg) = qpo i
pi(to) = po, L = 1,2, ..., f, maja rozwiazania i sa one jednoznaczne.

Punkt o 2 f wspétrzednych (¢i, ..., ¢f, p1, ...ps) okresla stan uktadu punktéw
materialnych, a przestrzen 2 f - wymiarowa, zlozona z takich punktéw nazywa
sie przestrznia fazowa. Trajektorie w przestrzeni fazowej sie nie przecinaja,
co wynika z jednoznacznosci rozwiazan rownan Hamiltona.

7 powyzszego wyprowadzenia wynika, ze z réwnan Lagrange’a wynikaja
rownania Hamiltona.

Mozna przeprowadzi¢ rozumowanie w druga strone. Niech spelione beda

rownania Hamiltona. Z relacji v; = gH mozna wyznaczy¢ p; = pi(q, v, t), jesli

tylko wyznacznik | a”l | # 0.
Lagranzjan ma postac

L(g,v,t) =" pi(q, v, t)v, — H(g, plq,v,1),1). (6)

Mozna obliczy¢ pochodne

oL oy oH OH Op, oH .
=y Ay Ry (7)
8(15 1 aQS aqs l apl aQS 8q$
gdzie skorzystano z relacji v; = g—g oraz z rOwnania Hamiltona —gi = Ds.
Podobnie obliczmy pochodna
oL 8pl 8@1 OH (9])1
_ N = = ps, 8
ov, 7 (8vsvl o (%S) T Opy Ov, b (8)



gdzie skorzystano z tego, ze gTZ = v;. Otrzymano wiec réwnania Lagrange’a
w postaci
. 0L
ps - aqSJ
oL
G = g, = Vs 9)

Z réwnan Hamiltona wynikaja wiec rownania Lagrange’a.

Jesli hamiltonian nie zalezy od pewnej wspélrzednej ¢;, to p; = — o _

ag, = U
zatem ped zwiazany z ta wspoélrzedna jest stata ruchu. Taka wspotrzedna
nazywamy cykliczna.

1.1 Punkt materialny bez wiezow, wspodlrzedne kartezjanskie

Lagranzjan ma postac

L= E(xQ—Fyz—l—zz) — V(z,y,z,t). (10)
Pedy uogdélnione, w tym przypadku tozsame z kinetycznymi, sa: p, = max,
py = my, p, = mz. Nalezy predkosci wyrazi¢ przez pedy: @ = %px, Y= %py,
z= %pz. Hamiltoniam ma postac

H = po +pyf+pe2 = (@ + 7+ 2) +V = (11)
“m Y N 2'm2  m2 m2 om Y EE ’

Hamiltonian jest wiec energia catkowita. Roéwnania Hamiltona maja wigc
postac

OH  p,

P = == 12
ov

i analogicznie dla zmiennych y i z.0Otrzymano réwnania réwnowazne rownaniom
Newtona.



1.2 Naladowana czastka w pole elektromagnetycznym

Jak pokazano wyzej, lagranzjan dla czastki o masie m i tadunku ¢) ma postaé

L:%%?—Q¢+QAf (14)
Ped uogdélniony ma posta¢ p = mr + QA, a wiec predkos¢ wyraza sie jako
t=_-(p—QA.
Hamiltonian nalezy wiec napisa¢ jako
) 1 m 1 1
H=pr—L=p—(p-QA)— ——(p-QA)’+Qp—QA—(p-QA) =
m 2m m
1
—(p—QA) : 15
5, (P = QA)" + Q0 (15)

W tym przypadku nie ma energii potencjalnej, hamiltonian nie jest wiec
energia.

1.3 Czastka bez wiezow, wspoélrzedne kuliste

Lagranzjan i pedy uogolnione obliczone byly wczesniej

1 . .
L=T-V = -m@?*+7r%0*+r?sin®0¢*) — V(r,0, ¢). 16
2
Wspélrzednym kulistym odpowiadaja pedy uogélnione
_OL_
br="9; ="
oL o
Po Y] (17)
oL 220
= — = mr-sin” ¢.
Po =3 J ¢

Hamiltonian jest suma energii kinetycznej i potencjalnej. Nalezy tylko wyrazi¢
predkosci uogplnione przez pedy. Otrzymuje sie

1 p2 p2
H=_— 2 ro ¢
2m (P + 72 + r2sin’ @

)+ V. (18)

Jesli V' = V(r), hamiltonian nie zalezy od ¢, zatem ¢ jest zmienng cykliczna,
De jest wielkoscia zachowana (jest tozsame z .J,).
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1.4 Zagadnienie dwoch cial
Lagranzjan ma postac

L) 2792 o
L== - —.
42 g -

Pedy uogdlnione sa

pr = pr,
ps = o
Hamiltonian jest suma energii kinetycznej i potencjalnej

1 p2 a
H=—p+=2)+—.

Réwnania Hamiltona maja postac

. OH p,

r = = —,
p, H

. 0OH pi a
br=""g, = urs  r?

y_ OH _ o

-~ Opy  pr?’
: OH

1.5 Male drgania

Dla pewnego uktadu wykonujecego malte drgania lagranzjan ma postac

1 1
L = —(i* + 4dy + 59%) — 5(3:52 + 2zy + 7).

2

Latwo sprawdzi¢, ze réwnania Lagrange’a maja postac

i+2+3r+y=0,
2i +5ij+x +y =0.

(20)

(22)

(23)

(24)



Pedy uogdlnione sa

Pr = T+ 2y,
py = 2 + 57, (25)

Predkosci wyrazaja sie zatem przez pedy jako

T = 5p, — 2py,
y - _2pac +py~ (26)

Hamiltonian ma postaé

. ) 1 1
H=pi+py—L= 5(5%20 — Apepy + P2) + 5(31'2 +2zy + o). (27)

Roéwnania Hamiltona maja postaé

T = 5p, — 2py,

Y = —2p, + Dy, (28)
pe = — (37 +y),

py =—(z+y).

1.6 Ruch po powierzchni stozka w polu grawitacujnym

Os$ stozka ustawiona jest pionowo i ma kierunek osi z. Rownanie wiezéw jest
2% +1y? —a?2? = 0. Przyjmijmy wspéhrzedne uogélnione: z oraz kat ¢ obrotu
wokol osi z.

Wspoélrzedne kartezjanskie wyrazaja sie przez uogdlnione

x =/2% 4+ y?cosp = azcos P,
y = /2% + y?sin ¢ = azsin ¢. (29)

Predkosci uogdlnione sa

T = azcos ¢ — azsin ¢¢,
§ = aZsin ¢ + az cos o. (30)
Z



Lagranzjan ma postac

L= %((a2 +1)22 4 a®2%¢%) — myz. (31)

Réwnania Lagrange’a maja postac
2 . 272 _
m(a®+1)2 —ma“z¢” +mg =0,
ma®(22:¢ + 2%¢) = 0 (32)
pedy uogdlnione sa
p. = m(a®+ 1)z,
pe = ma’z%o. (33)
Hamiltonian (jako suma energii kinetycznej i potencjalnej lub policzony z
ogélnej definicji) ma postaé

L p? iz

T omta? +1 a222] +mgz. (34)
Réwnania Hamiltona maja postac
1 p
C ma?+1’
: 1 —2p;
Dz = _(% G,ZZ;) + mg)> (35)
Do
¢ ma2z2?’
ps = 0. (36)

1.7 Zasada wariacyjna dla rownan Hamiltona

Poddajmy trajektorie w przestrzeni fazowej wariacji,

q — q +oq,
= P+ opy (37)

Wspdhrzedne i pedy sa zmiennymi niezaleznymi; niezalezne sa tez ich wari-
acje.



Okazuje sig¢, zé réwnania Hamiltona sa réwnowazne warunkowi waria-
cyjnemu

5 [ (S - iy =0, 39)

dla d¢(to) = 0qi(t1) = 0 (nie jest konieczne natozenie warunkéw na wariacje
pedow, ale bedziemy zaktadacé op;(to) = opi(t1) = 0).
Dla dowodu warunek wariacyjny mozna napisaé¢ jako

t1 t1 aH 8H
) 5 — H)dt = opiqy + pioq;) — —0q; + —0p;)|dt =
/to (zl:pzch ) /t) [zl:( g + iddr) zl:(@ql q o )]
t1 ) OH ) OH
/ D (G — ==)0p — (o + ——)0q]dt + > pidql;t =0, (39)
to 1 8pl a(ﬂ l

gdzie wykonano catkowanie przez czeSci. Ostatni wyraz zeruje si¢ na mocy
zalozen o znikaniu d¢g; na koncach przedziatlu czasu.

Jesli spelnione sa réwnania Hamiltona, to znika funkcja podcatkowa i
zeruje sie wariacja fukcjonatu. Odwrotnie, jesli zeruje sie wariacja funcjonatu,
to z dowolnosci wariacji dq; 1 0p; wynika zerowanie sie stojacych przy tych
wariacjach wspolczynnikow, a wiec spelnione sa rownania Hamiltona.

Mimo zewnetrznego podobienstwa ta zasada wariacyjna jest rézna od
zasady Hamiltona: dotyczy trajektorii w innej przestrzeni (tu w przestrzeni
fazowej, tam - na hiperpowierzchni wiezow.

1.8 Nawiasy Poissona

Nawias Poissona dwdéch funkeji okreslonych na przestrzeni fazowej jest zdefin-
iowany jako

OF 0G  0GOF
F.G} = —_— ). 40
th6) zl:(@ql opr g 8101) (40)
Z tej definicji wynika natychmiast, ze
{G,F} = —{F,G}, (41)

W szczegdlnosci {F, F'} = 0. Z regul rézniczkowania sumy i iloczynu funkeji
wynika, ze

{Fl + FQ, G} - {Fl, G} + {FQ, G},
(F\Fy, G} = F\{Fy,G} + {F\, G} F>. (42)
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Prawdziwa jest tez tozsamos¢ Jacobiego

{EAF G +{F{G E}} +{G{E, F}} =0. (43)
Dowd6d wymaga po prostu obliczenia pochodnych. Oznaczmy roboczo g—g =
F, itd. Mamy
{E7 {F7G}} = {E7 Fqu - GQFP} =
Eq, (Fqu)p - (Fqu)qu - Eq(Gqu)p + (Gqu)qu =
Eq(quGp + Fqup) - (quGP + FqGPq)Ep
Eo(GopFy + GoFpp) + (Goglp + Golpg) Ep. (44)

Nalezy teraz wzig¢ dwie analogiczne sumy, zamieniajac cyklicznie (E, F, G)
a (F,G,E)i(G,E,F). Po dodaniu otrzymuje si¢ zero.
Jesli jedna z funkcji jest wspdlrzedna g5 lub ped ps otrzymuje sie

{F,q} = Zl:(
{F.ps} = Zl:(

OF 0q, aqs OF oOF
0 0p g dp’ ~ Opy’
OF Op, (9ps oF oF
aiql Ipy dq (9]91 3qs'

(45)

Skorzystano z tego, ze pochodna jednej zmiennej niezaleznej wzgledem drugie;
jest r’owna 0, jesli sa to rézne zmienne, i 1, jesli jest to ta sama zmienna.
W szczegdlnoscei otrzymuje sie

{qlaQS} = {plaps} = 07
{@,ps} = dis (46)

Réwnania Hamiltona daja sie zapisa¢ w symetrycznej formie

gs = {QS7H}7
ps = {ps, H}. (47)

Pochodng zwykta funkcji F'(q,p,t) wzgledem czasu mozna zapisaé przy po-
mocy nawiasu Poissona tej funkcji z Hamiltonianem H

dF 0
E_Zﬁzqﬁ@ E Zﬁqu?pz apr Oy

7)1 5

— (F.H)} +

9
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Jesli w szczegdlnosci wielkos¢ nie zalezy explicite od czasu i jej nawias Pois-
sona z hamiltonianem sie zeruje, to jest ona zachowana.

Twierdzenie Poissona-Jacobiego méwi, ze nawias Poissona stalych ruchu
jest tez stala ruchu. Z zalozenia

ﬂ _{(F, H}+a;; —0, j=1,2 (49)
Zbadajmy
d{Fl,FQ} o 8{F1,F2} o
- H{F, Y HY + T =
{0}, ) — {{H, I}, e} +{ Fz} +{F, 8;2} = (50)
({F 1Y+ 22 Ry (R HY + 8F11 R} =0,

ot ot

gdzie skorzystano z tozsamosci Jacobiego i z zachowania wielkosci F 5.

W szczegdlnodci we wspélrzednych kartezjanskich {z,y} = {p.,p,} =
0, {pz.py} =0, {z,p,} =1, {z,p,} = 0, itd. . Dla momentu pedu we
wspohrzednych kartezjanskich

{Jes Iy} = {yp: — 20y, 202 — 2p.} = ypu{p2, 2} + 2py{2,p.} = J..  (51)

Korzystajac z wlasnosci nawiaséw Poissona wyrazono badany nawias przez 16
prostszych, z czego 14 sie zeruje, a napisano tyko 2 rézne od zera. Sktadowe
momentu pedu mozna przestawia¢ cyklicznie.
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