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Mechanika klasyczna cz.8

1 Mechanika hamiltonowska 1

Równania Lagrange’a II rodzaju stanowia̧ uk lad f równań drugiego rzȩdu.
Można je napisać w postaci 2f równań pierwszego rzȩdu traktuja̧c q̇l jako
niezależna̧ zmienna̧ vl

d

dt

∂L

∂vl
− ∂L

∂ql
= 0,

dql
dt

= vl (1)

L = L(q, v, t), l = 1, 2, ..., f.

Okazuje siȩ, że zamiast wspó lrzȩdnych i prȩdkości bardziej korzystne jest
potraktowanie jako zmiennych niezależnych wspó lrzȩdnych i pȩdów. Oznacza
to, że z relacji pl = ∂L

∂vl
można wyliczyć prȩdkości. To jest możliwe przy

za lożeniu, że wyznacznik macierzy | ∂pl
∂vs
| = | ∂2L

∂vl∂vs
| 6= 0.

Weźmy funkcjȩ

H(q, p, t) =
∑
l

plvl(q, p, t)− L(q, v(q, p, t), t), (2)

zwana̧ funkcja̧ Hamiltona lub hamiltonianem. Jest to funkcjaG z wcześniejszego
rozdzia lu, w której prȩdkości wyrażono przez wspó lrzȩdne i pȩdy. Przy
za lożeniach, że wspó lrzȩdne uogólnione wprowadzono w sposób niezależny
od czasu i że istnieje energia potencjalna, jest to energia ca lkowita uk ladu.

Obliczmy pochodna̧

∂H

∂qs
=

∑
l

pl
∂vl
∂qs
− ∂L

∂qs
−

∑
l

∂L

∂vl

∂vl
∂qs

= − ∂L
∂qs

= −ṗs, (3)

gdzie skorzystano z tego, że ∂L
∂vl

= pl oraz z równania Lagrange’a dla zmiennej
qs.
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Podobnie obliczmy

∂H

∂ps
=

∑
l

(
∂pl
∂ps

vl + pl
∂vl
∂ps

)−
∑
l

∂L

∂vl

∂vl
∂ps

= vs = q̇s, (4)

gdzie skorzystano z tego, że pl = ∂L
∂vl

.
Otrzymany uk lad 2f równań pierwszego rzȩdu

q̇s =
∂H

∂ps
,

ṗs = −∂H
∂qs

(5)

nosi nazwȩ równań kanonicznych Hamiltona.
Przy za lożeniu, że funkcja Hamiltona jest dostatecznie regularna, rozwia̧zania

równań Hamiltona przy zadanych warunkach pocza̧tkowych ql(t0) = ql0 i
pl(t0) = pl0, l = 1, 2, ..., f , maja̧ rozwia̧zania i sa̧ one jednoznaczne.

Punkt o 2f wspó lrzȩdnych (q1, ..., qf , p1, ...pf ) określa stan uk ladu punktów
materialnych, a przestrzeń 2f - wymiarowa, z lożona z takich punktów nazywa
siȩ przestrznia̧ fazowa̧. Trajektorie w przestrzeni fazowej siȩ nie przecinaja̧,
co wynika z jednoznaczności rozwia̧zań równań Hamiltona.

Z powyższego wyprowadzenia wynika, że z równań Lagrange’a wynikaja̧
równania Hamiltona.

Można przeprowadzić rozumowanie w druga̧ stronȩ. Niech spe lnione bȩda̧
równania Hamiltona. Z relacji vl = ∂H

∂pl
można wyznaczyć pl = pl(q, v, t), jeśli

tylko wyznacznik | ∂vl
∂ps
| 6= 0.

Lagranżjan ma postać

L(q, v, t) =
∑
l

pl(q, v, t)vl −H(q, p(q, v, t), t). (6)

Można obliczyć pochodne

∂L

∂qs
=

∑
l

∂pl
∂qs

vl −
∂H

∂qs
−

∑
l

∂H

∂pl

∂pl
∂qs

= −∂H
∂qs

= ṗs, (7)

gdzie skorzystano z relacji vl = ∂H
∂pl

oraz z równania Hamiltona −∂H
∂qs

= ṗs.
Podobnie obliczmy pochodna̧

∂L

∂vs
=

∑
l

(
∂pl
∂vs

vl + pl
∂vl
∂vs

)−
∑
l

∂H

∂pl

∂pl
∂vs

= ps, (8)
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gdzie skorzystano z tego, że ∂H
∂pl

= vl. Otrzymano wiȩc równania Lagrange’a
w postaci

ṗs =
∂L

∂qs
,

q̇s =
∂L

∂ps
= vs (9)

Z równań Hamiltona wynikaja̧ wiȩc równania Lagrange’a.
Jeśli hamiltonian nie zależy od pewnej wspó lrzȩdnej qj, to ṗj = −∂H

∂qj
= 0,

zatem pȩd zwia̧zany z ta̧ wspó lrzȩdna̧ jest sta la̧ ruchu. Taka̧ wspó lrzȩdna̧
nazywamy cykliczna̧.

1.1 Punkt materialny bez wiȩzów, wspó lrzȩdne kartezjańskie

Lagranżjan ma postać

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− V (x, y, z, t). (10)

Pȩdy uogólnione, w tym przypadku tożsame z kinetycznymi, sa̧: px = mẋ,
py = mẏ, pz = mż. Należy prȩdkości wyrazić przez pȩdy: ẋ = 1

m
px, ẏ = 1

m
py,

ż = 1
m
pz. Hamiltoniam ma postać

H = pxẋ+ pyẏ + pz ż −
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) + V = (11)

px
px
m

+ py
py
m

+ pz
pz
m
− m

2
(
p2x
m2

+
p2y
m2

+
p2z
m2

) + V =
1

2m
(p2x + p2y + p2z) + V.

Hamiltonian jest wiȩc energia̧ ca lkowita̧. Równania Hamiltona maja̧ wiȩc
postać

ẋ =
∂H

∂px
=
px
m
, (12)

ṗx = −∂V
∂x

(13)

i analogicznie dla zmiennych y i z.Otrzymano równania równoważne równaniom
Newtona.
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1.2 Na ladowana cza̧stka w pole elektromagnetycznym

Jak pokazano wyżej, lagranżjan dla cza̧stki o masie m i  ladunku Q ma postać

L =
m

2
ṙ2 −Qφ+QAṙ. (14)

Pȩd uogólniony ma postać p = mṙ + QA, a wiȩc prȩdkość wyraża siȩ jako
ṙ = 1

m
(p−QA.

Hamiltonian należy wiȩc napisać jako

H = pṙ− L = p
1

m
(p−QA)− m

2

1

m2
(p−QA)2 +Qφ−QA

1

m
(p−QA) =

1

2m
(p−QA)2 +Qφ. (15)

W tym przypadku nie ma energii potencjalnej, hamiltonian nie jest wiȩc
energia̧.

1.3 Cza̧stka bez wiȩzów, wspó lrzȩdne kuliste

Lagranżjan i pȩdy uogólnione obliczone by ly wcześniej

L = T − V =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2)− V (r, θ, φ). (16)

Wspó lrzȩdnym kulistym odpowiadaja̧ pȩdy uogólnione

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ,

pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇, (17)

pφ =
∂L

∂φ̇
= mr2 sin2 θφ̇.

Hamiltonian jest suma̧ energii kinetycznej i potencjalnej. Należy tylko wyrazić
prȩdkości uogṕlnione przez pȩdy. Otrzymuje siȩ

H =
1

2m
(p2r +

p2θ
r2

+
p2φ

r2 sin2 θ
) + V. (18)

Jeśli V = V (r), hamiltonian nie zależy od φ, zatem φ jest zmienna̧ cykliczna̧,
pφ jest wielkościa̧ zachowana̧ (jest tożsame z Jz).
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1.4 Zagadnienie dwóch cia l

Lagranżjan ma postać

L =
µ

2
(ṙ2 + r2φ̇2)− α

r
. (19)

Pȩdy uogólnione sa̧

pr = µṙ,

pφ = µr2φ̇ (20)

Hamiltonian jest suma̧ energii kinetycznej i potencjalnej

H =
1

2µ
(p2r +

p2φ
r2

) +
α

r
. (21)

Równania Hamiltona maja̧ postać

ṙ =
∂H

∂pr
=
pr
µ
,

ṗr = −∂H
∂r

=
p2φ
µr3

+
α

r2
(22)

φ̇ =
∂H

∂pφ
=

pφ
µr2

,

ṗφ = −∂H
∂φ

= 0.

1.5 Ma le drgania

Dla pewnego uk ladu wykonujȩcego ma le drgania lagranżjan ma postać

L =
1

2
(ẋ2 + 4ẋẏ + 5ẏ2)− 1

2
(3x2 + 2xy + y2). (23)

 Latwo sprawdzić, że równania Lagrange’a maja̧ postać

ẍ+ 2ÿ + 3x+ y = 0,

2ẍ+ 5ÿ + x+ y = 0. (24)
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Pȩdy uogólnione sa̧

px = ẋ+ 2ẏ,

py = 2ẋ+ 5ẏ. (25)

Prȩdkości wyrażaja̧ siȩ zatem przez pȩdy jako

ẋ = 5px − 2py,

ẏ = −2px + py. (26)

Hamiltonian ma postać

H = pxẋ+ pyẏ − L =
1

2
(5p2x − 4pxpy + p2y) +

1

2
(3x2 + 2xy + y2). (27)

Równania Hamiltona maja̧ postać

ẋ = 5px − 2py,

ẏ = −2px + py, (28)

ṗx = −(3x+ y),

ṗy = −(x+ y).

1.6 Ruch po powierzchni stożka w polu grawitacujnym

Oś stożka ustawiona jest pionowo i ma kierunek osi z. Równanie wiȩzów jest
x2 +y2−a2z2 = 0. Przyjmijmy wspó lrzȩdne uogólnione: z oraz ka̧t φ obrotu
wokó l osi z.

Wspó lrzȩdne kartezjańskie wyrażaja̧ siȩ przez uogólnione

x =
√
x2 + y2 cosφ = az cosφ,

y =
√
x2 + y2 sinφ = az sinφ. (29)

Prȩdkości uogólnione sa̧

ẋ = aż cosφ− az sinφφ̇,

ẏ = aż sinφ+ az cosφφ̇. (30)

ż
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Lagranżjan ma postać

L =
m

2
((a2 + 1)ż2 + a2z2φ̇2)−mgz. (31)

Równania Lagrange’a maja̧ postać

m(a2 + 1)z̈ −ma2zφ̇2 +mg = 0,

ma2(2zżφ̇+ z2φ̈) = 0 (32)

pȩdy uogólnione sa̧

pz = m(a2 + 1)ż,

pφ = ma2z2φ̇. (33)

Hamiltonian (jako suma energii kinetycznej i potencjalnej lub policzony z
ogólnej definicji) ma postać

H =
1

2m
[
p2z

a2 + 1
+

p2φ
a2z2

] +mgz. (34)

Równania Hamiltona maja̧ postać

ż =
1

m

pz
a2 + 1

,

ṗz = −(
1

2m

−2p2φ
a2z3

+mg), (35)

φ̇ =
pφ

ma2z2
,

ṗφ = 0. (36)

1.7 Zasada wariacyjna dla równań Hamiltona

Poddajmy trajektoriȩ w przestrzeni fazowej wariacji,

ql → ql + δql,

pl → pl + δpl (37)

Wspó lrzȩdne i pȩdy sa̧ zmiennymi niezależnymi; niezależne sa̧ też ich wari-
acje.
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Okazuje siȩ, zė równania Hamiltona sa̧ równoważne warunkowi waria-
cyjnemu

δ
∫ t1

t0
(
∑
l

plq̇l −H)dt = 0, (38)

dla δql(t0) = δql(t1) = 0 (nie jest konieczne na lożenie warunków na wariacje
pȩdów, ale bȩdziemy zak ladać δpl(t0) = δpl(t1) = 0).

Dla dowodu warunek wariacyjny można napisać jako

δ
∫ t1

t0
(
∑
l

plq̇l −H)dt =
∫ t1

t)

[
∑
l

(δplq̇l + plδq̇l)−
∑
l

(
∂H

∂ql
δql +

∂H

∂pl
δpl)]dt =

∫ t1

t0
[
∑
l

(q̇l −
∂H

∂pl
)δpl − (ṗl +

∂H

∂ql
)δql]dt+

∑
l

plδql|t1t0 = 0, (39)

gdzie wykonano ca lkowanie przez czȩści. Ostatni wyraz zeruje siȩ na mocy
za lożeń o znikaniu δql na końcach przedzia lu czasu.

Jeśli spe lnione sa̧ równania Hamiltona, to znika funkcja podca lkowa i
zeruje siȩ wariacja fukcjona lu. Odwrotnie, jeśli zeruje siȩ wariacja funcjona lu,
to z dowolności wariacji δql i δpl wynika zerowanie siȩ stoja̧cych przy tych
wariacjach wspó lczynników, a wiȩc spe lnione sa̧ równania Hamiltona.

Mimo zewnȩtrznego podobieństwa ta zasada wariacyjna jest różna od
zasady Hamiltona: dotyczy trajektorii w innej przestrzeni (tu w przestrzeni
fazowej, tam - na hiperpowierzchni wiȩzów.

1.8 Nawiasy Poissona

Nawias Poissona dwóch funkcji określonych na przestrzeni fazowej jest zdefin-
iowany jako

{F,G} =
∑
l

(
∂F

∂ql

∂G

∂pl
− ∂G

∂ql

∂F

∂pl
). (40)

Z tej definicji wynika natychmiast, że

{G,F} = −{F,G}, (41)

W szczególności {F, F} = 0. Z regu l różniczkowania sumy i iloczynu funkcji
wynika, że

{F1 + F2, G} = {F1, G}+ {F2, G},
{F1F2, G} = F1{F2, G}+ {F1, G}F2. (42)
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Prawdziwa jest też tożsamość Jacobiego

{E, {F,G}}+ {F, {G,E}}+ {G, {E,F}} = 0. (43)

Dowód wymaga po prostu obliczenia pochodnych. Oznaczmy roboczo ∂F
∂ql

=
Fq itd. Mamy

{E, {F,G}} = {E,FqGp −GqFp} =

Eq, (FqGp)p − (FqGp)qEp − Eq(GqFp)p + (GqFp)qEp =

Eq(FqpGp + FqGpp)− (FqqGp + FqGpq)Ep

−Eq(GqpFp +GqFpp) + (GqqFp +GqFpq)Ep. (44)

Należy teraz wzia̧ć dwie analogiczne sumy, zamieniaja̧c cyklicznie (E,F,G)
na (F,G,E) i (G,E, F ). Po dodaniu otrzymuje siȩ zero.

Jeśli jedna̧ z funkcji jest wspó lrzȩdna qs lub pȩd ps otrzymuje siȩ

{F, qs} =
∑
l

(
∂F

∂ql

∂qs
∂pl
− ∂qs
∂ql

∂F

∂pl
) = −∂F

∂ps
,

{F, ps} =
∑
l

(
∂F

∂ql

∂ps
∂pl
− ∂ps
∂ql

∂F

∂pl
) =

∂F

∂qs
. (45)

Skorzystano z tego, że pochodna jednej zmiennej niezależnej wzglȩdem drugiej
jest r’owna 0, jeśli sa̧ to różne zmienne, i 1, jeśli jest to ta sama zmienna.

W szczególności otrzymuje siȩ

{ql, qs} = {pl, ps} = 0,

{ql, ps} = δls (46)

Równania Hamiltona daja̧ siȩ zapisać w symetrycznej formie

q̇s = {qs, H},
ṗs = {ps, H}. (47)

Pochodna̧ zwyk la̧ funkcji F (q, p, t) wzglȩdem czasu można zapisać przy po-
mocy nawiasu Poissona tej funkcji z Hamiltonianem H

dF

dt
=

∑
l

(
∂F

∂ql
q̇l +

∂F

∂pl
ṗl) +

∂F

∂t
=

∑
l

(
∂F

∂ql

∂H

∂pl
− ∂F

∂pl

∂H

∂ql
) +

∂F

∂t
= {F,H}+

∂F

∂t
.(48)
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Jeśli w szczególności wielkość nie zależy explicite od czasu i jej nawias Pois-
sona z hamiltonianem siȩ zeruje, to jest ona zachowana.

Twierdzenie Poissona-Jacobiego mówi, że nawias Poissona sta lych ruchu
jest też sta la̧ ruchu. Z za lożenia

dFj
dt

= {Fj, H}+
∂Fj
∂t

= 0, j = 1, 2. (49)

Zbadajmy

d{F1, F2}
dt

= {{F1, F2}, H}+
∂{F1, F2}

∂t
=

−{{F2, H}, F1} − {{H,F1}, F2}+ {∂F1

∂t
, F2}+ {F1,

∂F2

∂t
} = (50)

−{[{F2, H}+
∂F2

∂t
], F1}+ {[{F1, H}+

∂F1

∂t
], F2} = 0,

gdzie skorzystano z tożsamości Jacobiego i z zachowania wielkości F1,2.
W szczególności we wspó lrzȩdnych kartezjańskich {x, y} = {px, py} =

0, {px, py} = 0, {x, px} = 1, {x, py} = 0, itd. . Dla momentu pȩdu we
wspó lrzȩdnych kartezjańskich

{Jx, Jy} = {ypz − zpy, zpx − xpz} = ypx{pz, z}+ xpy{z, pz} = Jz. (51)

Korzystaja̧c z w lasności nawiasów Poissona wyrażono badany nawias przez 16
prostszych, z czego 14 siȩ zeruje, a napisano tyko 2 różne od zera. Sk ladowe
momentu pȩdu można przestawiać cyklicznie.
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