Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna cz.7

1 Zagadnienia wariacyjne

1.1 Uwagi o funkcjonalach i ich ekstremach

Funkcjonat jest uogélnieniem pojecia funkcji. Polega na tym, ze funkcji przy-
porzadkowuje sie liczbe. Funkcja przechodzi w funkcjonal, gdy liczba zmien-
nych staje si¢ nieprzeliczalna

F(zy,x9,..2,) — Flx(t)], (1)

gdzie t jest liczba rzeczywista. Funkcjonalem specjalnie interesujacym nas
jest dzialanie S

Sl = [ Lla(e) (o) )t ¢

to

gdzie L jest lagranzjanem, ¢ = (¢1, g2, -, ¢f)-

Najwazniejszym wynikiem bedzie, ze zamiast poszukiwac trajektorii jako
spemhiajacej odpowiednie rownania rézniczkowe, mozna rozpatrywaé rodzing
trajektorii porownawczych i okazuje sie, ze realizowana jest ta, dla ktérej
dziatanie jest stacjonarne, a przy dodatkowych zatozeniach minimalne.

Ogélna metoda szukania ekstremum funkcjnatu opiera si¢ na podobnych
zasadach, jak w przypadku funkcji. Zamieniamy funkcje ¢(t) na ¢*(t) =
q(t) + 0q(t). dq jest wariacja funkcji. W zwigzku z tym zmieni sie¢ wartosé
funkcjonatu. Czed¢ przyrostu wartosci funkcjonatu zalezna liniowo od dg
nazywa sie wariacja funkcjonatlu (jest to analogon rézniczki funkcji). Min-
imum (maksimum) funkcjonatu oznacza, ze wprowadzenie dowolnej choé
niewielkiej wariacji d¢ powinno skutkowaé zwigkszeniem (zmniejszeniem) wartosci
funkcjonatu. Jedli o przyroscie wartoéci funkcjonalu ma decydowaé jego
wariacja, to zmiana znaku dq spowoduje zmiane znaku przyrostu wartosci
funkcjonatu i nie ma ekstremum. Warunkiem koniecznym (lecz nie dostate-
cznym) na ekstremum funkcjonatlu jest zatem zerowanie sie jego wariacji



(analogicznie jak dla funkcji jednej zmiennej warunkiem jest zerowanie sie
pochodnej, a dla funkcji wielu zmiennych - zerowanie sie wszystkich pochod-
nych czastkowych).

Zamiast szuka¢ trajektorii uktadu punktéw materialnych jako rozwiazania
rownan rézniczkowych, mozna jej szuka¢ w rodzinie trajektorii poréwnawczych,
jako takiej, dla ktérej dzialanie osiagga minimum (przy pewnych dodatkowych
zalozeniach).

1.2 Zasada Hamiltona

Rozwazmy teraz wszystkie trajektorie ¢*(t), dostatecznie regularne, prowadzace
od punktu ¢(tg) do punktu ¢(¢1). Oznacza to, ze 5ql(t0) = 5ql(t1) =0 dla
wszystkich [ = 1,2., ..., f. Wariacje predkosci d¢; = ¢ — dtdql

Zbadajmy przyrost dziatania

t1

Sla) = Sla) = [ L 0,40 0t — [ Llale), d(0), 0

0 to

t1
~ —0 —0q))dt =90
[ S0 e+ g it = 65lg) 3)

gdzie ograniczono sie do liniowej czesci przyrostu funkcjonalu. W ostatnim
wyrazeniu mozna przeprowadzi¢ catkowanie przez czesci

/tl oL d 8L

O5la) = g dtoq

5qldt + Z 75(‘” (4)

Ostatni wyraz odpada, bo wariacje dq; zeruja sie w chwili poczatkowej i
koncowej.

Jesli spelnione sa réwnania Lagrange’a, to znika funkcja podcatkowa i
0S5 = 0.

Jesli S = 0, to ze znikania catki w ogdlnosci nie wynika znikanie funkcji
podcatkowej. Jednak nalezy skorzystaé z dowolnosci wariacji dq;. Niech
zeruja sie wszyskie dq; w wyjatkiem [ = s. Wtedy

t1 0L d 0L
0q, dt@

~—)0qsdt = 0. (5)

Niech nawias po caltkg (lewa strona réwnania Lagrange’a) jest w pewnym
punkcie rézny od zera, np. dodatni. Z ciagloéci wystepujacych tam funkcji



musi by¢ rézny od zera w pewnym otoczeniu tego punktu. Gdyby wziacé
wariacje dq, dodatnia w tym otoczeniu i réwna zero poza tym, to catka bylaby
dodatnia i mamy sprzecznosc.

Prawdziwa jest wiec zasada Hamiltona, ktora méwi, ze jesli dana jest
funkcja Lagrange’a to dla ruchu rzeczywistego i tylko dla niego w kazdym
przedziale czasu (to,t1) zachodzi §S = 0, przy dq,(to) = dqi(t1) = 0.

Gdy dla pewnej trajektorii 05 = 0, méwi sie, ze dzialanie ma wartos¢
stacjonarna. Na ogol jest to minimum; dlatego zasade te nazywa sie takze
zasada najmniejszego dzialania. Istnienie takiego minimum wymaga jednak
dodatkowych zatozen.

Mozna pytac, skad uktad "wie”, jaka trajektorie ma wybra¢. W opisie
kwantowym nie mozna uktadowi przypisa¢ jednej trajektorii; nalezy raczej
powiedzie¢, ze w ruchu uczestnicza wszystkie trajektorie, a wklady od nich
interferuja. Dla cial z makroswiata interferencja wygasza wkitady od wszyst-
kich trajektorii, z wyjatkiem tej ekstremalnej.

Jest to tylko jeden przyktad sformulowania prawa fizyki w kategoriach
wartosci stacjonarnej pewnego funkcjonalu. W ramach podobnej filozofii
daje sie sformutowa¢ prawa innych dzialéw fizyki, np. elektrodynamiki, czy
ogonej teorii wzglednosci.

Jako prosty przykitad wezmy punkt materialny poruszjacy si¢ w jednym
wymiarze bez wiezow i bez sil. Punkt materialny ma przemiesci¢ sie od z = 0
w chwili ¢ = 0 do x; w chwili ¢;. Dopusémy zawezona klase mozliwych
trajektorii w postaci funkcji potegowej x(t) = Ct*. Wynika stad, ze x; =
Ct¢, czyli stala C = % A wigc z(t) = f—%ta, at= f—%at“il.

Lagranzjan ma posta¢ L = %mi’z. Stad dzialanie wynosi

2

t1] 1 a
g — / Lol a2y - b2 6
o 2Pt 2t o0 — 1 (6)

Dzialanie jest funkcja parametru a. Warto$¢ stacjonarna przyjmuje, gdy
45 — 0. Obliczenie pochodnej prowadzi do réwnania 2a(a—1) = 0. Fizyczne
z1

rozwigzanie daje wiec ruch jednostajny x(t) = ot jak nalezalo oczekiwac.

Mozna tez sprawdzi¢, ze druga pochodna dla o = 1 jest dodatnia, a wiec
dzialanie ma minimum.



1.3 Uwagi o warunkach dostatecznych na minimum
dzialania

Wyraz drugiego stopnia réznicy miedzy S[q*] a Slg| bierze sie z wyrazéw
drugiego rzedu w rozwinieciu Taylora i ma postac

1 s 0%L %L %L
P 5 5 S 2 . 6 5.3 . s
2 iy 2= g, 00 + 25, 5a 00 + 5a e

to g

dq04s)dt (7)

Zbadanie, czy powyzsze wyrazenie jest dodatnio okreslone jest skomp-
likowane i nie bedzie tu prowadzone szczegdlowo. Mozna spodziewaé sie,
ze dla "malych” wariacji wspoélrzednych wariacje predkosci nie musza by¢
malte. W ten sposéb o znaku przyrostu wartosci dzialania w drugim rzedzie
decyduje

1t 0PL . .

> ), %:aq,laq,séqléqsdt. (8)
Jesli wspétrzedne kartezjanskie wyrazono przez uogélnione w sposéb niezalezny
od czasu, energia kinetyczna jest forma kwadratowa predkosci uogélnionych
%le Ais(q)dqugs, jak pokazano wezesniej. Zachodzi % = A;;. Macierz A
jest dodatnio okreslona. Wynika stad, ze wyrazenie pod catka w ostatnim
wzorze jest dodatnie. Oznacza to, ze jesli dzialanie osiaga ekstremum, to jest
to minimum.

Aby to rzeczywiscie byto minimum, trzeba dodatkowo zazadaé, aby na
trajektorii, na ktérej spelione sa rownania Lagrange’a, nie byto punktow
sprzezonych z jej poczatkiem ani koricem. Punkt sprzezony z danym punk-
tem P, jest to taki punkt, w ktérym trajektoria spelniaja réwnania La-
grange’a i przechodzaca przez P, jest przecinana przez inna taka trajektorie
i nieskonczenie jej bliska. Jako pogladowy przykiad mozna podac trajekto-
rie na powierzcbni kuli. Droga od bieguna podlnocnego do jakiego$ punktu
jest najkrétsza, jesli biegnie po potudniku. Jesli ten punkt odsuwamy i prze-
jdziemy przez biegun poludniowy, droga przestaje by¢ najkrotsza. Bieguny
poinocny i potudniowy sa przykiadami punktéw sprzezonych.

1.4 Krzywa najszybszego spadku (K)

Zasada wariacyjna i réwnowazne jej rOwnania Lagrange’a (zwane tez réwnaniami
Eulera-Lagrange’a) moga by¢ uzywane do obliczania ekstremum innych funkcjonatow.



Podobnie jak dla réwnan ruchu Lagrange’a mozna dowies¢, ze jesli dany jest
funkcjonat postaci

Sly] = /; F(y,y', x)dz, 9)

0
to warunkiem koniecznym na ekstremum funkcjonatu, przy wariacjach dy(zq) =
dy(x1) = 0, jest zerowanie sie wariacji .5 funkcjonatu, co jest réwnowazne
spemhieniu rownania

() (10)

Rozpatrzmy problem, po jakiej krzywej powinien spada¢ punkt materialny
w polu grawitacyjnym z punktu (0,0) do punktu (z1,y), aby przeby¢ droge
w najkrétszym czasie (to nie musi by¢ droga geometrycznie najkrétsza, czyli
odcinek prostej). Niech 0§ x jest pozioma, a oS y - pionowa. W punkcie
poczatkowym cialo spoczywa, a jego energie mozna przyja¢ réwna zero. Od-
cinek drogi odpowiadajacy przedzialowi dx jest réwny ds = /1 + y?dx, a

predkosé v = \/ (—mgy)) = 29y .

Interesujacy nas funkqona} ma postac

/2

tly] = J_/) 1+y 7, (11)
Ve

Badamy wiec funkcje F'(y, ', z) = , bo czynnik przed catka nie wplywa
na ksztalt krzywe;j.
Jedli funkcja F' = F(y,y’), tzn. nie zalezy od x, to pierwsze catkowanie

daje

F
F—y g - = C = const, (12)
Mozna to sprawdzi¢, porownujac
d9F 9F  9&°F , 0O*F , OF
1. — Y+ y ——— =0,

dz oy Oy 8y8y oy’? dy
2i< B ,8F) oF +8j,,_ SOF ,(82 +82 "=
Cdx 4 oy’ 8y oy’ by oy’ oyoy’ 2 oy'? 2¥ ) =5
(13)

Po uporzadkowania drugiego rownania i podzieleniu przez y' otrzymuje sie
pierwsze.



W badanym przypadku otrzymuje si¢

V1+y? 1 Yy

—_— =, (14)
\/g \/@ /1 + y/2

lub po uporzadkowaniu
y(1+y?) = 2a, (15)

gdzie a jest inna stala.

Zamienmy zmienna

t

x =a(t —sint), dzr = a(l — cost) :2asin2§, (16)

gdzie t jest nowa zmienng (nie czasem). Dlat =0z = 0.

Wtedy
d dy dt d 1

T dx dtdr EQasinQ%'
Roéwnanie na funkcje y(z(t)) przybiera postaé
dy 1
1 — ) ] = 2a. 1
WL+ (G ) = 2 (18)

Mozna sprawdzi¢, ze rozwiazaniem tego réwnania, spelmiajacym warunek
=0dlat =0 jest

y = a(l — cost). (19)

Poszukiwana krzywa jest wiec tuk cykloidy, w tym kontekscie nazywa si¢ ja

brachistochrong. Krzywa musi przechodzié¢ przez punkt (z1,y;). Parametr a
i wartos¢ t; wyznacza sie z rownan

x1 = a(ty —sinty),
y1 = a(l — costy). (20)
2 Wariacja z wariacja czasu

Inny rodzaj wariacji otrzymamy, jesli dodatkowo zmodyfikujemy czas, tzn.
przejdziemy od czasu t do czasu t* = t + At. zamiast trajektorii ¢(t) roz-
patrujemy trajektorie zmodyfikowanag ¢*(t*). Wariacja (z wariacja czasu)
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wspohrzednej ¢; wynosi z doktadnoscia do wyrazow pierwszego rzedu

dg;
dt
gdzie pod znakiem pochodnej zastgpiono ¢ przez ¢;, bo na skutek mnozenia
przez At réznica jest juz rzedu drugiego. Symbol d¢q; jest jak poprzednio
wariacja bez wariacji czasu.

Podobnie dla predkosci uogélnionych

Ag = q/ (t") — q(t) = q/(t) +

At — ql( ) ~ 5(]1 + qlAt (21)

. dgf dg _d dt— dg
Ag = - — = A A R
Q=g ~ g = g @AY oalt+ AJGT =
d . dAt,.  dg
—q (T At +oq ()1 — —) — — =~ 22
Llat) + a0 A+ da(n)(1 — 220 — % (22)
dAt dAt
G+ GAt+@—— + 04 — G—— — @ = dq + GAL,
dt dt
gdzie pozostawiono tylko wyrazy pierwszego rzedu oraz skorzystano z relacji
& — 1+@ ~1— %2 Uwaga:
d dA
%A% =0q + At + QZ 7& Aq. (23)
Obliczmy teraz przyrost funkcjonatu dziatania
d t* t1 dq(t
AS = / ) GCE) g g / L), 40 g (24)
dt* to dt

Potraktujmy ¢* jako funkcje czasu ¢, taka ze t*(tg) = t§ 1 t*(t1) = t;. Wtedy
przyrost funkcjonatu wynosi

[t e, 5~ Lo, B, e

dt* dt dt

[ 1), T ey 00 — L, B v~

ot

[ ASIG a0 — are) + G0+ ) = o)+ G A+ Ll )

oL . . oL RN 7AN 2
/to {Z AQZ + 3 —Aq] + a—tAt + L(q, g, t)Tt}dt =

dAt
{AL + L(q,q,t)——}dt = AS,
to dt



gdzie wariacja lagranzjanu wynosi

oL oL oL
AL = Z[?AQZ +
l q

OL N1 Ol as, 5
og, Sl + 5 At (26)

3 Twierdzenie Noether

Twierdzenie Noether w tym rozdziale jest przyktadem jednego z najogdlnieszych
twierdzen fizyki. Wiaze ono dwie bardzo ogdlne wiasnosci ukladow fizy-
cznych: symetrie i prawa zachowania. Symetria oznacza najogdlniej, ze pod-
dajemy uklad transformacji, a on sie przy tym nie zmienia. Wyznacznikiem
symetrii w naszym przypadku jest niezmienniczo$¢ dziatania AS = 0.

Twierdzenie Noether méwi, ze przy obowiazujacych rownanich Lagrange’a
kazdej ciaglej transformacji wspétrzednych zachowujacej dzialanie odpowiada
stata ruchu.

Jesli transformacja jest wieloparametrowa, z kazdym parametrem wiaze
sie¢ jedna stala ruchu.

Dla dowodu napiszmy wariacje funkcjonatu

oL oL dAt
AS = /to {Z 56]1 + qAt) + (97(5% + GAL)] + a*At} + L(q,q,t)—— i bt
8 dL dAt
/ {Z —5(11 o 0+ g At LTSt = (27)
t aL d aL d OL d
/ Z dq  dtoq l log: +Zdt(a da)] + g (LAY}t =
> —,5qz + LAt} (28)
l aQZ

W powyzszym obliczeniu wykonano catkowanie przez czesci oraz skorzystano
z tego, ze spelione sa réownania Lagrange’a. Jesli AS = 0, to wyraz w
ostatniej linii jest staly w czasie.

Najprostsze przyktady dla jednego punktu materialnego sa nastepujace:
L=2+9*+2)-V.

1. Transformacja przesuniecia z* = x + a, dx = a, At =0,

oL
—a = mia = const. (29)
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Niezmienniczos¢ wzgledem przesunie¢ implikuje zachowanie pedu. To za-
chodzi dla czastki bez potencjatu.

2. Transformacja obrotu, np. wokét osi z: zx = xcos¢ + ysing, y* =
—xsin ¢+ x cos ¢. Dla infinitezymalnych obrotéw z* = x+y¢, y* = —xp+y,
dka wynika, ze dx = y¢, 0y = —x¢. Stala ruchu ma postaé

oL oL

57 (—00) + 56 = iy = mial(~0) = —1.¢ (30)
Niezmienniczos¢ wzgledem obrotu implikuje zachowanie mementu pedu. To
zachodzi na przyktad dla czastki w potencjale sferycznym.

3. Transformacja przesuniecia w czasie. t* = t+ 7, At = 7, Ax =
ox + At =0, Ay = dy + yAt = 0, Az = dz + ZAt = 0. Stala ruchu ma
postaé

a—Léx + a—Ldy + a—Léz + LAt = mi(—a1) + my(—yr) + mz(—27) + (T = V)1 =

9: 7" "oy T a2
—(T + V).(Sl)

Niezmienniczos¢ wzgledem przesuniecia w czasie implikuje zachowanie en-
ergii.

Dla wielu cial mozemy mie¢ bardziej skomplikowane sytuacje. Na przyktad,
gdy energia potencjalna V' oddzialywania 2 cial zalezy od réznicy potozen,
tzn. V = V(r; — ry), mamy niezmienniczo$¢ wzgledem jednoczesnego prze-
sunigcia obu cial. Lagranzjan L = “5try + "215 + V.

Zachowana wielko$¢ to g—ia + g—éa = (myd1 + maisy)a, czyli zachowany
jest wypadkowy ped obu ciatl.

4 Zasada Maupertuis

Zasada ta jest zasada wariacyjna, ktora mozna zastosowaé, gdy sity nie maja
potencjatu ani potencjalu uogdlnionego.

Moéwi ona, ze dla uktadu punktéw materialnych o wigzach holomomicznych,
dwustronnych, niezaleznych od czasu, gdy energia kinetyczna jest rézna od
zera, rownania Lagrange’a sa réwnowazne zadaniu, by

t1
A [ Tdt=o, (32)

to



gdy Agq(to) = Aqi(t) =0, AT = AA =3, Q;Aq = 0. Tu T jest energia
kinetyczna, a @); sa sitami uogolnionymi.
Dla dowodu rozpatrzmy

t1
on (M Tat =2 [Mar+ 7B - AT - aad = [[AT + o T A At (33)
to to d to d

gdzie skorzystano z wprowadzonego wyzej zwiazku wariacji funkqona}u bedacego
caltka z wariacja funkcji podcatkowej, a takze odjeto sztucznie (AT —AA) =
0.

Kontynuujac obliczenia, otrzymujemy

t1 oT oT dAt
—A A QT—dt AAldt =
JLQ]% -+ e ) + 2Tt + A
oT dAt

a dt + Z QlAql dt (34)

/ [Z(aTAQHLa*Aql +ZQz

Jq aq

t dAt
[ 152G, + @0+ T 0+ i gl

to I

gdzie skorzystano z faktu, ze jesli wspétrzedne uogdlnione wprowadzono w
sposéb niezalezny explicite od czasu, energia kinetyczna jest forma kwadra-
towa predkosci uogdlnionych T = %le Ais(qQ)qugs, skad 2T =Y, g—fgql.

Dalej skorzystamy z relacji Aq; + ¢ dAt = iAql, otrzymujac
1 oT aT d
— ——Agqldt =
/to [le(aq + Qi) Aq + Z@ dt ]
t orT d oT
— Ag|dt A 35
[+ @ g A+ X Gl (35)

gdzie wykonano catkowanie przez czesci.

W chwilach tg i t; Ag; = 0 na mocy zalozenia. Jesli spelnione sa rownania
Lagrange’a, to znika funkcja podcatkowa i w konsekwencji wariacja badanego
funkcjonatu A [ Tdt = 0.

Jesli znika wariacja funkcjonalu, nie mozna automatycznie twierdzié, ze
spelione sa rownania Lagrange’a, bo wariacje Ag; nie sa w ogélnosci niezalezne;
sa zwiazane z wariacja At.

Z warunku AT = AA wynika dalej

aT or . .
1 8ql aCIl 1

10



Poniewaz Ag, = %Aql — ql%At, zachodzi

oT oT  d d
Z(aq Agq + F(thQI — g At)) = ;QZAQZ' (37)

Poniewaz 2T = %, g—gql, mozna napisac

oT aT d d

Jesli T' # 0 w interesujacym nas przedziale czasu, mozna wyliczy¢ wariacje
czasu

810 = [ G560 ~ 0+ o A+ M), (39

W ten sposéb wariacje At mozna wyrazi¢ przez wariacje Agq;, a te ostatnie
juz sa niezalezne. Oznacza to, ze z otrzymanej wczesniej relacji

t or d oT
/O [;((qu +Q — %éTq'l)AQZ]dt =0 (40)

wobec niezaleznosci Ag; spelnione sa rownania Lagrange’a.

Jesli istnieje energia potencjalna niezalezna od czasu, tzn Q) = aql to
warunek AT = AA = =3, gVAql = —AV, a wiec A(T + V) = 0, czyli

rozwazamy ruchy poréwnawcze na hiperpowierzchni stalej energii.
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