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1 Mechanika Lagrange’a 3

1.1 Wahadlo cykloidalne

Wahadto cykloidalne jest to punkt materialny poruszajacy sie¢ w polu graw-
itacyjnym po tuku cykloidy

r = a(u —sinu),

y = a(l — cosu), (1)

gdzie u jest parametrem i nasza wspotrzedna uogdlniona . OS z jest pozioma,
a o$ y jest skierowana w dét. Cykloida jest krzywa, po jakiej porusza sie
punkt materialny lezacy na okregu toczacym si¢ bez poslizgu. Mamy

T = a(u — cosu),

Y = asinuu. (2)
Energia kinetyczna wynosi

1 1
T= §m($'2+3)2) = ima202(1+cos2 u—2 cos u+sin® u) = 2ma*u’ sin® % (3)

Energia potencjalna V' = —mgy = —mga(l — cosu). Lagranzjan ma postaé
2.2 . 2 U
L =T -V =2ma“u”sin §+mga(1—cosu) (4)

Pochodne potrzebne to

0L

—— = 4ma®sin® Ea,

ot 2

d oL 1

pr i 4ma25m2%il + 4ma*2 sin % Ccos %5112, (5)

0L 1

T 2ma*2 sin g Ccos g§u2 + mgasinu. (6)



Roéwnanie Lagrange’a ma postac

1 1
4ma® sin® Eii + 4ma?2 sin v coS Eﬂf — 2ma*2sin 4 coS ﬂu? —mgasinu = 0,
2 2 22 2 22
a po uporzadkowaniu
.u..+1 Ui o 2e0sd — 0 (8)
sin —i + — cos —u” — 2w” cos — =
2 2 2 2 ’
gdzie w? = . Pierwsze dwa wyrazy daja si¢ wyrazi¢ przez —% oS 3.
Sprawdzmy
d u Coul
—— Cos — = sin — =1,
dt 2 22
& w1 1wl

Roéwnanie Lagrange’a przyjmuje wiec postac

d2
ﬁcosg—szcos% = 0. (10)

Rozwiazaniem jest cos § = C} coswt + Cy sin wt.

Niech w chwili ¢ = 0 wahadlo znajduje sie w polozeniu réwnowagi: x =
ar, y = 2a, czyli u = 7. Wtedy cos§ = 01 C; = 0. Niech predkosc
poczatkowa (niezerowa tylko sktadowa ) ma warto$¢ vg. Mamy siec (0) =
2a1(0) = vy, czyli —sin g%u\tzo,u:,r = Cyw. Ostatecznie Cy = — 0.

Okres drgan nie zalezy tu od amplitudy, podczas gdy dla wahadla ptaskiego
tak byto jedynie w przyblizeniu matych drgan.

2 Teoria malych drgan

(7)

Rozwazmy uktad z wigzami niezaleznymi od czasu, opisany przez f wspétrzednych

uogolninych, wprowadzonych w sposéb niezalezny od czasu. Energia kinety-
czna jest forma kwadratowa predkosci uogdlnionych

T =3 omif =23 m 3 20> = d =5 D0 Au(@)ids, (11
jgl 2mjl'] 9 ;m]; dq QZ; aqsq B Z l (q)qlq , ( )

l l,s=1




gdzie definicja macierzy symtrycznej A wynika z powyzszego zapisu.

Zalézmy, ze istnieje polozenie réwnowagi trwate (minimum energii potenc-
jalnej) i jego wspélrzedne sa ¢ = 0 = (0,0, ...,0) (zawsze mozna je tak prze-
sunac¢). W przyblizeniu matych drgan, w ktérym w lagranzjanie ograniczamy
sie do cztonow drugiego stopnia wzgledem wspotrzednych i predkosci, mozna
pomingé zalezno$¢ A od ¢ i przyjaé¢ A(q) ~ A(0) (pominiete wyrazy sa stopnia
trzeciego 1 wyzszych). Poniewaz energia kinetyczna jest dodatnia, macierz
A jest dodatnio okreslona, co oznacza ze forma kwadratowa Zlf, a1 A1s(0)Gigs
jest dodatnia dla dowolonych predkosci uogélnionych, lub inaczej, ze wartosci
wlasne macierzy A sa dodatnie.

Energie potencjalng mozna rozwina¢ w szereg Taylora

1 32V(0)
— 12
a 2 ZZS: 0q0q, Qs+ (12)

Vi = v+ 3 7

Poniewaz energie potencjalna rozwinieto w otoczeniu minimum wlasciwego,,
pierwsze pochodne V' sa réwna zero. V(0) mozna tez przyjaé réwne zero.
Zgodnie z przyblizeniem malych drgan rozwiniecie obcina si¢ na drugim
wyrazie. Wprowadzmy oznaczenie By = %z:g(i); macierz B tez jest dodatnio
okreslona, bo punkt Q = 0 jest minimum wlasciwym. Jest tez symetryczna.

Lagranzjan ma wiec postac

f
.. 1

L=2-> A0)qgs — 5 > Bisqigs. (13)

l,s=1 l,s

N |

Rownania Lagrange’a maja postac
ZAlsds+ZBISQS :07 [ = 1727"'7f' (14>

Dla jednego stopnia swobody f = 1 jest to réwnanie oscylatora harmon-
icznego. Istota metody jest przedstawienie wspolrzednych ¢; jako superpozy-
¢ji drgan pewnych oscylatoréw harmonicznych, zwanych drganiami normal-
nymi.

Jesli potraktujemy (g1, g2, ..., ¢r) jako kolumne, mozna réwnania Lagrange’a
napisa¢ w formie macierzowej

Aj+ Bg=0. (15)



Wyrazmy teraz q jako superpozycje nowych zmiennych @, tzn. ¢ = >, UjsQs,
lub krotko ¢ = U@ z nieokreslonymi na razie elementami macierzy U.Otrzymamy

AUO = BUQ. (16)

pomnozmy teraz obie strony przez macierz transponowana U?, zadajac, aby
UTAU = I (macierz jednostkowa), i U BU = D (macierz diagonalna). Wt-
edy rownania Lagrange’a przybieraja postac

Q1+ DyQ, =0, (17)
ktorego rozwiazaniem jest
Q) = Ajcoswit + By sinwit, (18)

gdzie w; = Dll-

Nie jest oczywiste, ze taka transformacja U istnieje i ze element macierzy
diagonalnej D sa dodatnie.

Poniewaz A jest macierza symetryczna, istnieje macierz ortogonalna Uy,
taka ze Ul AU; = A’ jest macierza diagonalng. Poniewaz A jest dodatnio
okreslona, jej wartosci wlasne, a wiec elementy diagonalne macierzy A’, sa
dodatnie. Mozna zbudowaé¢ macierz Us,, ktéra jest diagonalna i ktorej ele-

menty diagonalne sa rowne \/}4—,. Wtedy U] A'U, jest macierza jednostkowa
JJj

I.

Macierz B poddana tym transformacjom przejdzie w B” = UL Ul BU,Us.
Macierz B” jest symetryczna, bo B"" = UTUT B*TUITU]™T = B”. Macierz
B” jest tez dodatnio okreslona, bo

Z B”1sq1qs = Z[(U1U2)TB(U1U2]lsquqs = Z (UlUgT)lijk(Ule)ksqlqs =

l,S Z,S l787j7k7

> BjkG;qr (19)
ik

gdzie Gy = 35 (U1Us)ksqs. Suma w powyzszym wzorze jest dodatnia: macierz
B” jest dodatnio okreslona, bo macierz B jest dodatnio okreslona. Istnieje
macierz ortogonalna Us, taka ze Ul B"Us = D, gdzie D jest macierza di-
agonalng o dodatnich wartosciach wtasnych. Oczywidcie U TUs = I. Tak
wiec macierz U = U;U,Us ma zadane wlasnosci: UTAU = I, UYBU = D i
elementy D; macierzy diagonalnej D sa dodatnie.
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Nie ma koniecznosci obliczania osobno macierzy U;. Mozna napisac¢
U'BU = D = ID = UTAUD, czyli po pomnozeniu przez (UT)™ otrzy-
mujemy

Y BiUg =Y AU Dy, 1=1,2,... f (20)
albo ;

Z[Bls_DkkAls]Usk:Oa [ = 1727"'7f' (21>

s=1

Ostatnia relacja jest uktadem réwnan liniowych, jednorodnych na wspétezynniki
Ugi. Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan jest zerowanie sie¢ wyz-
nacznika uktadu, co stanowi réwnanie stopnia f na wartosci wlasne Dy;.

Teoria malych drgan ma zastosowanie przy opisie oscylacji czasteczek
wieloatomych lub sieci krystalicznych.

2.1 Przyklad: czasteczka CO,

Czasteczka dwutlenku wegla jest liniowa, z atomem wegla, o masie my i
polozeniu x,, w srodku i atomami tlenu, o masie m, i potozeniach z; i x3,
r1 < x3. W ukladzie srodka masy mqxy + moxs + mzxsz = 0.

Energia potencjalna zwiazana jest ze zmiana dlugosci wiazan i w przy-
blizeniu harmonicznym jest dana wzorem

k k
V= §(x2—x1—a)2—|—§(:c3—x2—a)2, (22)
gdzie k jest stala sprezystosci, a a jest polozeniem réwnowagi. Jesli wyrazimy
To przez xi oraz x3 jako

Ly = _M’ (23)

mo
oraz wprowdzimy y; = 21 + a, y3 = T3 — a, energia potencjalna wyraza sie

wzorem

k
V= W{[(ml +mo)® + mi](y; + v3) + 4ma(mi + ma)yiys}, (24)
2

co daje macierz B w postaci

B:<g§>, (25)



gdzie v = m%[(ml +meo)? +m?], § = k%(ml + may).
Energia kinetyczna wynosi
1, 1, 1 My g .oy, I
T = §m1($% +@5) + §m2fg = §(m1 + E;)(y% +93) + E;ylyg” (26)
co daje macierz A w postaci

A:(%i), (27)

2 2
dzie a = m; + =%, f = =1, Réwnanie macierzowe (B — MA)U = 0 bedzie
ma’ ma
mialo rozwiazania niezerowe, gdy

y—aX d—=PBX\
d6t<5—ﬁ>\ v~ =0, (28)
co daje dwa rozwiazania A\ = ﬁ 1A = ;’—ig. Po podstawieniu otrzymuje sie
A = m%? Ao = kmnﬁijn’;” Graja one role elementéw macierzy diagonalnej Dy;

i Dy z 0gdlnych wzoréw. Czgstosci drgan normalnych wynosza wy o = 1/ A2,
tzn. drgania normalne sa

Q1 = C; coswit + Cy sin wt,

Q2 = C3 coswot + Cy sin ws. (29)
Wspétezynniki Uj;, otrzymamy z réwnania
(Bir — MeAn) Uy + (Bia — A Ar2)Usy, = 0. (30)

Drugie z rownan nie wniesie nic nowego, bo przez zerowanie wyznacznika
rownania zrobity sie linowo zalezne. Po wstawieniu elementéw macierzowych
i wartosci wlasnych otrzymuje sie

U12 = U227 U21 = _Ull‘ (31>

Mozna jeden z tych elementow macierzowych przyja¢ rowny 1 i wyliczy¢
drugi. Inny wybdr odbitby si¢ na odpowiednich wartosciach statych C;, ktére
wyznacza sie z warunkéw poczatkowych. Ostateczny wynik to

r1 = Q1(t) + Q=2(t) —a,
r3 = —Qu1(t) + Q2(t) +a. (32)
W szczegdlnych przypadkach zachodzi:

1. gdy Q)2 = 0, atom wegla spoczywa, a atomy tlenu drgaja w przeciwfazie,
2. gdy ()1 = 0, atomy tlenu i atom wegla drgaja w fazie.
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