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1 Mechanika Lagrange’a 3

1.1 Wahad lo cykloidalne

Wahad lo cykloidalne jest to punkt materialny poruszaja̧cy siȩ w polu graw-
itacyjnym po  luku cykloidy

x = a(u− sinu),

y = a(1− cosu), (1)

gdzie u jest parametrem i nasza̧ wspó lrzȩdna̧ uogólniona̧ . Oś x jest pozioma,
a oś y jest skierowana w dó l. Cykloida jest krzywa̧, po jakiej porusza siȩ
punkt materialny leża̧cy na okrȩgu tocza̧cym siȩ bez poślizgu. Mamy

ẋ = a(u̇− cosuu̇),

ẏ = a sinuu̇. (2)

Energia kinetyczna wynosi

T =
1

2
m(ẋ2+ẏ2) =

1

2
ma2u̇2(1+cos2 u−2 cosu+sin2 u) = 2ma2u̇2 sin2 u

2
. (3)

Energia potencjalna V = −mgy = −mga(1− cosu). Lagranżjan ma postać

L = T − V = 2ma2u̇2 sin2 u

2
+mga(1− cosu) (4)

Pochodne potrzebne to

∂L

∂u̇
= 4ma2 sin2 u

2
u̇,

d

dt

∂L

∂u̇
= 4ma2sin2u

2
ü+ 4ma22 sin

u

2
cos

u

2

1

2
u̇2, (5)

∂L

∂u
= 2ma22 sin

u

2
cos

u

2

1

2
u̇2 +mga sinu. (6)
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Równanie Lagrange’a ma postać

4ma2 sin2 u

2
ü+ 4ma22 sin

u

2
cos

u

2

1

2
u̇2 − 2ma22 sin

u

2
cos

u

2

1

2
u̇2 −mga sinu = 0, (7)

a po uporza̧dkowaniu

sin
u

2
ü+

1

2
cos

u

2
u̇2 − 2ω2 cos

u

2
= 0, (8)

gdzie ω2 = g
4a

. Pierwsze dwa wyrazy daja̧ siȩ wyrazić przez − d2

dt2
cos u

2
.

Sprawdźmy

− d

dt
cos

u

2
= sin

u

2

1

2
u̇,

− d2

dt2
cos

u

2
=

1

2
sin

u

2
ü+

1

2
cos

u

2

1

2
u̇2. (9)

Równanie Lagrange’a przyjmuje wiȩc postać

d2

dt2
cos

u

2
+ ω2 cos

u

2
= 0. (10)

Rozwia̧zaniem jest cos u
2

= C1 cosωt+ C2 sinωt.
Niech w chwili t = 0 wahad lo znajduje siȩ w po lożeniu równowagi: x =

aπ, y = 2a, czyli u = π. Wtedy cos u
2

= 0 i C1 = 0. Niech prȩdkość
pocza̧tkowa (niezerowa tylko sk ladowa x) ma wartość v0. Mamy siȩc ẋ(0) =
2au̇(0) = v0, czyli − sin u

2
1
2
u̇|t=0,u=π = C2ω. Ostatecznie C2 = − v0

4aω
.

Okres drgań nie zależy tu od amplitudy, podczas gdy dla wahad la p laskiego
tak by lo jedynie w przybliżeniu ma lych drgań.

2 Teoria ma lych drgań

Rozważmy uk lad z wiȩzami niezależnymi od czasu, opisany przez f wspó lrzȩdnych
uogólninych, wprowadzonych w sposób niezależny od czasu. Energia kinety-
czna jest forma̧ kwadratowa̧ prȩdkości uogólnionych

T =
3N∑
j=1

1

2
mjẋ

2
j =

1

2

∑
j

mj

∑
l

∂xj
∂ql

q̇l
∑
s

∂xj
∂qs

q̇s ≡
1

2

f∑
l,s=1

Als(q)q̇lq̇s, (11)
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gdzie definicja macierzy symtrycznej A wynika z powyższego zapisu.
Za lóżmy, że istnieje po lożenie równowagi trwa le (minimum energii potenc-

jalnej) i jego wspó lrzȩdne sa̧ q = 0 = (0, 0, ..., 0) (zawsze można je tak prze-
suna̧ć). W przybliżeniu ma lych drgań, w którym w lagranżjanie ograniczamy
siȩ do cz lonów drugiego stopnia wzglȩdem wspó lrzȩdnych i prȩdkości, można
pomina̧ć zależnośćA od q i przyja̧ćA(q) ≈ A(0) (pominiȩte wyrazy sa̧ stopnia
trzeciego i wyższych). Ponieważ energia kinetyczna jest dodatnia, macierz
A jest dodatnio określona, co oznacza że forma kwadratowa

∑f
l,s=1Als(0)q̇lq̇s

jest dodatnia dla dowolonych prȩdkości uogólnionych, lub inaczej, że wartości
w lasne macierzy A sa̧ dodatnie.

Energiȩ potencjalna̧ można rozwina̧ć w szereg Taylora

V (q) = V (0) +
∑
l

∂V (0)

∂ql
ql +

1

2

∑
l,s

∂2V (0)

∂ql∂qs
qlqs + .... (12)

Ponieważ energiȩ potencjalna̧ rozwiniȩto w otoczeniu minimum w laściwego,,
pierwsze pochodne V sa̧ równa zero. V (0) można też przyja̧ć równe zero.
Zgodnie z przybliżeniem ma lych drgań rozwiniȩcie obcina siȩ na drugim

wyrazie. Wprowadźmy oznaczenie Bls = ∂2V (0)
∂ql∂qs

; macierz B też jest dodatnio
określona, bo punkt Q = 0 jest minimum w laściwym. Jest też symetryczna.

Lagranżjan ma wiȩc postać

L =
1

2

f∑
l,s=1

Als(0)q̇lq̇s −
1

2

∑
l,s

Blsqlqs. (13)

Równania Lagrange’a maja̧ postać∑
s

Alsq̈s +
∑
s

Blsqs = 0, l = 1, 2, ..., f. (14)

Dla jednego stopnia swobody f = 1 jest to równanie oscylatora harmon-
icznego. Istota̧ metody jest przedstawienie wspó lrzȩdnych ql jako superpozy-
cji drgań pewnych oscylatorów harmonicznych, zwanych drganiami normal-
nymi.

Jeśli potraktujemy (q1, q2, ..., qf ) jako kolumnȩ, można równania Lagrange’a
napisać w formie macierzowej

Aq̈ +Bq = 0. (15)
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Wyraźmy teraz q jako superpozycjȩ nowych zmiennychQ, tzn. ql =
∑
s UlsQs,

lub krótko q = UQ z nieokreślonymi na razie elementami macierzy U .Otrzymamy

AUQ̈ = BUQ. (16)

pomnożmy teraz obie strony przez macierz transponowana̧ UT , ża̧daja̧c, aby
UTAU = I (macierz jednostkowa), i UTBU = D (macierz diagonalna). Wt-
edy równania Lagrange’a przybieraja̧ postać

Q̈l +DllQl = 0, (17)

którego rozwia̧zaniem jest

Ql = Al cosωlt+Bl sinωlt, (18)

gdzie ωl =
√
Dll.

Nie jest oczywiste, że taka transformacja U istnieje i że element macierzy
diagonalnej D sa̧ dodatnie.

Ponieważ A jest macierza̧ symetryczna̧, istnieje macierz ortogonalna U1,
taka że UT

1 AU1 = A′ jest macierza̧ diagonalna̧. Ponieważ A jest dodatnio
określona, jej wartości w lasne, a wiȩc elementy diagonalne macierzy A′, sa̧
dodatnie. Można zbudować macierz U2, która jest diagonalna i której ele-
menty diagonalne sa̧ równe 1√

A′
jj

. Wtedy UT
2 A
′U2 jest macierza̧ jednostkowa̧

I.
Macierz B poddana tym transformacjom przejdzie w B′′ = UT

2 U
T
1 BU1U2.

Macierz B′′ jest symetryczna, bo B′′T = UT
2 U

T
1 B”TUTT

1 UTT
2 = B′′. Macierz

B” jest też dodatnio określona, bo∑
l,s

B”lsqlqs =
∑
l,s

[(U1U2)
TB(u1U2]lsqljqs =

∑
l,s,j,k,

(U1U
T
2 )ljBjk(U1U2)ksqlqs =

∑
j,k

Bjkq̃j q̃k, (19)

gdzie q̃k =
∑
s(U1U2)ksqs. Suma w powyższym wzorze jest dodatnia: macierz

B” jest dodatnio określona, bo macierz B jest dodatnio określona. Istnieje
macierz ortogonalna U3, taka że UT

3 B”U3 = D, gdzie D jest macierza̧ di-
agonalna̧ o dodatnich wartościach w lasnych. Oczywíscie UT

3 IU3 = I. Tak
wiȩc macierz U = U1U2U3 ma ża̧dane w lasności: UTAU = I, UTBU = D i
elementy Dll macierzy diagonalnej D sa̧ dodatnie.
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Nie ma konieczności obliczania osobno macierzy Uj. Można napisać
UTBU = D = ID = UTAUD, czyli po pomnożeniu przez (UT )−1 otrzy-
mujemy ∑

s

BlsUsk =
∑
s

AlsUskDkk, l = 1, 2, ..., f (20)

albo
f∑
s=1

[Bls −DkkAls]Usk = 0, l = 1, 2, ..., f. (21)

Ostatnia relacja jest uk ladem równań liniowych, jednorodnych na wspó lczynniki
Usk. Warunkiem istnienia niezerowych rozwia̧zań jest zerowanie siȩ wyz-
nacznika uk ladu, co stanowi równanie stopnia f na wartości w lasne Dkk.

Teoria ma lych drgań ma zastosowanie przy opisie oscylacji cza̧steczek
wieloatomych lub sieci krystalicznych.

2.1 Przyk lad: cza̧steczka CO2

Cza̧steczka dwutlenku wȩgla jest liniowa, z atomem wȩgla, o masie m2 i
po lożeniu x2, w środku i atomami tlenu, o masie m1 i po lożeniach x1 i x3,
x1 < x3. W uk ladzie środka masy m1x1 +m2x2 +m3x3 = 0.

Energia potencjalna zwia̧zana jest ze zmiana̧ d lugości wia̧zań i w przy-
bliżeniu harmonicznym jest dana wzorem

V =
k

2
(x2 − x1 − a)2 +

k

2
(x3 − x2 − a)2, (22)

gdzie k jest sta la̧ sprȩżystości, a a jest po lożeniem równowagi. Jeśli wyrazimy
x2 przez x1 oraz x3 jako

x2 = −m1(x1 + x3)

m2

, (23)

oraz wprowdzimy y1 = x1 + a, y3 = x3 − a, energia potencjalna wyraża siȩ
wzorem

V =
k

2m2
2

{[(m1 +m2)
2 +m2

1](y
2
1 + y23) + 4m1(m1 +m2)y1y3}, (24)

co daje macierz B w postaci

B =

(
γ δ
δ γ

)
, (25)
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gdzie γ = k
m2

2
[(m1 +m2)

2 +m2
1], δ = k 2m1

m2
2

(m1 +m2).

Energia kinetyczna wynosi

T =
1

2
m1(ẋ

2
1 + ẋ23) +

1

2
m2ẋ

2
2 =

1

2
(m1 +

m2
1

m2

)(ẏ21 + ẏ23) +
m2

1

m2

ẏ1ẏ3, (26)

co daje macierz A w postaci

A =

(
α β
β α

)
, (27)

gdzie α = m1 +
m2

1

m2
, β =

m2
1

m2
. Równanie macierzowe (B − λA)U = 0 bȩdzie

mia lo rozwia̧zania niezerowe, gdy

det

(
γ − αλ δ − βλ
δ − βλ γ − αλ

)
= 0, (28)

co daje dwa rozwia̧zania λ1 = γ−δ
α−β i λ2 = γ+δ

α+β
. Po podstawieniu otrzymuje siȩ

λ1 = k
m1

, λ2 = k 2m1+m2

m1m2
. Graja̧ one rolȩ elementów macierzy diagonalnej D11

i D22 z ogólnych wzorów. Czȩstości drgań normalnych wynosza̧ ω1,2 =
√
λ1,2,

tzn. drgania normalne sa̧

Q1 = C1 cosω1t+ C2 sinω1t,

Q2 = C3 cosω2t+ C4 sinω2. (29)

Wspó lczynniki Ujk otrzymamy z równania

(B11 − λkA11)U1k + (B12 − λkA12)U2k = 0. (30)

Drugie z równań nie wniesie nic nowego, bo przez zerowanie wyznacznika
równania zrobi ly siȩ linowo zależne. Po wstawieniu elementów macierzowych
i wartości w lasnych otrzymuje siȩ

U12 = U22, U21 = −U11. (31)

Można jeden z tych elementów macierzowych przyja̧ć równy 1 i wyliczyć
drugi. Inny wybór odbi lby siȩ na odpowiednich wartościach sta lych Cj, które
wyznacza siȩ z warunków pocza̧tkowych. Ostateczny wynik to

x1 = Q1(t) +Q2(t)− a,
x3 = −Q1(t) +Q2(t) + a. (32)

W szczególnych przypadkach zachodzi:
1. gdy Q2 = 0, atom wȩgla spoczywa, a atomy tlenu drgaja̧ w przeciwfazie,
2. gdy Q1 = 0, atomy tlenu i atom wȩgla drgaja̧ w fazie.
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