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1 Mechanika Lagrange’a 2

1.1 Wspó lrzȩdne uogónione

Wspó lrzȩdne kartezjańskie nie sa̧ optymalne do opisu uk ladów punktów ma-
terialnych z wiȩzami: jest ich za dużo (3N), (a wystarczy loby f , bo ruch
zachodzi na f -wymiarowej hiperpowierzchni) i nie sa̧ niezależne. Dlatego
op laca siȩ przej́sć do nowych wspó lrzȩdnych, niezależnych, w liczbie f , ta-
kich,żeby równania wiȩzów by ly automatycznie spe lnione.

Weźmy uk lad N punktów materialnych z wiȩzami holonomicznymi dwus-
tronnymi fk(x, t) = 0, k = 1, 2, ..., p, x = (x1, x2, ..., x3N). Wprowadźmy
nowe wspó lrzȩdne - uogólnione - q = (q1, q2, ..., qf )

x = x(q, t), fk(x(q, t), t) ≡ 0. (1)

Ważne jest że ostatnia równość jest tożsamościowa, tzn. jest spe lniona dla
wszystkich q. Z tego wynika natychmiast, że ∂fk

∂ql
=

∑3N
j=1

∂fk
∂xj

∂xj
∂ql
≡ 0.

Przyk ladem wspó lrzȩdnej uogólnionej dla ruchu po okrȩgu o promieniu
R w p laszczyźnie (xy), tzn. przy wiȩzach f1(x, y, z) = x2 + y2 − R2 = 0
f2(x, y, z) = z = 0, tzn. f = 1, jest ka̧t obrotu φ, taki że x = R cosφ,
y = R sinφ; wtedy x2 + y2 −R2 = R2 cos2 φ+R2 sin2 φ−R2 ≡ 0.

Podobnie dla ruchu po powierzchni kuli o promieniu R, tzn. z wiȩzami
f(x, y, z) = x2+y2+z2−R2 = 0, wygodnymi wspó lrzȩdnymi uogólnionymi sa̧
ka̧ty θ i φ, takie że x = R sin θ cosφ, y = R sin θ sinφ, z = R cos θ (szerokość
geograficzna liczona od bieguna i d lugość geograficzna).

Jeśli nie ma wiȩzów, wspó lrzȩdnymi uogólnionymi moga̧ być po prostu
wspó lrzȩdne kartezjańskie lub jakieś wspó lrzȩdne krzywoliniowe w liczbie 3N .

Ważne sa̧ dwie tożsamości.
1. Z relacji ẋj =

∑f
l=1

∂xj
∂ql
q̇l + ∂xj

∂t
wynika, że ∂ẋj

∂q̇l
= ∂xj

∂ql
.

2. d
dt

∂xj
∂ql

= ∂ẋj
∂ql

.
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Tożsamość 2 można wykazać, badaja̧c obie jej strony:
d
dt

∂xj
∂ql

=
∑f
s=1

∂2xj
∂qs∂ql

q̇s + ∂2xj
∂t∂ql

,
∂ẋj
∂ql

= ∂
∂ql

(
∑f
s=1

∂xj
∂qs
q̇s + ∂xj

∂t
) =

∑f
s=1

∂2xj
∂ql∂qs

q̇s + ∂2xj
∂ql∂t

.
Przy za lożeniu, że drugie pochodne cza̧stkowe istnieja̧ i sa̧ cia̧g le, kolejność
różniczkowania cza̧stkowego nie jest istotna i prawe strony dwóch ostatnich
wzorów sa̧ identyczne.

1.2 Równania Lagrange’a II rodzaju

Równania ruchu we wspó lrzȩdnych uogólnionych ql można otrzymać z równań
Lagrange’a I rodzaju

mjẍj = Xj +
p∑

k=1

λk
∂fk
∂xj

. (2)

Pomnóżmy obie strony przez ∂xj
∂ql

i wysumujmy po j

3N∑
j=1

mjẍj
∂xj
∂ql

=
3N∑
j=1

Xj
∂xj
∂ql

+
3N∑
j=1

p∑
k=1

λk
∂fk
∂xj

∂xj
∂ql

(3)

Ostatni wyraz po prawej stronie jest równy
∑p
k=1 λk

∂fk
∂ql

= 0. Pierwszy
wyraz po prawej stronie nazywamy si la uogólniona̧ i oznaczamy przez Ql =∑3N
j=1Xj

∂xj
∂ql

. Lewa̧ stronȩ przekszta lcimy, korzystaja̧c z dwóch udowodnionych
tożsamości

3N∑
j=1

mjẍj
∂xj
∂ql

=
3N∑
j=1

d

dt
(mjẋj

∂xj
∂ql

)−
3N∑
j=1

mjẋj
d

dt

∂xj
∂ql

=

d

dt

3N∑
j=1

mjẋj
∂ẋj
∂q̇l
−

3N∑
j=1

mjẋj
∂ẋj
∂ql

=

d

dt

∂

∂q̇l

3N∑
j=1

1

2
mjẋ

2
j −

∂

∂ql

3N∑
j=1

1

2
mjẋ

2
j =

d

dt

∂T

∂q̇l
− ∂T

∂ql
, (4)

gdzie T jest energia̧ kinetyczna̧ uk ladu.
Równania ruchu, nazywane równaniami Lagrange’a II rodzaju, maja̧ wiȩc

postać
d

dt

∂T

∂q̇l
− ∂T

∂ql
= Ql, l = 1, 2, ..., f. (5)
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Jeśli istnieje energia potencjalna V (x, t), czyliXj = − ∂V
∂xj

, to si la uogólniona

Ql = −∑3N
j=1

∂V
∂xj

∂xj
∂ql

= −∂V (x(q,t),t)
∂ql

. Równania Lagrange’a II rodzaju przyj-

muja̧ wtedy postać
d

dt

∂T

∂q̇l
− ∂T

∂ql
= −∂V

∂ql
. (6)

Ponieważ V nie zależy od prȩdkości uogólnionych q̇l, można wprowadzić
funkcjȩ Lagrange’a (lagranżjan) L(q, q̇, t) = T − V i napisać równania La-
grange’a jako

d

dt

∂L

∂q̇l
− ∂L

∂ql
= 0. (7)

Sa̧ sytuacje, gdy nie istnieje energia potencjalna, ale istnieje funkcja U(q, q̇, t),
taka że Ql = d

dt
∂U
∂q̇l
− ∂U

∂ql
. Wtedy lagranżjan L = T − U i też obowia̧zuja̧

równania Lagrange’a w ostatniej postaci.
Pȩdem uogólnionym nazywamy wielkość pl = ∂L

∂q̇l
. Równania Lagrange’a

można wiȩc napisać w postaci

ṗl =
∂L

∂ql
. (8)

Może siȩ zdarzyć, że lagranżjan nie zależy od pewnej wspó lrzȩdnej, zwanej
wtedy cykliczna̧. W takim przypadku ∂L

∂ql
= 0 i pȩd uogólniony zwia̧zany z

ta̧ wspó lrzȩdna̧ jest zachowany; mówi siȩ też, że jest sta la̧ lub ca lka̧ ruchu.
Inna̧ ważna̧ wielkościa̧ jest funkcja

G(q, q̇, t) =
f∑
l=1

pl(q, q̇, t)q̇l − L(q, q̇, t). (9)

Pochodna tej funkcji wynosi

d

dt
(
∑
l

plq̇l − L) =
∑
l

(ṗlq̇l + plq̈l)− [
∑
l

(
∂L

∂ql
q̇l +

∂L

∂q̇l
q̈l) +

∂L

∂t
] =

∑
l

(
∂L

∂ql
q̇l +

∂L

∂q̇l
q̈l)−

∑
l

(
∂L

∂ql
q̇l +

∂L

∂q̇l
q̈l)−

∂L

∂t
= −∂L

∂t
, (10)

gdzie wykorzystano równanie Lagrange’a ṗl = ∂L
∂ql

oraz definicjȩ pl = ∂L
∂q̇l

.
Zatem, jeśli lagranżjan nie zależy explicite od czasu, funkcja G jest sta la̧
ruchu.
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Przy dodatkowych za lożeniach funkcja G ma prosta̧ interpretacjȩ: jeśli
transformacja od zmiennych kartezjańskich do uogólnionych nie zależy ex-
plicite od czasu, tzn. xj = xj(q), czyli ∂xj

∂t
= 0 dla wszystkisch j, oraz

istnieje energia potencjalna V , to funkcja G jest energia̧ ca lkowita̧ uk ladu.
Aby to pokazać zauważmy, że wtedy

ẋj =
∑
l

∂xj
∂ql

q̇l, (11)

a energia kinetyczna wynosi

T =
3N∑
j=1

1

2
mjẋ

2
j =

1

2

∑
j

mj

∑
l

∂xj
∂ql

q̇l
∑
s

∂xj
∂qs

q̇s ≡
1

2

f∑
l,s=1

Als(q)q̇lq̇s, (12)

gdzie definicja macierzy symtrycznej A wynika z powyższego zapisu. La-
granżjan L(q, q̇, t) = T (q, q̇)− V (q, t) . Wobec tego pȩd uogólniony

pm =
∂L

∂q̇m
=

∂T

∂q̇m
= (13)

∂

∂q̇m

1

2

f∑
l,s=1

Als(q)q̇lq̇s =
1

2

∑
s

Ams(q)q̇s +
1

2

f∑
l=1

Alm(q)q̇l =
f∑
s=1

Ams(q)q̇s,

a funkcja G

G =
∑
m

pmq̇m − L =
∑
l,m

Almq̇mq̇l − (T − V ) = 2T − T + V = T + V. (14)

1.3 Punkt materialny bez wiȩzów z energia̧ potenc-
jalna̧, wspó lrzȩdne kartezjańskie

Gdy nie ma wiȩzów, rolȩ wspó lrzȩdnych uogólnionych moga̧ grać wspó lrzȩdne
kartezjańskie. Lagranżjan ma postać

L = T − V =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− V (x, y, z, t). (15)

Równanie Lagrange’a , np. dla zmiennej x, ma postać

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
=

d

dt
mẋ+

∂V

∂x
= mẍ− Fx = 0. (16)

Otrzymuje siȩ wiȩc równanie Newtona. Pȩd uogólniony zwia̧zany ze wspó lrzȩdna̧
x ma postać px = mẋ; jest wiȩc znana̧ sk ladowa̧ x pȩdu mṙ.
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1.4 Na ladowany punkt materialny bez wiȩzów w polu
elektromagnetycznym

Na punkt materialny o  ladunku Q dzia la si la Lorentza

F = Q(E + ṙ×B). (17)

Z równań Maxwella wynika, że można zdefiniować (niejednoznacznie) po-
tencja l skalarny φ(r, t) i wektorowy A(r, t), takie że

B = ∇×A,

E = −∇φ− ∂A

∂t
. (18)

Okazuje siȩ, że dla si ly Lorentza istnieje potencja l uogólniony

U(r, ṙ, t) = Qφ(r, t)−QA(r, t)ṙ. (19)

Aby to sprawdzić, obliczmy sk ladowa̧ si ly, np. w kierunku x

d

dt

∂U

∂ẋ
− ∂U

∂x
= −Q d

dt
Ax −Q

∂φ

∂x
+Q

∂

∂x
(Axẋ+ Ayẏ + Az ż) =

−Q(
∂Ax
∂x

ẋ+
∂Ax
∂y

ẏ +
∂Ax
∂z

ż +
∂Ax
∂t

) +Q(
∂Ax
∂x

ẋ+
∂Ay
∂x

ẏ +
∂Az
∂x

ż)−Q∂φ
∂x

=

Q(−∂φ
∂x
− ∂Ax

∂t
) +Qẏ(

∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
)−Qż(−∂Az

∂x
+
∂Ax
∂z

) =

QEx +Q(ẏBz − żBy) = QEx +Q(ṙ×B)x. (20)

Istotnie, zapostulowany potencja l uogólniony odtwarza si lȩ Lorentza, a wiȩc
równania Lagrange’a staja̧ siȩ równaniami Newtona z ta̧ si la̧. Lagranżjan ma
postać

L = T − U =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−Qφ+Q(Axẋ+ Ayẏ + Az ż). (21)

Pȩd uogólniony w kierunku x wynosi

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ+QAx. (22)

Można napisać p = mṙ+QA. Pȩd uogólniony nie jest wiȩc tożsamy z pȩdem
kinetycznym mṙ.
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1.5 Wahad lo matematyczne

Rozpatrzmy punkt materialny poruszja̧cy siȩ po pionowo ustawionym okrȩgu
o promieniu l w polu grawitacyjnym Niech oś x bȩdzie pozioma, a oś y
skierowana pionowo w dó l. Równania wiȩzów sa̧ x2 + y2 − l2 = 0, z = 0.
Wygodna̧ wspó lrzȩdna̧ uogólniona̧ jest ka̧t φ odchylenia wahad la od pionu,
tzn.

x = l sinφ,

y = l cosφ. (23)

Pochodne wspó lrzȩdnych sa̧

ẋ = l cosφφ̇,

ẏ = −l sinφφ̇. (24)

Energia kinetyczna wynosi 1
2
m(ẋ2 + ẏ2) = 1

2
ml2φ̇2. Energia potencjalna jest

V = −mgy = −mgl cosφ. Lagranżjan ma postać

L =
1

2
ml2φ̇2 +mgl cosφ. (25)

Pochodne wystȩpuja̧ce w równaniach Lagrange’a wynosza̧

∂L

∂φ̇
= ml2φ̇,

d

dt

∂L

∂φ̇
= ml2φ̈, (26)

∂L

∂φ
= −mgl sinφ.

Równanie Lagrange’a ma postać

ml2φ̈+mgl sinφ = 0, (27)

lub
φ̈+ ω2 sinφ = 0, (28)

gdzie ω2 = g
l
.
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W przybliżeniu ma lych drgań, polegaja̧cym na pozostawieniu w równaniach
ruchu wyrazów, w których wspó lrzȩdne i prȩdkości wystȩpuja̧ w pierwszej
potȩdze (lub w lagranżjanie - w drugiej potȩdze), otrzymujemy ze wzglȩdu
na to, że sinφ = φ− 1

6
φ3 + ... ≈ φ

φ̈+ ω2φ = 0. (29)

mamy wiȩc oscylator harmoniczny, a rozwia̧zaniem równania jest φ(t) =
A sin(ωt+ φ0), gdzie sta le A i φ0, maja̧ce sens odpowiednio amplitudy i fazy
pocza̧tkowej, wyznacza siȩ z warunków pocza̧tkowych.

Rozwia̧zanie w ogólnym przypadku daje siȩ rozwia̧zać. Pomnóżmy obie
strony równani przez φ̇

φ̈φ̇+ ω2 sinφφ̇ = 0. (30)

W obu wyrazach rozpoznajemy pochodne wzglȩdem czasu

d

dt

1

2
φ̇2 − ω2 d

dt
cosφ = 0, (31)

Ca lkowanie równania daje

1

2
φ̇2 − ω2 cosφ =

1

2
φ̇0

2 − ω2 cosφ0, (32)

gdzie sta la̧ po prawej stronie wyrażono przez po lożenie φ0 w chwili pocza̧tkowej
i prȩdkość ka̧towa̧ w chwili pocza̧tkowej; sta la ta jest ca lkowita̧ energia̧
podzielona̧ przez ml2. Otrzymuje siȩ sta̧d prȩdkość uogólniona̧

φ̇ =
dφ

dt
= ±

√
2[

1

2
φ̇2
0 − ω2(cosφ0 − cosφ)]). (33)

Rozwia̧zanie można napisać w postaci ca lki

t =
∫
dt = ±

∫ dφ√
2[1

2
φ̇2
0 − ω2(cosφ0 − cosφ)])

. (34)

Wyraża ono funkcjȩ t = t(φ), odwrotna̧ do poszukiwanej φ(t). Jeśli wyrażenie
pod pierwiastkiem jest zawsze dodatnie, znak jest sta ly i wystȩpuje ruch obro-
towy wahad la. Jeśli natomiast wyrażenie pod pierwiastkiem zmienia znak,
dostȩpne sa̧ tyko takie ka̧ty, dla których jest ono dodatnie; ruch jest wtedy
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okresowy i w punktach zwrotu należy zmienić znak. Niech w szczególności
φ0 = 0. Okres wahad la wynosi

T = 4
∫ φ1

0

dφ√
2[1

2
φ̇2
0 − ω2(1− cosφ)])

= 4
∫ φ1

0

dφ√
φ̇2
0 − 4ω2 sin2 φ

2

, (35)

gdzie φ1 odpowiada punktowi zwrotu, tzn. sin φ1
2

= φ0
2ω

. Gdy φ0 = 2ω,
φ1 = π, ca lka jest rozbieżna, czas potrzebny do osia̧gniȩcia przez wahad lo
górnego po lożenia równowagi staje siȩ nieskończony.

W przybliżeniu ma lych drgań okres nie zależy od amplitudy; w ogólności
od niej zależy.

1.6 Dwa wahad la pozornie podobne

Rozważmy najpierw wahad lo matematyczne z poprzedniego problemu, które
jest zawieszone na ciȩżarku o masie M zaczepionym na sprȩżynie i moga̧cym
siȩ poruszać wzd luż osi x. Sa̧ 2 stopnie swobody. Wygodne wspó lrzȩdne
uogólnione to ka̧tφ nachylenia wahad la do pionu i X- po lożenie ciȩżarka M
wzglȩdem po lożenia równowagi.

Wspó lrzȩdne wahad la sa̧

x = X + l sinφ,

y = l cosφ. (36)

Energia kinetyczna wahad la wynosi

1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m(l2φ̇2 + 2Ẋlφ̇ cosφ+

1

2
Ẋ2). (37)

Energia kinetyczna ciȩżarka M to 1
2
MẊ2. Energia potencjalna wahad la to

−mgy = −mgl cosφ. Energia potencjalna ciȩżarka to 1
2
kX2, gdzie k jest

sta lca sprȩżystości sprȩżyny.
Lagranżjan ma wiȩc postać

L =
1

2
m(l2φ̇2 + 2Ẋlφ̇ cosφ) +

1

2
(m+M)Ẋ2 +mgl cosφ− 1

2
kX2. (38)

Potrzebne pochodne wynosza̧

∂L

∂φ̇
= ml2φ̇+ml cosφẊ,
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d

dt

∂L

∂φ̇
= ml2φ̈+ml cosφẌ −ml sinφφ̇Ẋ,

∂L

∂φ
= −mlφ̇Ẋ sinφ−mgl sinφ (39)

∂L

∂Ẋ
= (m+M)Ẋ +mlφ̇ cosφ,

d

dt

∂L

∂Ẋ
= (m+M)Ẍ +mlφ̈ cosφ−mlφ̇2 sinφ,

∂L

∂X
= −kX. (40)

Równania Lagrange’a maja̧ wiȩc postać

ml2φ̈+ml cosφẌ −ml sinφφ̇Ẋ +mlφ̇Ẋ sinφ+mgl sinφ = 0, (41)

(m+M)Ẍ +mlφ̈ cosφ−mlφ̇2 sinφ+ kX = 0.

(dwa wyrazy w pierwszym równaniu siȩ redukuja̧). Równania opisuja̧ sprzȩżone
drgania we wspó lrzȩdnych φ i X.

Jako drugi przyk lad weźmy sytuacjȩ, gdy ciȩżarek M porusza siȩ ruchem
harmonicznym z czȩstościa̧ Ω. Wspó lrzȩdna X przestaje być zmienna̧ - jej
ruch jest zadany X = X0 cos(Ωt + α). Uk lad ma tylko jeden stopień swo-
body, wiȩzy zależa̧ od czasu, a ka̧t φ jest jedyna̧ wspó lrzȩdna̧ uogólniona̧.
Wspó lrzȩdne kartezjańskie wahad la daja̧ siȩ wyrazić jako

x = X0 cos(Ωt+ α) + l sinφ,

y = l cosφ. (42)

Mamy

ẋ = −X0Ω sin(Ωt+ α) + l cosφφ̇,

ẏ = −l sinφφ̇ (43)

Lagranżjan ma postać

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +mgy = (44)

1

2
m(l2φ̇2 − 2X0Ω sin(Ωt+ α) cosφφ̇+X2

0Ω2 sin2(ωt+ α)) +mgl cosφ
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Potrzebne pochodne to

∂L

∂φ̇
= ml2φ̇−mX0Ω sin(Ωt+ α) cosφ,

d

dt

∂L

∂φ̇
= ml2φ̈−mX0Ω

2 cos(Ωt+ α) cosφ+mX0Ω sin(Ωt+ α) sinφφ̇,

∂L

∂φ
= mX0Ω sin(Ωt+ α) sinφφ̇−mgl sinφ. (45)

Równanie Lagrange’a ma wiȩc postać

ml2φ̈−mX0Ω
2 cos(Ωt+ α) cosφ+mX0Ω sin(Ωt+ α) sinφφ̇

−mX0Ω sin(Ωt− α) sinφφ̇+mgl sinφ = 0. (46)

1.7 Wspó lrzȩdne kuliste

Wspó lrzȩdne kuliste (r, θ, φ) sa̧ zwia̧zane z kartezjańskimi relacjami

x = r sin θ cosφ,

y = r sin θ sinφ, (47)

z = r cos θ, (48)

gdzie r jest d lugościa̧ wektora wodza̧cego r, θ - ka̧tem jego nachylenia do osi
z, a φ - ka̧tem miȩdzy jego rzutem na p laszczyznȩ (xy) a osia̧ x. Pochodne
wynosza̧

ẋ = ṙ sin θ cosφ+ r cos θθ̇ cosφ− r sin θ sinφφ̇,

ẏ = ṙ sin θ sinφ+ r cos θθ̇ sinφ+ r sin θ cosφφ̇,

ż = ṙ cos θ − r sin θθ̇. (49)

Po podstawieniu energia kinetyczna punktu materialnego wyraża siȩ jako

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) =

1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2). (50)

Dla cia la w polu si l potencjalnych lagranżjan ma postać

L = T − V =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2)− V (r, θ, φ). (51)
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Wspó lrzȩdnym kulistym odpowiadaja̧ pȩdy uogólnione

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ,

pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇, (52)

pφ =
∂L

∂φ̇
= mr2 sin2 θφ̇.

Pȩd pr jest sk ladowa̧ radialna̧ pȩdu kinetycznego p = mṙ. Natomiast po-
zosta le pȩdy uogólnione sa̧ rzutami momentu pȩdu: wstawiaja̧c wspó lrzȩdne i
prȩdkości do definicji momentu pȩdu otrzymuje siȩ, że pφ = m(xẏ−yẋ) = Jz,
natomiast pθ = Jy cosφ− Jx sinφ. Równania Lagrange’a maja̧ postać

mr̈ −mrθ̇2 −mr sin2 θφ̇2 +
∂V

∂r
= 0,

mr2θ̈ + 2mrṙθ̇ −mr2 sin θ cos θφ̇2 +
∂V

∂θ
= 0, (53)

2mrṙ sin2 θφ̇+ 2mr2 sin θ cos θθ̇φ̇+mr2 sin2 θφ̈+
∂V

∂φ
= 0.
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