Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna cz.5

1 Mechanika Lagrange’a 2

1.1 Wspodlrzedne uogonione

Wspélrzedne kartezjanskie nie sa optymalne do opisu uktadéw punktéow ma-
terialnych z wigzami: jest ich za duzo (3N), (a wystarczyloby f, bo ruch
zachodzi na f-wymiarowej hiperpowierzchni) i nie s niezalezne. Dlatego
optaca sie przej$¢ do nowych wspdlrzednych, niezaleznych, w liczbie f, ta-
kich,zeby rownania wiezéw byly automatycznie spetione.

WezZmy uktad N punktow materialnych z wiezami holonomicznymi dwus-
tronnymi fi(z,t) = 0, k = 1,2,...,p, © = (21,29, ...,235). Wprowadzmy
nowe wspélrzedne - uogdlnione - ¢ = (¢1, g2, .., qr)

x=xz(q,t), fe(z(q,t),t)=0. (1)

Wazne jest ze ostatnia rownos¢ jest tozsamosciowa, tzn. jest spelmiona dla
wszystkich q. Z tego wynika natychmiast, ze %—);’; = ?51 %% = 0.

Przyktadem wspoirzednej uogélnionej dla ruchu po okrjt;gu 0 promieniu
R w plaszczyznie (zy), tzn. przy wigzach fi(x,y,2) = 2> + 4> — R> = 0
folz,y,2) = 2 = 0, tzn. f = 1, jest kat obrotu ¢, taki ze x = Rcos ¢,
y = Rsin ¢; wtedy 22 + 32 — R? = R%cos® ¢ + R%sin? ¢ — R? = 0.

Podobnie dla ruchu po powierzchni kuli o promieniu R, tzn. z wigzami
f(x,y,2) = 22 +y?+2%— R? = 0, wygodnymi wspéhzednymi uogélnionymi sa
katy 6 i ¢, takie ze = Rsinf cos ¢, y = Rsinfsin ¢, z = Rcos 0 (szeroko$¢
geograficzna liczona od bieguna i dlugosé geograficzna).

Jesli nie ma wiezdéw, wspolrzednymi uogdélnionymi moga by¢ po prostu
wspotrzedne kartezjanskie lub jakies wspolrzedne krzywoliniowe w liczbie 3N.

Wazne sa dwie tozsamosci.

1. Z relacji ; = >l %ql + % wynika, ze

oz; _ Oxjy
oq — Oq”
2 ial’] _ 8$']'

© o dt Oq - dq; °



Tozsamos¢ 2 mozna wykazac, badajac obie jej strony:

d dx; 0%z, . 0%z,

dt 9q; ZS 1 9¢s0q, s + otdq;’

ox; oz; . 890] 0%z; . 0%z;

o = (Tl og s T 57 ) = St ggai s + oot ,
Przy zatozeniu, ze drugle pochodne czastkowe istnieja i sa ciagte, kolejnosé
rozniczkowania czastkowego nie jest istotna i prawe strony dwdéch ostatnich

wzordéw sa identyczne.

1.2 Rownania Lagrange’a II rodzaju

Roéwnania ruchu we wspolrzednych uogdlnionych ¢; mozna otrzymac z rownan
Lagrange’a I rodzaju
Ofr

oz (2)

mji; = X +Z)\k
k=1

Pomnézmy obie strony przez g 1 wysumujmy po j

3N a 3N a 3N p afk O
]
> myiia Z L +3 >N (3)
= 0q — 8 i &BJ dq
Ostatni wyraz po prawej stronie jest réwny > 5_ kaf’“ = 0. Pierwszy

wyraz po prawej stronie nazywamy sita uogélnion@ i oznaczamy przez ), =

5’51 X %. Lewa strone przeksztalcimy, korzystajac z dwoch udowodnionych

tozsamoscl

ox N q . Ox; 3N . d Ox;
Zmﬂxjal Zdt( x]a ) ]Zl ]Jdtaq -
d 3N Ot Ot
dt Zmy Lj 8 ijxj aql

3N 3N

iﬁ 1 4.2_221 ? doT 0T (@)
dt 8ql j:l di 8ql 8ql

gdzie T jest energia kinetyczna uktadu.
Réwnania ruchu, nazywane réwnaniami Lagrange’a Il rodzaju, maja wiec
postac

o g, =12, f (5)



Jesli istnieje energia potencjalna V (x, t), czyli X; = —37‘;, to sita uogélniona
Q= — Z?gl %% = —%qql’tm. Roéwnania Lagrange’a II rodzaju przyj-
J
muja wtedy postaé
dor or oV

—— = ——. 6
1o o oa ©)
Poniewaz V' nie zalezy od predkosci uogélnionych ¢;, mozna wprowadzié

funkcje Lagrange’a (lagranzjan) L(q,q,t) = T — V i napisa¢ réwnania La-
grange’a jako

d oL 0L
—— —-—=—=0. (7)
dt (‘3ql 8ql
Sa sytuacje, gdy nie istnieje energia potencjalna, ale istnieje funkcja U(q, 4, t),
taka ze Q; = 42U _ U \Wtedy lagranzjan L = T — U i tez obowiazuja

B . dt 9q, dq;° o .
rownania Lagrange’a w ostatniej postaci.

Pedem uogdlnionym nazywamy wielko$¢ p; = g—(’;]. Roéwnania Lagrange’a
mozna wiec napisa¢ w postaci

o
alﬂ.

D (8)

Moze sie zdarzy¢, ze lagranzjan nie zalezy od pewnej wspotrzednej, zwanej

wtedy cykliczna. W takim przypadku g—qu = 0 i ped uogdlniony zwigzany z

ta wspotrzedna jest zachowany; mowi sie tez, ze jest stata lub catka ruchu.
Inna wazna wielkoscia jest funkcja

/
G(q,4,t) = sz(q,q,t)q'z — L(q, 4, 1). (9)

Pochodna tej funkcji wynosi

d : . i} L. 9L, ~OL.
a(zl:pm — L) = "G + mér) — [Z(a—qlql + a—qlql) + 51 =

l l

oL oL oL oL OL OL
S ) - (g gy - = 10
; (8qlql + aqlql) ; (aqlql + 8q1ql) at at Y ( )
gdzie wykorzystano réwnanie Lagrange’a p; = —géz oraz definicje p; = %5'

Zatem, jesli lagranzjan nie zalezy explicite od czasu, funkcja G jest stala
ruchu.



Przy dodatkowych zalozeniach funkcja G' ma prosta interpretacje: jesli
transformacja od zmiennych karteZJansklch do uogdélnionych nie zalezy ex-
plicite od czasu, tzn. z; = z;(q), czyli 8—; 0 dla wszystkisch 7, oraz
istnieje energia potencjalna V', to funkcja G jest energia catkowita uktadu.

Aby to pokazaé zauwazmy, ze wtedy
i =3 =L, (11)
=29
a energia kinetyczna wynosi

3N 1 Oz .
T = Z m] J = Z Z Z a QS = Z Als quSa (12)

lsl

gdzie deﬁmqa macierzy symtrycznej A wynika z powyzszego zapisu. La-
granzjan L(q,q,t) = T(q,q) — V(q,t) . Wobec tego ped uogdlniony

oL oT

P i ~ Oim (13)
01 1 o1 J ‘

a Z Als Qqu = 5 ZAms(Q)QS + 5 ZAlm(Q)CIl = Z Ams(Q)QSa
Im 2 2, s =1 s=1

a funkcja G
G = meqm—L N Ay — (T =V)=2T =T +V =T +V. (14)
lm

1.3 Punkt materialny bez wiezéw z energia potenc-
jalna, wspéirzedne kartezjanskie

Gdy nie ma wiezéw, role wspotrzednych uogélnionych moga graé¢ wspotrzedne
kartezjanskie. Lagranzjan ma postaé

1
L:T—V:5m($2+y'2+22)—V(x,y,z,t). (15)
Roéwnanie Lagrange’a , np. dla zmiennej z, ma postac
doL oL d oV
Go: o dat T ar ™ (16)

Otrzymuje sie wiec rownanie Newtona. Ped uogdlniony zwiazany ze wspétrzedna
x ma postaé¢ p, = mz; jest wiec znana sktadowa x pedu mr.
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1.4 Naladowany punkt materialny bez wiezow w polu
elektromagnetycznym

Na punkt materialny o tadunku @) dziata sita Lorentza
F=QE+r1xB). (17)

Z réownan Maxwella wynika, ze mozna zdefiniowaé¢ (niejednoznacznie) po-
tencjal skalarny ¢(r,t) i wektorowy A(r,t), takie ze

B=VxA,

A
E= —w—%t. (18)

Okazuje sie, ze dla sily Lorentza istnieje potencjat uogélniony
U(I‘, I.‘a t) = Q¢<I‘, t) - QA(I', t)r (19)
Aby to sprawdzi¢, obliczmy sktadowa sity, np. w kierunku x

doU oU d 0¢ 0 ) . .

_Q((?Ax,+8Am,+8Aw,+8A$>+Q<8AI,+8Ay,+8Az,)_ 06
oz~ oy YT 8. 0T o ar - ar Y ar T %or
oo 0A, . 0A, 0A, ., 0A,  0A.,

QE: + Q(yB: — 2By) = QE: + Q(f X B),.. (20)

Istotnie, zapostulowany potencjat uogélniony odtwarza site Lorentza, a wiec
rownania Lagrange’a staja sie¢ réwnaniami Newtona z ta sita. Lagranzjan ma
postaé

1
L=T-U=-m(@+39*+2%) — Qo+ Q(A. % + A,y + A.%).  (21)

2
Ped uogdlniony w kierunku x wynosi
oL

Mozna napisa¢ p = mr+ QA. Ped uogdlniony nie jest wiec tozsamy z pedem
kinetycznym mr.



1.5 Wahadlo matematyczne

Rozpatrzmy punkt materialny poruszjacy sie po pionowo ustawionym okregu
o promieniu [ w polu grawitacyjnym Niech o$ x bedzie pozioma, a o$ y
skierowana pionowo w dét. Réwnania wiezéw sa 22 + 32 — 12 = 0, z = 0.
Wygodna wspotrzedna uogdlniona jest kat ¢ odchylenia wahadta od pionu,
tzn.

x = lsin ¢,
y = lcos¢. (23)
Pochodne wspolrzednych sa
x =l cos ¢¢,
§ = —Isin ¢o. (24)
Energia kinetyczna wynosi %m(i:z +9?) = %leQZSQ. Energia potencjalna jest
V = —mgy = —mgl cos ¢. Lagranzjan ma postac
1 )
L= 5mz2¢>2 + mgl cos ¢. (25)

Pochodne wystepujace w rownaniach Lagrange’a wynosza

o = mi,

igg = mi?o, (26)

gg = —mgl sin ¢.
Réwnanie Lagrange’a ma postac

mi?¢ 4+ mglsin ¢ = 0, (27)

lub )

¢+ w?sing =0, (28)
gdzie w? = 4.



W przyblizeniu matych drgan, polegajacym na pozostawieniu w rownaniach
ruchu wyrazow, w ktorych wspétrzedne i predkosci wystepuja w pierwszej
potedze (lub w lagranzjanie - w drugiej potedze), otrzymujemy ze wzgledu
na to, ze sing = ¢ — 3¢* + ...~ ¢

¢+ w?é = 0. (29)

mamy wiec oscylator harmoniczny, a rozwigzaniem réwnania jest ¢(t) =
Asin(wt 4 ¢g), gdzie stale A i ¢y, majace sens odpowiednio amplitudy i fazy
poczatkowej, wyznacza sie z warunkow poczatkowych.

Rozwiazanie w ogélnym przypadku daje si¢ rozwiaza¢. Pomnézmy obie
strony réwnani przez gzﬁ

bé + w?sin g = 0. (30)
W obu wyrazach rozpoznajemy pochodne wzgledem czasu
d1l ., o d
%5 — W %COSgb—O, (31)
Calkowanie rownania daje
1. 1.
§¢2 —w?cosp = §¢02 — w? cos ¢y, (32)

gdzie stata po prawej stronie wyrazono przez polozenie ¢y w chwili poczatkowe]
i predkos¢ katowa w chwili poczatkowej; stala ta jest calkowita energia
podzielona przez mi%. Otrzymuje sie stad predkos$é uogélniona

b= lef = :I:\/Q[;é% — w?(cos ¢y — cos @)]). (33)

Rozwiazanie mozna napisa¢ w postaci calki

Wyraza ono funkcje t = t(¢), odwrotna do poszukiwanej ¢(t). Jesli wyrazenie
pod pierwiastkiem jest zawsze dodatnie, znak jest staly i wystepuje ruch obro-
towy wahadla. Jesli natomiast wyrazenie pod pierwiastkiem zmienia znak,
dostepne sa tyko takie katy, dla ktorych jest ono dodatnie; ruch jest wtedy

(34)
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okresowy i w punktach zwrotu nalezy zmieni¢ znak. Niech w szczegdlnosci
¢o = 0. Okres wahadla wynosi

dg

1 1 d(b
=4 | —4 [ — . (39)
0 \/2[%% — w?(1 — cos 9)]) 0 \/gbg — 4w? sin? %
gdzie ¢, odpowiada punktowi zwrotu, tzn. sin% = % Gdy ¢ = 2w,

¢, = m, calka jest rozbiezna, czas potrzebny do osiagniecia przez wahadio
gbérnego potozenia réwnowagi staje si¢ nieskonczony.

W przyblizeniu matych drgan okres nie zalezy od amplitudy; w ogdlnosci
od niej zalezy.

1.6 Dwa wahadla pozornie podobne

Rozwazmy najpierw wahadlo matematyczne z poprzedniego problemu, ktére
jest zawieszone na ciezarku o masie M zaczepionym na sprezynie i mogacym
si¢ porusza¢ wzdluz osi x. Sa 2 stopnie swobody. Wygodne wspdlrzedne
uogolnione to kat¢ nachylenia wahadta do pionu i X- polozenie ciezarka M
wzgledem potozenia réwnowagi.

Wspéhrzedne wahadta sa

x =X +[sin ¢,
y = lcos¢. (36)
Energia kinetyczna wahadta wymnosi
1 1 ) o 1.
im(:i:2 +9°) = im(l%? +2Xl¢cos o+ §X2). (37)

Energia kinetyczna cigzarka M to 1M X2 Energia potencjalna wahadla to
—mgy = —mglcos¢. Energia potencjalna cigzarka to %kXQ, gdzie k jest
stalca sprezystosci sprezyny.

Lagranzjan ma wiec postac

1 . .. 1 . 1
L= 5m(z%2 + 2X1¢ cos ¢) + 5(m + M)X? 4+ mgl cos ¢ — §k;X?. (38)

Potrzebne pochodne wynosza

a—[f = ml% + mlcos X,
99



jtgi = mZQgB + ml cos quX — mlsin ¢¢X7
I ..

g(b = —ml¢X sin ¢ — mgl sin ¢ (39)
3}1:; = (m + M)X + mld cos ¢,

oL
dt 9X
oL
oxX

= (m+ M)X + mlg cos ¢ — mlg? sin ¢,
—kX. (40)
Rownania Lagrange’a maja wiec postaé

mi?¢ 4+ mlcos pX — mlsin ppX + mldX sin ¢ + mglsin ¢ = 0, (41)
(m + M)X + mldcos ¢ — mld?sind + kX = 0.

(dwa wyrazy w pierwszym réwnaniu sie redukuja). Rownania opisuja sprzezone
drgania we wspétrzednych ¢ 1 X.

Jako drugi przyklad wezmy sytuacje, gdy ciezarek M porusza sie ruchem
harmonicznym z czestoscia 2. Wspodirzedna X przestaje by¢ zmienna - jej
ruch jest zadany X = X,cos(Qt + a). Uklad ma tylko jeden stopien swo-
body, wiezy zaleza od czasu, a kat ¢ jest jedyna wspolrzedna uogdlniona.
Wspoéhrzedne kartezjanskie wahadta daja sie wyrazi¢ jako

x = Xocos( + a) + I sin ¢,
y = lcos¢. (42)

Mamy

T = —X()Q Sln(Qt + O[) + lCOS ¢¢’

§ = —lsin ¢¢ (43)
Lagranzjan ma postac
1
L= om(#* +§°) +mgy = (44)

1 . .
im(l2¢2 — 2XoQ2sin(Qt + ) cos pp + X7 sin®(wt + a)) + mgl cos ¢



Potrzebne pochodne to

gfg = mi?p — mXoQsin(Qt + o) cos @,

%% = ml*p — mXoQ* cos(Qt + a) cos p + mXQsin(Q + «) sin o,
oL . Y :

9 = mXoQ2sin(Qt + «) sin ¢ — mgl sin ¢. (45)

Roéwnanie Lagrange’a ma wiec postac
mi?p — mXoQ2 cos(Qt + &) cos ¢ + mXoQsin(Qt + a) sin o
—mXoQsin(Qt — ) sin ¢¢ + mgl sin ¢ = 0. (46)

1.7 Wspolrzedne kuliste

Wspéhrzedne kuliste (7, 0, ¢) sa zwiazane z kartezjanskimi relacjami

x = rsinf cos ¢,
y = rsinfsin ¢, (47)
z =rcosb, (48)

gdzie r jest dlugoscia wektora wodzacego r, 6 - katem jego nachylenia do osi
z, a ¢ - katem miedzy jego rzutem na plaszczyzne (zy) a osia x. Pochodne
WYNO0Sza

& = 7 sinf cos ¢ + r cos B0 cos ¢ — r sin §sin ¢,
§ = 7sinfsin ¢ + r cos A0 sin ¢ + 7 sin 0 cos o,
4 =1 cosf — rsin 06. (49)

Po podstawieniu energia kinetyczna punktu materialnego wyraza sie jako
1 1 : i
T = §m(i:2 +92 4 2% = §m(7'“2 + 7262 + r? sin? 0¢?). (50)
Dla ciata w polu sit potencjalnych lagranzjan ma postac

1 . .
L=T-V= im(f"Q + 7202 + r?sin? 0¢*) — V (1,0, ¢). (51)
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Wspoétrzednym kulistym odpowiadaja pedy uogdlnione

—a—L—mf
p'f‘_a,r_ 9
oL .
p(;:%:mﬁe,
oL 2 2.
= — = mr°sin‘ 0¢.
Do 00 o

Ped p, jest sktadowa radialna pedu kinetycznego p = mr. Natomiast po-
zostate pedy uogdlnione sa rzutami momentu pedu: wstawiajac wspotrzedne i

predkosci do definicji momentu pedu otrzymuje sig, ze p, = m
natomiast pg = J, cos ¢ — J, sin . Réwnania Lagrange’a maja postac

ov

or

mr?0 + 2mrrd — mr? sin 0 cos 0% + —

mit — mrf* — mrsin® 0¢° +

=0,

ov

06 =0

2mrr sin® 06 + 2mr? sin 6 cos 00¢ + mr? sin® 0 + —

11
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