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1 Mechanika Lagrange’a 1

1.1 Wiezy

Dotad rozwazano uktady punktéw materialnych swobodnych, tzn. takich,
ze nie nakladano zadnych ograniczen na wspoélrzedne lub predkosci. Teraz
dopuscimy takie ograniczenia, zwane wigzami.

Wiezy zadane réwnaniami nazywa sie dwustronnymi, w odrdznieniu od
wiezow jednostronnych, zadanych przez nierownosci.

Wiezy w postaci rownania lub nieréwnosci stanowiacych ograniczenie
na wspéhzedne f(ry,...,ry,t) = 0 lub f(ry,...,ry,t) > 0 nazywa si¢ holo-
nomicznymi. Jesli ograniczenie zadane sa w postaci rozniczkowej, niesprowadzal-
nej do postaci f(ry,...,ry,t) = 0 lub f(ry,...,ryn,t) > 0, wiezy sa nieholo-
nomiczne.

Wiezy niezalezne od czasu nazywa sie skleronomicznymi; wiezy zalezne
od czasu sa to wiezy reonomiczne.

W niniejszym wyktadzie rozwazane beda uktady z wigzami holonomicznymi
dwustronnymi.

Przykladem moze by¢ ruch czastki po powierzchni kuli o promieniu R.
Réwnanie wigzow ma postaé f(z,y, 2) = x*>+y?*+22— R* = 0. Ruch zachodzi
po dwuwymiarowej powierzchni zanurzonej w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Ruch po okregu o promieniu R lezacym w plaszczyZnie (ry) ogranic-
zony jest dwoma réwnaniami wigzéw: fi(z,y,2) = 2?2 +y? — R*> = 0 i
fo(z,y,2) = z = 0. Ruch zachodzi po jednowymiarowej powierzchni za-
nurzonej w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Dla dwéch punktow materialnych potaczonych niewazkim pretem o dugosci
[ réwnanie wigzéw ma postaé f (1, y1, 21, T2, Y2, 22) = (11 —22)*+ (y1 —y2)* +
(21 — 29)2 — 1* = 0. Ruch zachodzi po pigciowymiarowej hiperpowierzchni
zanurzonej w przestrzeni szesciowymiarowe;.



Ogodlnie, jesli mamy N cial poddanych p wiezom holonomicznym dwus-
tronnym  fi(z1,y1, 21, -, TN, YN, 2N, 1) = 0, k = 1,2, ...p, ruch odbywa si¢
po f = 3N — p-wymiarowej hiperpowierzchni zanurzonej w przestrzeni 3N-
wymiarowej. Liczba f jest liczba stopni swobody, tzn. liczba wspélrzednych
mogacych zmienia¢ si¢ niezaleznie.

1.2 Rownania Lagrange’a I rodzaju

U podstaw rownan ruchu lezy fakt do$wiadczalny, ze wigzy wywieraja na
punkt materialny dodatkowa site, zwana sila reakcji. Te sile nalezy dodaé
do sit dzialajacych. Faktem doswiadczalnym jest, ze poza przypadkiem sit
tarcia, sita reakcji jest prostopadta do powierzchni wiezow. Na przykiad dla
wahadta mogacego poruszac sie po powierzchni kuli sita reakcji dziala wzdtuz
promienia kuli, czyli prostopadle do jej powierzchni.

WeZmy powierzchni¢ dang réwnaniem f(r) = 0. Niech punkty r i r + dr
leza na tej powierzchni, tzn. f(r) = 01 f(r + dr) = 0. Poniewaz f(r +
dr) = f(r)+ V fdr, a wektor dr jest styczny do powierzchni, wynika stad, ze
wektor V f jest prostopadly do powierzchni. Site reakcji mozna wiec napisac
jako Fr = AV f Réwnanie ruchu punktu materialnego poruszajacego sie po
powierzchni f(r) = 0 mozna napisa¢ jako

mi =F + AV, (1)

gdzie F jest sita dzialajaca, a A - wielkoscia na razie nieokreslona, zwana
czynnikiem Lagrange’a. Razem z réwnaniem wiezéw mamy 4 réwnania z 4
niewiadomymi (z,y, 2, \).

W przypadku ruchu po krzywej, bedacej przecieciem dwoéch powierzchni
fi(r) = 01 fo(r) = 0, sily reakcji pochodzace od 2 wigzéw dodaja sig i
réwnanie ruchu ma postaé

mr =F =+ )\1Vf1 + )\2Vf2, (2)

wiec razem z réwnaniami wiezéw jest 5 rownan z 5 niewiadomymi.

Uogdlniajac te wyniki nalezy powiedzie¢, ze dla uktadu N punktéow ma-
terialnych z p wigzami holonomicznymi dwustronnymi fy(ry,...,ry,t) = 0,
k =1,2,...p, rtéwnania ruchu maja postac

p

k=1



gdzie F; jest sita dzialajaca na i —ty punkt materialny, a indeks przy nabli oz-
nacza, wzgledem wspétrzednych ktorej czastki wykonuje sie rézniczkowanie.
Razem z réwnaniami wiezéw mamy 3N + p réwnan i tylez niewiadomych.
Te réwnania ruchu nazywa sie réwnaniami Lagrange’a I rodzaju.

Warto zmieni¢ notacje, oznaczajac jednolicie wszystkie wspolrzedne wszys-
tkich ciat. Niech

Tj —> T3j-2,

Yj = Zgj-1, (4)
Zj — T34, ] = 1,2,..N

oraz
m; — Mgj—2 = M3j—1 = M3;. 7= 1,2,.... N (5)

(jest pewng niedogodnoscig wprowadzenie trzech réznych oznaczen na mase
kazego ciala). Niech z bez indeksu oznacza ciag 3N wspohrzednych » =
(21, T2, ..., z3x5). Ustawmy takze sktadowe sit dzialajacych w ciag

Fjp — X352
Fiy = X351, (6)
P}‘Z—>X3j, ]:172,,]\[ (7)

W tej notacji réwnania Lagrange’a I rodzaju maja postac

L0
mjsc'j:ijLZAkﬁ, j=1,2,...,3N. (8)
- 0
3N-wymiarowa przestrzen, ktérej punktami sa ciagi © = (z1,Z2, ..., T3N)

nazywa sie przestrzenia konfiguracyjna.
W przypadku jednego ciata i jednego réwnania wigzéw f(r) = 0 wspdlezynnik
A mozna wyznaczy¢. Réwnanie ruchu

mi =F 4+ AV f 9)
pomnoézmy skalarnie przez V f. Otrzymamy

miVf =FVf+AVf). (10)



Z, drugiej strony dwukrotne zrézniczkowanie réwnania wiezéw niezaleznych
od czasu daje

Vi =0, (11)
. . d

Wyraz z przyspieszeniem mozna wyliczy¢ z ostatniego réwnania i wstawic
do réwnania ruchu otrzymujac

—mfjtw =FVf+ANVF). (12)

Z ostaniego réwnania mozna wylicz¢ A i wstawi¢ do rownania ruchu otrzy-
mujac ostatecznie

—mr g Vf FVf

mr =F+Vf (Vf)

(13)

1.3 Polozenia réwnowagi

Zalézmy, mamy do czynienia z wigzami i sitami niezaleznymi od czasu. Rownowaga
w punkcie xy oznacza, ze biorac x;(t) = ;0 = const, &; = 0, ©; = 0, dla
7 =1,2,...,3N otrzymamy rozwiazanie réwnan ruchu czyli

fk
0z,

Jesli sity zaleza od predkosci, nalezy te predkosci polozyé¢ réwne zeru.
Z rownan ruchu wynika, ze jest to warunek konieczny na polozenie rownowagi,
a twierdzen o jednoznaczno$ci rozwiazan - ze jest to warunek dostateczny.

0=X; +Z
k=1

=1,2,...,3N. (14)

Jesli sity sa potencjalne tzn. X; = —agaff), 7 =1,2,...,3N, to warunek
rownowagi przybiera postac
0
(V — Z)\kfk_o j=1,2,....,3N. (15)
3x]

Jest to warunek konieczny na ekstremum lub wartos¢ siodlowa funkcji V' przy
warunkach ubocznych fi(z) = 0.



Tak wiec dla wiezow i sit niezaleznych od czasu punkt potozemia réwnowagi
jest ekstremum lub punktem siodlowym energii potencjalnej i odwrotnie
punkt bedacy ekstremum lub punktem siodlowym energii potencjalnej jest
polozeniem réwnowagi.

Punkt, w ktérym energia potencjalna przyjmuje minimum wiasciwe przy
warunkach stwarzanych przez rownania wiezow jest polozeniem réwnowagi
trwalej, tzn. ukiad wytracony z tego punktu przez nadanie dowolnie matlej
energii kinetycznej bedzie pozostawal w otoczeniu tego punktu. Uzasad-
nienie tego twierdzenia (Dirichleta) opiera sie na obserwacji, ze opuszczenie
otoczenia tego punktu wymagaloby pokonania bariery potencjatu, a zbyt
mala energia kinetyczna na to nie zezwala.

1.3.1 Uwaga o ekstremum warunkowym

Wezmy funkcje 2 zmiennych z = F(z,y). Ekstremum warunkowego szukamy
nie w calym obszarze okreslonosci funkcji F', lecz tylko na krzywej f(z,y) =
0, z = 0. Nalezy wyznaczy¢ y jako funkcje x i szuka¢ ekstremum funkcji
F(z,y(x)) jako funkcji 2. Warunkiem koniecznym (ale nie dostatecznym) na
ekstremum jest

d oF OF dy
Py = G+ 55 (16)
Z drugiej strony zrézniczkowanie réwnania wiezéw daje
of of
dr + —dy = 0. 17
550t T oy Y (17)
Warunek na ekstremum warunkowe funkcji F' mozna wiec napisaé
oF oF -9
= 4 de 18
ox + oy g—;j (18)

Ten sam wynik mozna otrzymaé¢ budujac funkcje ®(z,y) = F(x,y)—Af(z,y)
i piszac warunki konieczne na ekstremum funkcji

ob OF  of

Fri i

od OF  Of

il R W o 1
dy 0Oy oy 0 (19)



Wyznaczenie A z drugiego réwnania i wstawienie do pierwszego odtwarza
wczesniejszy wynik na ekstremum warunkowe. Wynik ten uogdlnia sie dla
przypadku wiekszej liczby zmiennych i warunkéw. Dlatego

p
du; k=1

jest warunkiem koniecznym na ekstremum lub punkt siodlowy.

1.4 Przykilad: wahadlo plaskie

Rozwazmy punkt materialny o masie m poruszajacy sie¢ po pionowo ustaw-
ionym okregu o promieniu R w polu grawitacyjnym. Skierujmy o$ x poziomo,
os y pionowo w dot, a oS z prostopadle do plaszezyzny (zy). Réwnania wiezdéw
maja postaé: fi(x,y,2) = 22 +y*+2°—R* =0, fo(r,y,2) = z = 0. Réwnania
Lagrange’a maja postac

mi = )\121’,
miy = mg + \2y, (21)

Wobec rownania z = 0, zachodzi 2 = 0, Ay = 0.

Roéwnania dla sktadowych z i y mozna przeksztalci¢. Dwukrotne zrézniczkowanie
réwnania wiezéw daje xi + yy = 01 22 + 27 + 9> + yij = 0. Pomnozenie
pierwszego z rownan ruchu przez x, drugiego przez y i dodanie daje

m(zi + yij) = 222 + 2\9° + mgy. (22)

Po wykorzystaniu rownania wiezéw oraz relacji otrzymanej w wyniku dwukrot-
nego rozniczkowania rownania wiezéw otrzymuje sie

m(—i? — 9?) = 2\ R? + mgy, (23)

co pozwala otrzymaé¢ warto$¢ A. Po wstawieniu do rownan ruchu identyfiku-
jemy sktadowe sily reakcji

_a2 2y
FR$=2A1x:2m< i —y°) — mgy

2R “
m(—i* — §*) — mgy
FRy = 2)\1y =2 2R2 . (24)



Sita reakcji réwnowazy skladowa sily ciezkosci prostopadla do okregu oraz
dostarcza sity dosrodkowej zakrzywiajacej tor. Wynik ten mozna oczywiscie
otrzymac¢ metoda elementarna. Problem wahadta bedzie dyskutowany pdzniej.

1.5 Przyklad: Dwa polaczone punkty materialne na
paraboli

Wezmy 2 punkty materialne o masach m; i my poruszajace si¢ po pionowo

ustawionej paraboli fi(z,y,z) = y — 2%, 2 = 0 w polu grawitacyjnym. O$

x jest pozioma, o$ y skierowana jest pionowo w goére. Ciala sa polaczone

niewazkim pretem o diugosci [. Réwnania wigzdéw sa

flzyl_x%:&

f2:y2—x§:O, (25)

fs=(x1 =)+ —p)’—17=0 (26)

fa=2=0, (27)

fs=2=0. (28)
Réwnania Lagrange’a maja postac

midy = —2XMx1 + 2X3(x1 — 29),

magji = —mig + A1+ 2A3(y1 — ¥2),

Maods = —2XoTy — 2X3(x1 — X2),

Mafjy = —Mag + A2 — 2A3(y1 — ¥2),

miZ; = Ay,

MoZy = Ns. (29)

Latwo zauwazy¢, ze \y = A5 = 0. Warunek réwnowagi otrzymamy kladac
przyspieszenia réwne zero. Wspoélezynniki A o 3 mozna wyznaczy¢ z trzech
powyzszych réwnan; czwarte razem z réwnaniami wiezéw pozwalaja w za-
sadzie wyliczy¢ wspotrzedne punktu rownowagi.

Uktad réwnan nie jest prosty do rozwiazania. Mozna sprawdzi¢, ze dla
!

my = mg rozwigzaniem jest 1 = —ry = 3.



2 Zasada d’Alamberta

Zasada d’ Alamberta jest innym, réwnowaznym sformutowaniem praw ruchu.
Nie uzywa czynnikéw Lagrange’a, za to wprowadza pojecie przesuniecia
wirtualnego. Jest to przesunigcie dx; zgodne z wigzami, czyli styczne do
hiperpowierzchni wiezéw fi(x,t) =0, k = 1,2, ...p, tzn. spemiajace warunek

N O fy(w,t)
Z 81’]’

J=1

dr; =0. k=1,2,...,p. (30)

Zasada ta méwi, ze w ukladzie N punktéw materialnych z p wiezami holo-
nomicznymi dwustronnymi fi(z,t) = 0, &k = 1,...,p, ruch odbywa sie tak,
ze

3N

> _(myi; — X;)ox; = 0. (31)

j=1
Réwnowaznosé zasady d’Alamberta i rownan Lagrange’a I rodzaju mozna
wykazaé biorac rownania Lagrange’a dla zmiennej j, mnozac je przez prze-
suniecie wirtualne dx; i sumujac po j

3N
0 t

> (myi; — X - Z WG ) 0x; = 0. (32)

=1 O

J

W podwdjnej sumie suma po j znika dla kazdego k z definicji przesuniecia

wirtualnego. Stad
3N

> (myid; — X;)dx; = 0. (33)

j=1
Zatem z rownan Lagrange’a wynika zasada d’Alamberta.
Dowdéd w druga strone jest troche bardziej skomplikowany. Zalézmy, ze

3N

>_(myi; — X;)dx; = 0. (34)

j=1
Odejmijmy od tego > Ak 23351 37’0’;5% = 0, z nieokreslonymi na razie wspétczynnikami
M. Otrzymamy

%(mm X, — Z)\ af’éx 5z, = 0. (35)

j=1



Poniewaz dx; nie sa niezalezne, nie mozna jeszcze wnosi¢, ze spelnione sa
rownania Lagrange’a, czyli ze znika kazdy wyraz sumy po j. Nalezy sko-
rzystaé z tego, ze wiegzy sa niezalezne (inaczej niektére réwnania wiezéw
bylyby niepotrzebne). Oznacza to, ze w macierzy % istnieje niezerowy wyz-
nacznik rzedu p. Niech to bedzie wyznacznik zbudowany z pochodnych z
7,k =1,...p. Warunek na przesuniecia wirtualne mozna napisa¢ w postaci

p 3N
> ngw(;% oy Wl (36)

j=1 J j=p+1 O

Nalezy to potraktowaé jako ukltad réwnan na dz;, j = 1,...,p, przy czym
wyznacznik ukladu jest niezerowy. Stad dz;, j =p+1,p+2,...,3N, mozna
potraktowac jako niezalezne parametry, a dz;, j = 1,2,...,p - jako wyz-
naczone jednoznacznie z uktadu réwnan. Rozdzielajac sume na wyrazy z
j=1,2 ..., poraz j =p+ 1,p+ 2,...,3N mozna napisac¢

8fk ZE t)

P 0 t
S (s — X; — ZM f“")a 5SS (myds — X, Z/\k o,

j=1 Jj=p+1

Przez odpowiedni wybdr A\, mozna spowodowac, ze

8fk I t)

=0 j=1...p 38
o, . j=1,...p (38)

mjizzj X Z >\k

W pozostalej sumie éz;, 7 = p+ 1,p + 2,...3N sa dowolne, a wigc musza
zerowac sie stojace przy nich wspo czynniki

. 0 t .
m;t; — Xj — E Ak fkaf ) =0, 7=p+1,p+2,..,3N. (39)
j

zatem spelnione sg réwnania Lagrange’a.
Polozenie w zasadzie d’Alamberta dla wszystkich j przyspieszen 2; = 0, a
takze predkosci 2; = 0, jesli sity zaleza od predkosci, daje warunek réwnowagi
3N

J=1

Ponizej podane sa przyklady, rozwazane juz wyzej.

9

= 0.(37)



2.1 Wahadlo plaskie

Dla rozwazanego w poprzednim rozdziale wahadla ptaskiego otrzymujemy
midx + (mij — mg)oy + mzdz = 0, (41)
gdzie

2xdx + 2ydy + 220z = 0,
10z =0. (42)

Otrzymujemy 0z = 0, zdx + ydy = 0 i dalej, wyrazajac dy przez dx

[mz + (my — mg)?]éx = 0. (43)

Poniewaz dx jest juz dowolne (a zalezne od niego dy zostalo juz wyelimi-
nowane), mozna wnosi¢ o zerowaniu si¢ wyrazu w nawiasie kwadratowym.
Razem z réwnaniem wiezow tworza uklad 2 réwnan z 2 niewiadomymi z, y.

2.2 Przyklad: Dwa polaczone punkty materialne na
paraboli

Dla tego przykitadu zasada d’Alamberta méwi

myE10x1+(myf1+mg)0yr1+ma 21021 +maiadxe+(malje+mag)dys+maeZedze = 0,
(44)
gdzie

—2x10x1 + 1oy, = 0,

—2x90x9 + 10y, = 0,

2(xq — x2)0m1 + 2(y1 — Y2)O0y2 — 2(x1 — x2)0xs — 2(y1 — Y2)dya = 0,
10z = 0,

1629 = 0. (45)

Szukajac potozenia réwnowagi ktadziemy wszystkie przyspieszenia rowne zero.
Z ostatnich réwnan mozna wyrazi¢ trzy przesuniecia wirtualne przez czwarte,

10



np. dxy. Otrzymujemy
0y = 2x1017,
0y = 222079 (46)
Ty — T + 221 (Y1 — y2)
Ty — Ty + 272(y1 — Y2)

Warunek rownowagi ma wiec postac

(51’2 = (51’1.

Ty — To + 271 ()1 — Y2)
Ty — Ty + 272(y1 — Y2)

Poniewaz 0x; jest dowolne (a inne przesuniecia wirtualne zostalty juz
uzaleznione od dx1), wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest réwne zero.
Razem z réwnaniami wiezéw stanowia uktad 4 réwnan z 4 niewiadomymi na
punkt potozenia réwnowagi.

[m1g2x1 + mag2xs 10z, = 0. (47)

2.3 Przykilad: Lancuch

Niech dany bedzie tancuch o N ogniwach, z ktéorych kazde ma mas¢ m i
dhugos$é 2a. Lancuch zawieszony jest na jednym koncu w poczatku uktadu,
a na drugi koniec dziala pozioma sita F'. Niech o$ x jest pozioma, a o$ y -
skierowana w dot.
Niech (z;, y;) bedzie potozeniem $rodka ciezkosci j—tego ogniwa, a (X,Y)

- potozeniem korica tanicucha. Zasada d’Alamberta daje warunek na potozenie
rownowagi

N

> mgdy; + FoX = 0. (48)

j=1
Zamiast wyraza¢ jedne przesuniecia wirtualne przez inne, wygodniej jest
wyrazi¢ wszystkie przez pewien zespol przesunie¢ niezaleznych. Moga to
by¢ katy a; odchylenia ogniw od pionu. Zachodzi

Y1 = aCcos ay,

Yo = 2a cos &1 + a cos o, (49)
-1
yj = 2a Z COS Qg + @ COS (v (50)
k=1
N
X = Z 2a sin oy,. (51)
k=1

11



Zasada d’Alamberta daje

N j-1 N
mg > ( Z —2asin o)y + a(—sina;)da;) + F Y 2acos ooy = 0. (52)
j=1 k=1 Jj=1
Po przegrupowaniu wyrazéw otrzymujemy
N
> [=mgsina;(2N — 25 + 1) 4+ 2F cos a;]dcr; = 0. (53)

Poniewaz przesunigcia dc; sa dowolne, zerowac musza si¢ wspétczynniki stojace

przy kazdym z nich. Oznacza to, ze laiicuch jest w rownowadze, gdy tga; =
2F
mg(2N—2j+1) *

12



