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1 Mechanika Lagrange’a 1

1.1 Wiȩzy

Dota̧d rozważano uk lady punktów materialnych swobodnych, tzn. takich,
że nie nak ladano żadnych ograniczeń na wspó lrzȩdne lub prȩdkości. Teraz
dopuścimy takie ograniczenia, zwane wiȩzami.

Wiȩzy zadane równaniami nazywa siȩ dwustronnymi, w odróżnieniu od
wiȩzów jednostronnych, zadanych przez nierówności.

Wiȩzy w postaci równania lub nierówności stanowia̧cych ograniczenie
na wspó lrzȩdne f(r1, ..., rN , t) = 0 lub f(r1, ..., rN , t) > 0 nazywa siȩ holo-
nomicznymi. Jeśli ograniczenie zadane sa̧ w postaci różniczkowej, niesprowadzal-
nej do postaci f(r1, ..., rN , t) = 0 lub f(r1, ..., rN , t) > 0, wiȩzy sa̧ nieholo-
nomiczne.

Wiȩzy niezależne od czasu nazywa siȩ skleronomicznymi; wiȩzy zależne
od czasu sa̧ to wiȩzy reonomiczne.

W niniejszym wyk ladzie rozważane bȩda̧ uk lady z wiȩzami holonomicznymi
dwustronnymi.

Przyk ladem może być ruch cza̧stki po powierzchni kuli o promieniu R.
Równanie wiȩzów ma postać f(x, y, z) = x2+y2+z2−R2 = 0. Ruch zachodzi
po dwuwymiarowej powierzchni zanurzonej w przestrzeni trójwymiarowej.

Ruch po okrȩgu o promieniu R leża̧cym w p laszczyźnie (xy) ogranic-
zony jest dwoma równaniami wiȩzów: f1(x, y, z) = x2 + y2 − R2 = 0 i
f2(x, y, z) = z = 0. Ruch zachodzi po jednowymiarowej powierzchni za-
nurzonej w przestrzeni trójwymiarowej.

Dla dwóch punktów materialnych po la̧czonych nieważkim prȩtem o d lugości
l równanie wiȩzów ma postać f(x1, y1, z1, x2, y2, z2) = (x1−x2)2+(y1−y2)2+
(z1 − z2)

2 − l2 = 0. Ruch zachodzi po piȩciowymiarowej hiperpowierzchni
zanurzonej w przestrzeni sześciowymiarowej.
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Ogólnie, jeśli mamy N cia l poddanych p wiȩzom holonomicznym dwus-
tronnym fk(x1, y1, z1, ..., xN , yN , zN , t) = 0, k = 1, 2, ...p, ruch odbywa siȩ
po f = 3N − p-wymiarowej hiperpowierzchni zanurzonej w przestrzeni 3N -
wymiarowej. Liczba f jest liczba̧ stopni swobody, tzn. liczba̧ wspó lrzȩdnych
moga̧cych zmieniać siȩ niezależnie.

1.2 Równania Lagrange’a I rodzaju

U podstaw równań ruchu leży fakt doświadczalny, że wiȩzy wywieraja̧ na
punkt materialny dodatkowa̧ si lȩ, zwana̧ si la̧ reakcji. Tȩ si lȩ należy dodać
do si l dzia laja̧cych. Faktem doświadczalnym jest, że poza przypadkiem si l
tarcia, si la reakcji jest prostopad la do powierzchni wiȩzów. Na przyk lad dla
wahad la moga̧cego poruszać siȩ po powierzchni kuli si la reakcji dzia la wzd luż
promienia kuli, czyli prostopadle do jej powierzchni.

Weźmy powierzchniȩ dana̧ równaniem f(r) = 0. Niech punkty r i r + dr
leża̧ na tej powierzchni, tzn. f(r) = 0 i f(r + dr) = 0. Ponieważ f(r +
dr) = f(r) +∇fdr, a wektor dr jest styczny do powierzchni, wynika sta̧d, że
wektor ∇f jest prostopad ly do powierzchni. Si lȩ reakcji można wiȩc napisać
jako FR = λ∇f Równanie ruchu punktu materialnego poruszaja̧cego siȩ po
powierzchni f(r) = 0 można napisać jako

mr̈ = F + λ∇f, (1)

gdzie F
¯

jest si la̧ dzia laja̧ca̧, a λ - wielkościa̧ na razie nieokreślona̧, zwana̧
czynnikiem Lagrange’a. Razem z równaniem wiȩzów mamy 4 równania z 4
niewiadomymi (z, y, z, λ).

W przypadku ruchu po krzywej, bȩda̧cej przeciȩciem dwóch powierzchni
f1(r) = 0 i f2(r) = 0, si ly reakcji pochodza̧ce od 2 wiȩzów dodaja̧ siȩ i
równanie ruchu ma postać

mr̈ = F + λ1∇f1 + λ2∇f2, (2)

wiȩc razem z równaniami wiȩzów jest 5 równań z 5 niewiadomymi.
Uogólniaja̧c te wyniki należy powiedzieć, że dla uk ladu N punktów ma-

terialnych z p wiȩzami holonomicznymi dwustronnymi fk(r1, ..., rN , t) = 0,
k = 1, 2, ...p, równania ruchu maja̧ postać

mir̈i = Fi +
p∑

k=1

λk∇ifk, i = 1, 2, ..., N, (3)
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gdzie Fi jest si la̧ dzia laja̧ca̧ na i−ty punkt materialny, a indeks przy nabli oz-
nacza, wzglȩdem wspó lrzȩdnych której cza̧stki wykonuje siȩ różniczkowanie.
Razem z równaniami wiȩzów mamy 3N + p równań i tyleż niewiadomych.
Te równania ruchu nazywa siȩ równaniami Lagrange’a I rodzaju.

Warto zmienić notacjȩ, oznaczaja̧c jednolicie wszystkie wspó lrzȩdne wszys-
tkich cia l. Niech

xj → x3j−2,

yj → x3j−1, (4)

zj → x3j, j = 1, 2, ...N

oraz
mj → m3j−2 = m3j−1 = m3j. j = 1, 2, ..., N (5)

(jest pewnȩ niedogodnościa̧ wprowadzenie trzech różnych oznaczeń na masȩ
każego cia la). Niech x bez indeksu oznacza cia̧g 3N wspó lrzȩdnych x =
(x1, x2, ..., x3N). Ustawmy także sk ladowe si l dzia laja̧cych w cia̧g

Fjx → X3j−2

Fjy → X3j−1, (6)

Fjz → X3j, j = 1, 2, ..., N. (7)

W tej notacji równania Lagrange’a I rodzaju maja̧ postać

mjẍj = Xj +
p∑

k=1

λk
∂fk
∂xj

, j = 1, 2, ..., 3N. (8)

3N -wymiarowa przestrzeń, której punktami sa̧ cia̧gi x = (x1, x2, ..., x3N)
nazywa siȩ przestrzenia̧ konfiguracyjna̧.

W przypadku jednego cia la i jednego równania wiȩzów f(r) = 0 wspó lczynnik
λ można wyznaczyć. Równanie ruchu

mr̈ = F + λ∇f (9)

pomnóżmy skalarnie przez ∇f . Otrzymamy

mr̈∇f = F∇f + λ(∇f)2. (10)
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Z drugiej strony dwukrotne zróżniczkowanie równania wiȩzów niezależnych
od czasu daje

∇f ṙ = 0, (11)

r̈∇f + ṙ
d

dt
∇f = 0.

Wyraz z przyspieszeniem można wyliczyć z ostatniego równania i wstawić
do równania ruchu otrzymuja̧c

−mṙ
d

dt
∇f = F∇f + λ(∇f 2). (12)

Z ostaniego równania można wyliczć λ i wstawić do równania ruchu otrzy-
muja̧c ostatecznie

mr̈ = F +∇f
−mṙ d

dt
∇f − F∇f

(∇f)2
. (13)

1.3 Po lożenia równowagi

Za lóżmy, mamy do czynienia z wiȩzami i si lami niezależnymi od czasu. Równowaga
w punkcie x0 oznacza, że biora̧c xj(t) = xj0 = const, ẋj = 0, ẍj = 0, dla
j = 1, 2, ..., 3N otrzymamy rozwia̧zanie równań ruchu czyli

0 = Xj +
p∑

k=1

∂fk
∂xj

 = 1, 2, ..., 3N. (14)

Jeśli si ly zależa̧ od prȩdkości, należy te prȩdkości po lożyć równe zeru.
Z równań ruchu wynika, że jest to warunek konieczny na po lożenie równowagi,

a twierdzeń o jednoznaczności rozwia̧zań - że jest to warunek dostateczny.
Jeśli si ly sa̧ potencjalne tzn. Xj = −∂V (x)

∂xj
, j = 1, 2, ..., 3N , to warunek

równowagi przybiera postać

∂

∂xj
(V −

p∑
k=1

λkfk) = 0, j = 1, 2, ..., 3N. (15)

Jest to warunek konieczny na ekstremum lub wartość siod lowa̧ funkcji V przy
warunkach ubocznych fk(x) = 0.
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Tak wiȩc dla wiȩzów i si l niezależnych od czasu punkt po lożemia równowagi
jest ekstremum lub punktem siod lowym energii potencjalnej i odwrotnie
punkt bȩda̧cy ekstremum lub punktem siod lowym energii potencjalnej jest
po lożeniem równowagi.

Punkt, w którym energia potencjalna przyjmuje minimum w laściwe przy
warunkach stwarzanych przez równania wiȩzów jest po lożeniem równowagi
trwa lej, tzn. uk lad wytra̧cony z tego punktu przez nadanie dowolnie ma lej
energii kinetycznej bȩdzie pozostawa l w otoczeniu tego punktu. Uzasad-
nienie tego twierdzenia (Dirichleta) opiera siȩ na obserwacji, że opuszczenie
otoczenia tego punktu wymaga loby pokonania bariery potencja lu, a zbyt
ma la energia kinetyczna na to nie zezwala.

1.3.1 Uwaga o ekstremum warunkowym

Weźmy funkcjȩ 2 zmiennych z = F (x, y). Ekstremum warunkowego szukamy
nie w ca lym obszarze określoności funkcji F , lecz tylko na krzywej f(x, y) =
0, z = 0. Należy wyznaczyć y jako funkcjȩ x i szukać ekstremum funkcji
F (x, y(x)) jako funkcji x. Warunkiem koniecznym (ale nie dostatecznym) na
ekstremum jest

d

dx
F (x, y(x)) =

∂F

∂x
+
∂F

∂y

dy

dx
= 0. (16)

Z drugiej strony zróżniczkowanie równania wiȩzów daje

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = 0. (17)

Warunek na ekstremum warunkowe funkcji F można wiȩc napisać

∂F

∂x
+
∂F

∂y

−∂f
dx

∂f
∂y

= 0 (18)

Ten sam wynik można otrzymać buduja̧c funkcjȩ Φ(x, y) = F (x, y)−λf(x, y)
i pisza̧c warunki konieczne na ekstremum funkcji Φ

∂Φ

∂x
=
∂F

∂x
− λ∂f

∂x
= 0,

∂Φ

∂y
=
∂F

∂y
− λ∂f

∂y
= 0. (19)
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Wyznaczenie λ z drugiego równania i wstawienie do pierwszego odtwarza
wcześniejszy wynik na ekstremum warunkowe. Wynik ten uogólnia siȩ dla
przypadku wiȩkszej liczby zmiennych i warunków. Dlatego

∂

∂xj
(V −

p∑
k=1

λkfk) = 0, j = 1, 2, ..., 3N, (20)

jest warunkiem koniecznym na ekstremum lub punkt siod lowy.

1.4 Przyk lad: wahad lo p laskie

Rozważmy punkt materialny o masie m poruszaja̧cy siȩ po pionowo ustaw-
ionym okrȩgu o promieniu R w polu grawitacyjnym. Skierujmy oś x poziomo,
oś y pionowo w dó l, a oś z prostopadle do p laszczyzny (xy). Równania wiȩzów
maja̧ postać: f1(x, y, z) = x2+y2+z2−R2 = 0, f2(x, y, z) = z = 0. Równania
Lagrange’a maja̧ postać

mẍ = λ12x,

mÿ = mg + λ12y, (21)

mz̈ = λ2.

Wobec równania z = 0, zachodzi z̈ = 0, λ2 = 0.
Równania dla sk ladowych x i y można przekszta lcić. Dwukrotne zróżniczkowanie

równania wiȩzów daje xẋ + yẏ = 0 i ẋ2 + xẍ + ẏ2 + yÿ = 0. Pomnożenie
pierwszego z równań ruchu przez x, drugiego przez y i dodanie daje

m(xẍ+ yÿ) = 2λ1x
2 + 2λ1y

2 +mgy. (22)

Po wykorzystaniu równania wiȩzów oraz relacji otrzymanej w wyniku dwukrot-
nego różniczkowania równania wiȩzów otrzymuje siȩ

m(−ẋ2 − ẏ2) = 2λ1R
2 +mgy, (23)

co pozwala otrzymać wartość λ. Po wstawieniu do równań ruchu identyfiku-
jemy sk ladowe si ly reakcji

FRx = 2λ1x = 2
m(−ẋ2 − ẏ2)−mgy

2R2
x,

FRy = 2λ1y = 2
m(−ẋ2 − ẏ2)−mgy

2R2
y. (24)
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Si la reakcji równoważy sk ladowa̧ si ly ciȩżkości prostopad la̧ do okrȩgu oraz
dostarcza si ly dośrodkowej zakrzywiaja̧cej tor. Wynik ten można oczywíscie
otrzymać metoda̧ elementarna̧. Problem wahad la bȩdzie dyskutowany później.

1.5 Przyk lad: Dwa po la̧czone punkty materialne na
paraboli

Weźmy 2 punkty materialne o masach m1 i m2 poruszaja̧ce siȩ po pionowo
ustawionej paraboli f1(x, y, z) = y − x2, z = 0 w polu grawitacyjnym. Oś
x jest pozioma, oś y skierowana jest pionowo w górȩ. Cia la sa̧ po la̧czone
nieważkim prȩtem o d lugości l. Równania wiȩzów sa̧

f1 = y1 − x21 = 0,

f2 = y2 − x22 = 0, (25)

f3 = (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − l2 = 0 (26)

f4 = z1 = 0, (27)

f5 = z2 = 0. (28)

Równania Lagrange’a maja̧ postać

m1ẍ1 = −2λ1x1 + 2λ3(x1 − x2),
m1ÿ1 = −m1g + λ1 + 2λ3(y1 − y2),
m2ẍ2 = −2λ2x2 − 2λ3(x1 − x2),
m2ÿ2 = −m2g + λ2 − 2λ3(y1 − y2),
m1z̈1 = λ4,

m2z̈2 = λ5. (29)

 Latwo zauważyć, że λ4 = λ5 = 0. Warunek równowagi otrzymamy k lada̧c
przyspieszenia równe zero. Wspó lczynniki λ1,2,3 można wyznaczyć z trzech
powyższych równań; czwarte razem z równaniami wiȩzów pozwalaja̧ w za-
sadzie wyliczyć wspó lrzȩdne punktu równowagi.

Uk lad równań nie jest prosty do rozwia̧zania. Można sprawdzić, że dla
m1 = m2 rozwia̧zaniem jest x1 = −x2 = l

2
.
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2 Zasada d’Alamberta

Zasada d’ Alamberta jest innym, równoważnym sformu lowaniem praw ruchu.
Nie używa czynników Lagrange’a, za to wprowadza pojȩcie przesuniȩcia
wirtualnego. Jest to przesuniȩcie δxj zgodne z wiȩzami, czyli styczne do
hiperpowierzchni wiȩzów fk(x, t) = 0, k = 1, 2, ...p, tzn. spe lniaja̧ce warunek

3N∑
j=1

∂fk(x, t)

∂xj
δxj = 0. k = 1, 2, ..., p. (30)

Zasada ta mówi, że w uk ladzie N punktów materialnych z p wiȩzami holo-
nomicznymi dwustronnymi fk(x, t) = 0, k = 1, ..., p, ruch odbywa siȩ tak,
że

3N∑
j=1

(mjẍj −Xj)δxj = 0. (31)

Równoważność zasady d’Alamberta i równań Lagrange’a I rodzaju można
wykazać biora̧c równania Lagrange’a dla zmiennej j, mnoża̧c je przez prze-
suniȩcie wirtualne δxj i sumuja̧c po j

3N∑
j=1

(mjẍj −Xj −
p∑

k=1

λk
∂fk(x, t)

∂xj
)δxj = 0. (32)

W podwójnej sumie suma po j znika dla każdego k z definicji przesuniȩcia
wirtualnego. Sta̧d

3N∑
j=1

(mjẍj −Xj)δxj = 0. (33)

Zatem z równań Lagrange’a wynika zasada d’Alamberta.
Dowód w druga̧ stronȩ jest trochȩ bardziej skomplikowany. Za lóżmy, że

3N∑
j=1

(mjẍj −Xj)δxj = 0. (34)

Odejmijmy od tego
∑

k λk
∑3N

j=1
∂fk
∂xj
δxj = 0, z nieokreślonymi na razie wspó lczynnikami

λk. Otrzymamy

3N∑
j=1

(mjẍj −Xj −
p∑

k=1

λk
∂fk(x, t)

∂xj
)δxj = 0. (35)
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Ponieważ δxj nie sa̧ niezależne, nie można jeszcze wnosić, że spe lnione sa̧
równania Lagrange’a, czyli że znika każdy wyraz sumy po j. Należy sko-
rzystać z tego, że wiȩzy sa̧ niezależne (inaczej niektóre równania wiȩzów
by lyby niepotrzebne). Oznacza to, że w macierzy ∂fk

∂xj
istnieje niezerowy wyz-

nacznik rzȩdu p. Niech to bȩdzie wyznacznik zbudowany z pochodnych z
j, k = 1, ...p. Warunek na przesuniȩcia wirtualne można napisać w postaci

p∑
j=1

∂fk(x, t)

∂xj
δxj = −

3N∑
j=p+1

∂fk(x, t)

∂xj
δxj, k = 1, ...p. (36)

Należy to potraktować jako uk lad równań na δxj, j = 1, ..., p, przy czym
wyznacznik uk ladu jest niezerowy. Sta̧d δxj, j = p+ 1, p+ 2, ..., 3N , można
potraktować jako niezależne parametry, a δxj, j = 1, 2, ..., p - jako wyz-
naczone jednoznacznie z uk ladu równań. Rozdzielaja̧c sumȩ na wyrazy z
j = 1, 2, ..., p oraz j = p+ 1, p+ 2, ..., 3N można napisać

p∑
j=1

(mjẍj −Xj −
p∑

k=1

λk
∂fk(x, t)

∂xj
)δxj +

3N∑
j=p+1

(mjẍj −Xj −
p∑

k=1

λk
∂fk(x, t)

∂xj
)δxj = 0.(37)

Przez odpowiedni wybór λk można spowodować, że

mjẍj −Xj −
p∑

k=1

λk
∂fk(x, t)

∂xj
= 0, j = 1, ..., p. (38)

W pozosta lej sumie δxj, j = p + 1, p + 2, ...3N sa̧ dowolne, a wiȩc musza̧
zerować siȩ stoja̧ce przy nich wspó czynniki

mjẍj −Xj −
p∑

k=1

λk
∂fk(x, t)

∂xj
= 0, j = p+ 1, p+ 2, ..., 3N. (39)

zatem spe lnione sa̧ równania Lagrange’a.
Po lożenie w zasadzie d’Alamberta dla wszystkich j przyspieszeń ẍj = 0, a

także prȩdkości ẋj = 0, jeśli si ly zależa̧ od prȩdkości, daje warunek równowagi

3N∑
j=1

Xjδxj = 0. (40)

Poniżej podane sa̧ przyk lady, rozważane już wyżej.
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2.1 Wahad lo p laskie

Dla rozważanego w poprzednim rozdziale wahad la p laskiego otrzymujemy

mẍδx+ (mÿ −mg)δy +mz̈δz = 0, (41)

gdzie

2xδx+ 2yδy + 2zδz = 0,

1δz = 0. (42)

Otrzymujemy δz = 0, xδx+ yδy = 0 i dalej, wyrażaja̧c δy przez δx

[mẍ+ (mÿ −mg)
−x
y

]δx = 0. (43)

Ponieważ δx jest już dowolne (a zależne od niego δy zosta lo już wyelimi-
nowane), można wnosić o zerowaniu siȩ wyrazu w nawiasie kwadratowym.
Razem z równaniem wiȩzów tworza̧ uk lad 2 równań z 2 niewiadomymi x, y.

2.2 Przyk lad: Dwa po la̧czone punkty materialne na
paraboli

Dla tego przyk ladu zasada d’Alamberta mówi

m1ẍ1δx1+(m1ÿ1+m1g)δy1+m1z̈1δz1+m2ẍ2δx2+(m2ÿ2+m2g)δy2+m2z̈2δz2 = 0,
(44)

gdzie

−2x1δx1 + 1δy1 = 0,

−2x2δx2 + 1δy2 = 0,

2(x1 − x2)δx1 + 2(y1 − y2)δy2 − 2(x1 − x2)δx2 − 2(y1 − y2)δy2 = 0,

1δz1 = 0,

1δz2 = 0. (45)

Szukaja̧c po lożenia równowagi k ladziemy wszystkie przyspieszenia równe zero.
Z ostatnich równań można wyrazić trzy przesuniȩcia wirtualne przez czwarte,

10



np. δx1. Otrzymujemy

δy1 = 2x1δx1,

δy2 = 2x2δx2 (46)

δx2 =
x1 − x2 + 2x1(y1 − y2)
x1 − x2 + 2x2(y1 − y2)

δx1.

Warunek równowagi ma wiȩc postać

[m1g2x1 +m2g2x2
x1 − x2 + 2x1(y1 − y2)
x1 − x2 + 2x2(y1 − y2)

]δx1 = 0. (47)

Ponieważ δx1 jest dowolne (a inne przesuniȩcia wirtualne zosta ly już
uzależnione od δx1), wyrażenie w nawiasie kwadratowym jest równe zero.
Razem z równaniami wiȩzów stanowia̧ uk lad 4 równań z 4 niewiadomymi na
punkt po lożenia równowagi.

2.3 Przyk lad:  Lańcuch

Niech dany bȩdzie  lańcuch o N ogniwach, z których każde ma masȩ m i
d lugość 2a.  Lańcuch zawieszony jest na jednym końcu w pocza̧tku uk ladu,
a na drugi koniec dzia la pozioma si la F . Niech oś x jest pozioma, a oś y -
skierowana w dó l.

Niech (xj, yj) bȩdzie po lożeniem środka ciȩżkości j−tego ogniwa, a (X, Y )
- po lożeniem końca  lańcucha. Zasada d’Alamberta daje warunek na po lożenie
równowagi

N∑
j=1

mgδyj + FδX = 0. (48)

Zamiast wyrażać jedne przesuniȩcia wirtualne przez inne, wygodniej jest
wyrazić wszystkie przez pewien zespó l przesuniȩć niezależnych. Moga̧ to
być ka̧ty αj odchylenia ogniw od pionu. Zachodzi

y1 = a cosα1,

y2 = 2a cosα1 + a cosα2, (49)

yj = 2a
j−1∑
k=1

cosαk + a cosαj (50)

X =
N∑
k=1

2a sinαk. (51)
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Zasada d’Alamberta daje

mg
N∑
j=1

(
j−1∑
k=1

(−2a sinαk)δαk + a(−sinαj)δαj) + F
N∑
j=1

2a cosαjδαj = 0. (52)

Po przegrupowaniu wyrazów otrzymujemy

N∑
j=1

[−mg sinαj(2N − 2j + 1) + 2F cosαj]δαj = 0. (53)

Ponieważ przesuniȩcia δαj sa̧ dowolne, zerować musza̧ siȩ wspó lczynniki stoja̧ce
przy każdym z nich. Oznacza to, że  lańcuch jest w równowadze, gdy tgαj =

2F
mg(2N−2j+1)

.
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